CHAPITRE D6

DETERMINANT

(i)
- { Objectifs | N
. - J

e Notion de déterminant.
e Caractérisation théorique du déterminant.
e Lien avec I'inversibilité.
e Calcul pratique de déterminant.
> =/

Dans tout le chapitre, K désigne le corps R ou C. Sauf mention contraire, n est un entier naturel non nul
et E/ un ev de dimension n.

1 Applications multilinéaires

—~Définition D6.1 } <
Soit F1,...,E, et I des K-ev. On dit qu’une application f : Fy X ... x E, — F est n-linéaire
lorsque pour tout k € [1,n] et tout (z1,...,Tk—1,Tt1,s---,%n) € E1X.. . X Ep_1 X Eppq1 X... X Ey,

t— f(x1,...,k—1,t, Tps1,-..,Ty) est linéaire de Ey dans F.

Dans le cas ou F' = K, on parle de forme n-linéaire. On dit bilinéaire, trilinéaire pour
2-linéaire, 3-linéaire respectivement.

Définition D6.2 )

On dit qu’une forme n-linéaire sur E™ est alternée lorsque f(z1,...,2,) = 0 pour tout
(x1,...,2y) € E™ dont (au moins) deux vecteurs sont égaux.
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/:[Proposition et définition D6.3 ) 3
Soit n > 2 et f: E"™ — K une forme n-linéaire alternée. On pose (z1,...,x,) € E".
(i) On ne change pas la valeur de f(z1,...,z,) en ajoutant a 'un des vecteur z; une combinaison

linéaire des autres (invariance par transvection).
(ii) Si (x1,...,x,) est lice, alors f(z1,...,z,) =0.

(iii) Soit 7,75 € [1,n] avec i < j. Alors

(iv) Soit o € S),. Alors
f(wa(l), e ,acg(n)) = E(U)f(.rl, ceey xn)

Lorsqu’une des deux derniéres propriétés est vérifiée, on dit que f est antisymétrique.

Proposition D6.4 }

Toute forme n-linéaire antisymétrique est alternée.

2 Déterminant

2.1 Déterminant d’une famille de vecteurs

= Théoréme et définition D6.5 } N

Soit B = (e1,...,en) une base de E. Il existe une unique application f : E" — K n-linéaire et
alternée qui prend la valeur 1 en (ey,...,e,). On 'appelle déterminant dans la base B, notée
detg. Pour tout (x1,...,2z,) € E", si on note (a;;) la matrice de cette famille dans la base B, on a

detg(x1,...,25,) = Z (o) H Do
j=1

gESy

\ o’

ﬁ[Proposition D6.6 } N

Soit B et B’ deux bases de E et F une famille de n vecteurs de E.
(i) Formule de changement de base : detg(F) = detp(B') detg (F).

(ii) Caractérisation des bases : F est une base de E si et seulement si detg(F) # 0




MPSI 20252026 P. Valéry D6. Déterminant 3

({Proposition D6.7 (Interprétations géométriques)} N

e Dans le cas n = 2, le déterminant d’une famille de deux vecteurs (z1,z2) dans la base
(b1, ba) représente l'aire du parallélogramme de cotés 1 et x2, I'unité d’aire étant celle du
parallélogramme de cotés by et be, affectée d’un signe représentant 1’orientation de (1, z2)
par rapport a celle de (b, b2).

e Avec des conventions similaires dans le cas n = 3, le déterminant de (x1, 2, z3) dans la base
(b1, ba, b3) représente le volume algébrique du parallélépipede de cotés xq, zo et x3.

2.2 Déterminant d’une matrice

/:(Déﬁnition D6.8 ) N

Soit A = (aij)Kijgn € M, (K). On appelle déterminant de la matrice A le nombre

det(A) = detg(Ch,...,Cp),

ou les C; sont les colonnes de la matrice A dans M,, 1(K) et £ la base canonique de M,, 1(K).

\ o’

Notation. On note
ailr ... Qin

det A =

apl --- Gpp

{Proposition D6.9 } <

Soit A = (aij),¢; j<n € Mn(K). On a

det(4) = > e(0) [ [ aogs-

. J

ﬁ[Proposition D6.10 } N

(i) det(I,) =1.
(ii) Pour tous A € M,(K) et A € K, det(AA) = A" det(A).

)
)
(iii) Le déterminant d’une matrice ayant deux lignes égales ou deux colonnes égales est nul.
)
)

(iv

(v

VA, B € Mn(K), det(AB) = det(A) det(B).
Pour tout A € M, (K), A est inversible si et seulement si det(A) # 0. Dans ce cas,
det(A™1)

~ det(A)’
(vi) Pour tout A € M, (K), det(A) = det(A").
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Dém. D6.10

v) Notons Ai,..., A, € M, 1(K) les colonnes de A. Si B = (b;;), alors la j-iéme
n

colonne de AB est donnée par (AB); = Zbiin'
i=1
Comme le déterminant est une forme n-linéaire alternée sur (M, 1(K))", I'applica-
tion
(Al, ce ;An) — det((AB)l, ceey (AB)n)
est elle-mé&me n-linéaire alternée en les colonnes A4,..., A,.
En effet, pour le caractére alterné : si deux colonnes de A sont égales, alors les (AB);
sont engendrées par n — 1 colonnes A; au maximum, donc ne forment pas une base
de M, 1(K). Donc leur déterminant est nul.
Par caractérisation du déterminant, il existe donc un scalaire A € K tel que

VA e My (K), ®p(A) = X det(A).
En évaluant en A = I,,, on obtient A = ®p(1,) = det(1,B) = det(B). Ainsi,
det(AB) = det(B) det(A).

Soit A = (a;j) et B = (b;;). Par définition du déterminant,

n

det(AB Z H Z 8(0) H (Z ag(j)7kbk7j> .

0ESH J=1 0ESH j=1

En développant le produit, on obtient

det(AB) Z Z H o) (3) D)5

0E€Sn @i[1, n]]ﬁ[[l,n]] j=1

En échangeant les deux sommations,

det(AB) = Z Z e(o) H G (5),0(5) H OF
j=1 J=1

e:[1,n]—[1,n] \oE€Sn

n
Fixons maintenant ¢ € S),. La somme Z (o) Ha

UGSn
la matrice obtenue a partir de A en remplacant, pour tout 7, la j-iéme colonne par

la ©(j)-iéme colonne de A. Si ¢ n'est pas injective, cette matrice a deux colonnes
égales, donc son déterminant est nul. Et si ¢ € S, cette matrice est obtenue a
partir de A par la permutation de colonnes associée a , donc son déterminant vaut
e(p) det(A).

Par conséquent,

o(j)yp(j) €St le déterminant de

det(AB) = det(A Z H = det(A) det(B).

guEL
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i:iiiéorollaire D6.11

1:::—_C0r011aire D6.1 “_ B

Les déterminants de deux matrices semblables sont égaux.

2.3 Calcul pratique

{Proposition D6.13 }

(i) Le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit de ses termes diagonaux.

(ii) Le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs est le produit des déterminants de ses
blocs diagonaux.

Proposition D6.14 }

Le déterminant d’une matrice est inchangé lorsqu’on ajoute a une ligne (resp. une colonne) un
multiple d’une autre ligne (resp. colonne).

Remarque. En particulier, on peut effectuer certaines opérations d’une méthode de pivot de Gauft sans
changer la valeur du déterminant. Plus précisément, il suffit de s’interdire toute opération élémentaire de
diagonale non constante égale & 1. Dés lors on peut espérer se ramener & un calcul de déterminant plus

simple.

—(Définition D6.15 }

Soit A € M,,(K) et 7,5 € [1,n].
(i) On appelle mineur de A de position (i,7) le déterminant de la matrice extraite de A en
supprimant la ligne i et la colonne j. On notera A;;(A) ce déterminant.
(ii) On appelle cofacteur de A de position (i, j) le nombre (—1)"7A;;(A).
(ili) On appelle comatrice de A la matrice com(A) = ((—=1)""7 A (A))

1<i,j<n”
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/:[Théoréme D6.16 (Développement par rapport a une ligne ou colonne)]{ 3

Soit A € M, (K).

(1) Soit 1 <@ < n. Alors det(A Z Hai A (A).

(ii) Soit 1 < j < n. Alors det(A Z ) a;; A5 (A).
\o =/
~ Théoréme D6.17 } N

Soit A € M, (K). Alors A x (com A)" = (com A)T x A = det(A)I,

En particulier, A est inversible si et seulement si det A # 0 et dans ce cas, A~ =

1 T
detA(ComA) .

2.4 Déterminant d’un endomorphisme

Théoréme et définition D6.18 j

Soit uw € L(E). Le nombre detp(u(er),...,u(e,)) = det (Matg(u)) ne dépend pas de la base B
considérée. Ce nombre s’appelle déterminant de u, noté det(u).

{Proposition D6.19 } N

Soient u,v € L(E).
o VA €K, det(Au) = A" detu.
e det(vou) = (detv)(detu).

e u € GL(E) si et seulement si det u # 0. Dans ce cas, det(u™') =

detu’

(S /

ﬁ(Proposition D6.20 } N

Soient u € L(E) et X = (z1,...,2,) € E". Alors

detg(u(x1),...,u(x,)) = detudetp(zy, ..., x,).
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Méthodes

| vethodes |
e Calculer un déterminant

> triangulaire par blocs,

> par opérations élémentaires,

> par développement selon une ligne ou colonne,
> en établissant une formule de récurrence.

e Etudier Uinversibilité d’une matrice.




