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Problème 1

On admet dans tout le problème que
+∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
.

Pour N ∈ N∗, on munit l'ensemble
ΩN = {1, . . . , N}2

de la probabilité uniforme PN . On note, pour d ∈ N∗,

Ad,N = {(a, b) ∈ ΩN | d divise a et d divise b}.

1. Calculer PN (Ad,N ).

2. Exprimer l'événement
CN = {(a, b) ∈ ΩN | a ∧ b = 1}

à l'aide des événements Ap,N , où p parcourt l'ensemble P des nombres premiers.

3. Soit F un ensemble �ni de nombres premiers. À l'aide de la formule du crible, montrer que

PN

⋂
p∈F

A c
p,N

 =
∑
H⊂F

(−1)|H|

⌊
N∏
p∈H p

⌋2
N2

.

4. (a) Montrer que pour I un ensemble �ni et toute (xi)i∈I de nombres réels,∏
i∈I

(1 + xi) =
∑
J⊂I

∏
j∈J

xj .

(b) En déduire que

lim
N→+∞

PN

⋂
p∈F

A c
p,N

 =
∏
p∈F

(
1− 1

p2

)
.

5. Montrer que, pour tout M ⩾ 1,

PN (CN ) ⩽ PN

 ⋂
p⩽M
p∈P

A c
p,N

 .

6. Montrer que

PN (CN ) ⩾ PN

 ⋂
p⩽M
p∈P

A c
p,N

−
∑
d>M
d⩽N

PN (Ad,N ).

7. En déduire que, pour tout M ⩾ 1 et tout N ⩾ 1,

0 ⩽ PN

 ⋂
p⩽M
p∈P

A c
p,N

− PN (CN ) ⩽
∑
d>M

1

d2
.
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8. Montrer que la suite ∏
p⩽M
p∈P

(
1− 1

p2

)
M⩾1

converge. On note ℓ sa limite.

9. Montrer que la suite (PN (CN ))N⩾1 converge vers ℓ.

On se propose maintenant de calculer ℓ.

10. (a) Pour M ⩾ 1, montrer que la série ∑
k⩾0

1

p2k

converge pour tout nombre premier p ⩽ M .

(b) On pose alors

SM =
∏
p⩽M
p∈P

(
+∞∑
k=0

1

p2k

)
.

Montrer que

SM =
∑

n∈EM

1

n2
,

où
EM = {n ∈ N∗ | tout facteur premier de n est ⩽ M} .

11. On pose
E0 = ∅, FM = EM \ EM−1 (M ⩾ 1).

Montrer que (FM )M⩾1 est une partition de N∗.

12. En déduire que
+∞∑
M=1

 ∑
n∈EM

1

n2
−

∑
n∈EM−1

1

n2

 =

+∞∑
n=1

1

n2
.

13. Montrer que

SM −−−−−→
M→+∞

+∞∑
n=1

1

n2
.

14. Montrer que, pour tout M ⩾ 1,

SM =

∏
p⩽M
p∈P

(
1− 1

p2

)
−1

.

15. En déduire que

lim
N→+∞

PN (CN ) =
6

π2
.
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