MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR MAISON N° 24

1. Si A est inversible, alors en multipliant a gauche par A~" dans I'égalité A x AT = det(A)I,,, on obtient

AT = det(A)A™!

2. Sirg(A) < n— 2, alors les plus grandes sous-matrices de A inversibles sont de taille au plus n — 2. En
particulier, toutes les sous-matrices de A de taille n — 1 sont non inversibles et donc de déterminant
nul.

Sirg(4)<n-—2, AT =0.

3. (a) Sirg(A) =n—1, alors A posséde une sous-matrice de taille n—1 inversible et donc de déterminant
non nul. Ainsi, il existe (7,7) € [1,n]? tel que det(4; ;) # 0 et AT 0.

Sirg(A) =n—1, alors AT # 0.

(b) Comme rg(A4) = n —1 < n, det(A) = 0. Ainsi A x AT = 0 et Im(A") C Ker(4). De méme,
At x A=0et Im(A) C Ker(A"). Comme dimIm(A) =n—1, on en déduit n—1 < dim Ker(A™).
Or d’aprés la question précédente AT # 0, d’oit dim Ker(A™) < n. Par conséquent, dim Ker(A™) =
n—1=dimIm(A) et Ker(AT) = Im(A). D’aprés le théoréme du rang, on en déduit dim Im(A™) =
1 = dim Ker(A), et comme Im(A™) C Ker(4), on en déduit Im(A™) = Ker(A4).

Ker(A") =Im(A) |, [Im(A") = Ker(A) | et [rg(A1) =1

4. On peut distinguer trois cas.
e Si A est inversible, alors AT = det(4A)A™!. On en déduit det(A") = (det(A4))” x det(A™1) =
(det(A))™ x = (det(A))" 1.

1
det(A)
e Sirg(A) <n—2, alors det(A) =0 et AT = 0. Ainsi det(AT) =0 = (det(A))" " car n > 2.

e Sirg(A) = n —1, alors det(4) = 0 et rg(AT) = 1 < n. Ainsi det(4") = 0 = (det(A))" ' car

n > 2.

det(AT) = (det(A))"*

5. On distingue aussi plusieurs cas.
e Si A est inversible, alors AT est inversible et on a les relations
Ax AT =det(A), = A" x A
(AT)" x AT = det(AT)L, = AT x (A1)T

Ainsi
—1 1 1
(47 = det(A) "~ det(AT) (49"
On en déduit (A+)+ = (mA = (det(A))" 2 A.

e Sirg(A) <n—2, alors AT =0 et donc (fﬁ)Jr =0.
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Sin>3etrg(A)=n—1,alors rg(A") =1 < n—2 et donc (AJF)Jr =0.

Si n = 2, alors on peut faire un calcul direct. Si A = (CCL Z), alors : AT = < d ab> et donc

(AH)F = <Z Z) = A _

On vérifie alors que dans tous les cas, on obtient

(AT)" = (det(A)" 2 A

6. Si A et B sont inversibles, alors AB est inversible et, d’aprés la question 1,

7.

(a)

(AB)T = det(AB)(AB)™! = det(A)det(B)B~ A}
= (det(B)B_l) (det(A)A_l)

(AB)* = Bt A*

Pour tout « € R, notons (m; ;(x))1<i j<n les coefficients de la matrice A + z1,,. Pour tout 7,j €
[1,n],  — m; j(z) est une fonction polynomiale, de degré 1 si i = j, constante sinon. On a alors

c€eSh i=1

On en déduit que Py : x — det(A + z1,,) est une fonction polynomiale en tant que combinaison
linéaire et produit de fonctions polynomiales. De plus, pour tout o € S,

deg (H mo(i)ﬂ) = Z deg (mU(i)vi) { < n sinon o
i=1 =1

’PA : x — det(A + xI,) est une fonction polynomiale de degré n. ‘

Notons Z4 (resp. Zp) I'ensemble des racines réelles du polynome P4 (resp. Pg). Comme deg(Py) =
deg(Pp) = n, Z4 et Zp sont des ensembles finis de cardinal au plus n. Notons Z = Z4 U Zp. Z
est alors une partie finie de R, et si x € R\ Z, alors P4(x) # 0 et Pg(x) # 0. On en déduit que
A+ xI, et B+ xl, sont inversibles.

’Pour tout € R, sauf pour un nombre fini de valeurs, A 4+ x1,, et B + x1,, sont inversibles‘

Pour tout x € R\ Z, A+ zI,, et B + xI,, sont inversibles, ainsi d’aprés la question 5, M (z) = 0.
Comme Z est infini, la matrice M (x) est nulle pour une infinité de valeurs de z. Or tous les
coefficients de « — A + x1,, sont des fonctions polynomiales. De la méme maniére qu’en 7a, on
montre que les coefficients de z — (A + a:In)Jr sont des fonctions polynomiales. On en déduit
que tous les coefficients de M sont des fonctions polynomiales, en tant que somme et produit de
fonctions polynomiales. Comme M est nulle pour une infinité de valeurs, on en déduit que toutes
ces fonctions sont des fonctions nulles. On en déduit Va € R, M (z) = 0, puis

Vz eR, (A4 zl,) (B+zl,))" = (B+zL,)" (A+zL,)".

En particulier, pour z = 0, on obtient le résultat

(AB)" = Bt A"




8. (a) Comme B = P7YAP, et d’apreés la question précédente
Bt =ptat (P )",

Comme P, et donc P, sont inversibles, on a d’aprés la question 1

1

Pt = det(P)P! PN — det(P~ )P = P
det(P) et (P71 det(P™7) det(P)

On en déduit le résultat

Bt = plaA*P]

(b) Soit & une autre base de E, B la matrice de f dans la base &' et ¢’ I'endomorphisme dont la
matrice dans la base & est BT. On a alors B = P"1AP, avec P la matrice de passage de la base
& ala base &'. D’aprés la question précédente, BT = P71ATP. Comme AT est la matrice de g¢
dans la base &, B est la matrice de g dans la base &’. Donc g = ¢'.

’L’endomorphisme g ne dépend pas de la base & choisie. ‘

9. Soit B € M, (R), inversible. On raisonne par analyse-synthése.
An. Soit A € M, (R) tel que AT = B. D’apres les premiéres questions, A est inversible et det(A4)A™ =
B, d’on A=B"1et A=det(A)B™'. De plus, det(B) = det(A™") = det(A)" 1.

det(A)
Syn. Soit A € R tel que A"~ ! = det(B). On pose A = AB~!. Comme det(B) # 0, A # 0 et A est
inversible. Ainsi, A = det(A)A™! = A" (det(B)) ' A7'B = A" ! (det(B)) ' B = B.

On en déduit que 'équation A™ = B admet autant de solutions que 1'équation \* ' = det(B) en a.

Si n est pair, alors ’équation A™ = B admet pour unique solution A = "/det(B)B™1.
Si n est impair et det(B) > 0, alors ’équation AT = B admet deux solutions A = & "/det(B)B~L.
Si n est impair et det(B) < 0, alors ’équation AT = B n’admet aucune solution.

10. D’aprés les premiéres questions, AT est soit inversible, soit nulle, soit de rang 1. Donc :

’Si rg(B) > 1 et B n’est pas inversible, (E) n’a pas de solution.

11. (a) On suppose B = Ej; et on raisonne par analyse-synthese.

An. Soit A € M,(R) tel que AT = B. On écrit A = <%> ,avecar € R, L € My ,1(R),

Ce ./\/ln_171(]R) et A’ € Mn_l(R). Notons B = (bi,j)lgi,jéw Par définition de A+, b1,1 =1=
det(A’). En particulier, A" est inversible. Notons Cs,...,C,, (resp. Lo,..., L,) les colonnes
(resp. lignes) de A’. Celles-ci forment une base de M,,_11(R) (resp. My ,—1(R)). Donc il

n n

existe des scalaires (\;)2<i<n (resp. (i)2<i<n) tels que C' = Z AiC; (resp. L = Z,uiLi). On
i=2 =2

a alors :



e Pour tout i € [2,n] :

L L2 L2
Ly : :
, : Li n Li
(—1)Z+1b17i =0=det | Li_1 | = —det L = — Z'u’k det | Ly
Lia Liyy k=2 Ly
Ly, Ly, Ly,

On en déduit Vi € [2,n], u; =0, donc L = 0.
e De méme, pour tout j € [2,n] :

(—1)j+1bj71:0:det(C Cy --- Cj_l Cj+1 Cn)
:—det(CQ ”-Cj_l C Cj+1 Cn)
:*Z)\kdet(cg Cj_l C Cj+1

k=2

== Mebpj =N
k=2

On en déduit Vj € [2,n], A\; =0, donc C = 0.

/ . - . . / - .
e Enfin, comme A’ est inversible, un des mineurs au moins de A" est non nul. Donc il existe

i,j € [1,n — 1] tel que det(A; ;) # 0. Ainsi, on a
0

L. a
(=1)"bji1,41 = 0 =det < [1)’1 i > = a1, det(Af ;).

On en déduit que a; ;1 = 0.

Syn. On vérifie aisément que les matrices de la forme ( 8 j/ ),

avec A" € My,_1(R) et det(A’) = 1 conviennent.

avec A" € M,,_1(R) et det(4’) = 1.

Si B = Ej 1, les solutions de (E) sont les matrices de la forme ( 8 j/ >7

De la méme maniére, on montre que

si B = Es 1, les solutions de (E) sont les matrices de la forme

0
C
avec C € My_11(R), A" € My,_1,,—2(R) et det( C ‘ A ) =

—1.

(b) Soit B € M, (R) derang1etb e L(R"™)’endomorphisme canoniquement associé. Comme rg(B) =
rg(b) =1, on a dimIm(b) = 1 et dimKerb =n — 1. On a alors deux cas possibles.

1¢* cas : Imb C Kerb. Soit (e3) une base de Imb. D’aprés le théoréme de la base incompléte,
il existe des vecteurs (es,...,e,) tels que (eg,...,e,) est une base de Kerb. Enfin, comme
eo € Imb, il existe e; € R"™ tel que b(e1) = ea. Comme eg # 0, e1 ¢ Kerb, donc & = (eq, ..., ey)
est une base de R". Dans cette base, la matrice de b est Eo 1. Donc B est semblable & Ey ;.
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2¢ cas : Imb ¢ Kerb. Dans ce cas, comme Imb est une droite vectorielle, KerbNImb = {0} et
alors Kerb @ Imb = R". Soit (e1) une base de Imb et (e2,...,e,) une base de Kerb. Alors
(e1,...,ey) est une base de R™. De plus, b(e1) € Im b, donc il existe A € R tel que b(e1) = Aey.
Et A # 0 car e; ¢ Kerb. Dans cette base, la matrice de b est donc AE; ;1. Donc B est semblable
a )\El,l-

Si rg(B) =1, alors B est semblable & Fs 1 ou & AE] 1, avec A € R™.

B est semblable & B', avec B’ = Fy7 ou B’ = AEj;. 1l existe alors P € GL, R tel que B =
P~1B'P. D’aprés la question précédente, Péquation AT = B’ admet au moins une solution A’.
(en multipliant par A une ligne non nulle d’une solution de ’équation A" = E 1, on obtient une
solution de P'équation AT = A\FEy1.) En posant A = P7YA'P, on a alors, d’aprés la question 8a,
At = p7'A*P =P 'B'P = B. Donc l'équation AT = B admet au moins une solution.

Si rg(B) = 1, 'équation AT = B admet au moins une solution.

12. On effectue des opérations sur les lignes et les colonnes pour calculer det(A4,,).

n—x 1 1
1—a 1 1
) . ) . n—z l—x : n
det(A)=| T |=la—e 1 . [ Cie ) G
: P 1 . k=1
n—x 1 1 1—=x
1 1 o 1 1 0 R 0
1 1—=x 1 —=z
=n-z)]1 1 =mn-x)]1 o Ci«+ C;—Ch,i€[2,n]
1 1 1 o0
1 1 1 1—=x 1 0 0 —=x

det(A,) = (-1)"z"Y(z — n)

13. Sin > 2, d’apreés la question précédente, A, est inversible ssi x ¢ {0,n}. Donc rg(Ay,) =nsiz ¢ {0,n}.
Si x = 0, alors rg(A,) = 1, car dans ce cas toutes les colonnes sont identiques. Enfin, si x = n, alors
rg(A,) = n — 1. En effet, dans ce cas, A, n’est pas inversible, mais A,,—1 qui est une sous-matrice de
Ay, de taille n — 1 est inversible. D’ou le résultat (et on vérifie que ce résultat est encore valable pour
n=1).

n six ¢ {0,n}
rg(An,) =4 1 siz=0

n—1 six=n.

14. 11 y a plusieurs maniéres de parvenir au résultat.

e Calculer chacun des coefficients de A,f. Tl n’y a en fait que deux calculs de déterminant & effectuer,
car on peut montrer que les coefficients diagonaux de A sont tous identiques, et que les autres
coeflicients sont aussi tous identiques.



e Calculer A, U lorsque A, est inversible, puis AT dans ce cas et ensuite en déduire la valeur de A
dans tous les cas, en utilisant le fait que tous les coefficients de A} sont des fonctions polynomiales
en z. Pour calculer 'inverse de A,,, on peut effectuer des opérations sur les lignes ou les colonnes,
ou bien remarquer que A, est annulé par un polynéme du second degré. C’est cette derniére
méthode que nous allons employer ici.

Notons J,, la matrice de M,,(R) dont tous les coefficients sont égaux a 1. On a alors A,, = J,, — z1,.
Ainsi, comme J,, commute avec I, et J,2L =nddy :

A2 = (J, —x,)? = J? — 22J,, + %1,
= (n —2x)J, + 2°I,, = (n — 2x)(A, + zI,,) + 2°1,
=(n-2z)A,+z(n—=x)l,

Ainsi, si x ¢ {0,n}, on a
1

Ay % =2 (Ap, — (n—22)1,) = I,.
Dans ce cas, A4, = :z:(nl—:v) (A, — (n—2z)I,). On en déduit
r+1l-n 1 ... 1
AT = det(A) AT = (=122 (A, — (n— 20)1,) = (—1)*Hgn2 |1
i . 1. xr+ 1 -n

Enfin, comme les coefficients sont, au signe prés, des déterminant de sous-matrices de A,,, ce sont des
fonctions polynomiales en x. On a trouvé une expression polynomiale pour chacun des coefficients de
Ay, valable pour une infinité de valeurs de x, elle est donc valable pour tout z € R.

x+1-—-m 1 ... 1
Af = (e
: . . 1
1 ... 1 z4+1—n




