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DEVOIR MAISON N° 26

Probléme 1

Ce probléme est subdivisé en cing parties.

— Dans la partie A, on définit un produit scalaire sur R[X] et la notion de systéme orthogonal. On
démontre ensuite quelques résultats généraux qui seront utilisés par la suite.

— Dans la partie B, on définit les points de Gaull associés au produit scalaire considéré.

— Dans la partie C, on démontre quelques propriétés générales supplémentaires sur les systémes ortho-
gonaux. Les trois questions de cette partie sont indépendantes et les résultats démontrés ne sont pas
utiles pour les parties suivantes.

— Dans la partie D, on considére un produit scalaire particulier, et on définit les polynémes de Legendre.

— Dans la partie E, on poursuit ’étude des points de Gaul de la partie B dans le cas particulier des
polyndémes de Legendre. Plus précisément on démontre ’entrelacement des zéros des polynoémes de
Legendre.

A Polynémes orthogonaux

Soit a,b € R tels que a < b et w : [a,b] — R une fonction continue telle que V¢ € [a,b], w(t) > 0.
1. Montrer que 'application (-,-) : R[X] x R[X] — R définie par :

b
vP.Q € R[X], (P,Q) = / PUOQ)w(t) dt.

est un produit scalaire sur R [X].

On appelle systéme orthogonal de R [X] toute famille de polynémes (Py)xen telle que :
(i) Vk,leN, k#1= (P, B) =0.
(ii) Vk € N, deg Py = k.

2. Soit (Pg)ken un systéme orthogonal de R [X].

(a) Montrer que pour tout n € N, (Py)o<k<n est une base orthogonale de R,, [X].
(b) En déduire que Vn € N, VQ € R,_1 [X], (P, ,Q) = 0.

3. (a) Montrer qu’il existe un systéme orthogonal de R [X]. Indication : on voudrait appliquer le théoréme
d’orthogonalisation de Gram-Schmidt a la base canonique de R [X] et vérifier qu’on obtient bien
un systéeme orthogonal. Mais attention, le théoréme de cours ne s’applique qu’auz familles finies!

(b) Soit (Px)ren et (Qk)ren deux systémes orthogonaux de R [X]. Montrer qu’il existe une suite de
réels (A\g)gen telle que Vk € N, P, = M\eQk. On pourra utiliser les questions 2a et 2b pour montrer
que pour tout k € N, Py et Qp sont colinéaires.



B Points de Gaufd

Dans cette partie et la suivante, on considére un systéme orthogonal (Py)gen de R [X].

4. Soit k € N.
(a) Montrer qu’il existe p € N, (7;)1<i<p une famille de réels de ]a, b[ deux a deux distincts, ¢ € {—1,1}
et @ € R[X] tels que Vt € [a,b], Q(t) = 0 et

Po(X) = eQ(X) [J(X = ).

i=1

On pourra factoriser Py en faisant apparaitre toutes ses racines dans lintervalle |a,b[, et en

séparant celles de multiplicité paire de celles de multiplicité impaire.
p

(b) Soit R(X) = H(X —r;). Montrer que (Py, R) # 0. On pourra utiliser ici la définition du produit
scalaire. =

(¢) En déduire que deg R = k, puis que toutes les racines complexes de Py sont simples, réelles et
dans lintervalle |a, b[.

(d) On désigne désormais par ry1 < rpa < --- < 731 les racines de Py. On les appelle les points de
Gaufs du polynoéme Py. Pourquoi cette suite ne dépend-elle que de w et pas du choix du systéme
orthogonal (Py)ren ?

C Trois autres propriétés
5. Soit n € N*. Montrer qu’il existe trois réels a,, B, et v, tels que
XPTL = anPn—l + Bnpn +'ann+l~

On pourra décomposer X P, dans la base orthogonale (Py)o<k<nt+1 de Rpt1 [X], puis, pour en déduire
le résultat, démontrer que YA, B,C € R[X], (AB,C) = (A,BC).
b
6. Soit ¢ la forme linéaire sur R [X] définie par VP € R[X], o(P) = / P(t)w(t) dt.
Pour tout n € N*, on note ¢, sa restriction a R,,_; [X]. ‘

Pour tout réel r, on note v, la forme linéaire sur R [X] définie par VP € R[X], ¥, (P) = P(r).

(a) Soit n € N* et (xj)1<j<n une famille de réels deux & deux distincts. Montrer que la famille
(Yz;)1<j<n est une base du dual de R,,—1 [X]. On pourra utiliser les polynémes interpolateurs de
Lagrange.

(b) En déduire que pour tout n € N*, il existe une famille de réels (i, j)1<j<n tels que

n
Pn = Z Nn,jl/]rn,j .

=1

(c) Soit n € N*. Montrer que
VP € Ron—1 [X], @(P) = Y pinjP (rnj).
j=1

On pourra utiliser une division euclidienne.



7. Pour tout k € N, on pose ¢ = (Xk , 1) et pour tout n € N, on considére les déterminants

Co C1 P & | Cn, Co T ... Cp-1 Cn,
C1 Co . Cn Cn+1 C1 Cy ... Cn, Cn+1
Ay =| ¢ ST : b | Dplz) =1 D : e
Cn—1 Cn -o. C2p—2 C2p—1 Cn—1 Cn ... C2n—2 Con-1
Cn  Cnil .- Copn_1 Con 1 x ... ozt gn

ot x € R. En particulier, Ag = ¢g et Do(z) = 1.

(a) Soit n € Net 4, = (X' ,Xjfl))lgingnﬂ € My+1(R). Montrer que A, est inversible. En
déduire A,, # 0. On pourra introduire la matrice de la base canonique de R, [X] dans une base
orthonormale (attention!), et remarquer que A, s’exprime comme un produit de deux matrices
inversibles.

(b) Montrer que pour tout n € N, 'application z — D, (x) est une application polynomiale dont on
précisera le degré. On notera D,, le polynéme associé. On pourra développer le déterminant par
rapport a la derniére ligne.

(c) Montrer que si k < n, alors (D,,, X¥) = 0. En déeduire que la famille (D,,),en est un systéme
orthogonal. On pourra développer le déterminant par rapport & la derniére ligne.

D Un exemple : les polynémes de Legendre

On suppose désormais que a = —1, b =1 et Vz € [-1,1], w(x) = 1. Pour tout n € N, on pose

(x2 1)
27!
On note enfin, pour tout n € N, A, le coefficient dominant de L,. Les polynoémes (L;,)nen sont appelés

polyndmes de Legendre.
8. (a) Montrer que Vn € N, L, (—=X) = (—1)"L,(X).
(b) Soit n € N. Déterminer le degré de L,, le coefficient dominant A, de L,, et calculer L,(1). On
pourra appliquer la formule de Leibniz pour calculer Ly, (1). On doit trouver L,(1) = 1.
9. (a) Soit n € N et P € R[X]. Montrer que (U,,P™) = (=1)"(L,,P). On pourra montrer par
récurrence que Vk € [0,n], (U, ,P™) = (~D)F@®) , pn=Fk)),
(b) En déduire que la famille (L, ),en est un systéme orthogonal de R [X].
(c) Soit n € N et P € R[X] un polynome de degré n et de coefficient dominant c¢. Montrer que

C
(Lnypn) = )\7 ||LTLH2
n

et L, = U™,

n

U, =

(d) Soit n € N. Calculer de deux maniéres (L), , L,). En déduire une expression de || L, || en fonction
de n.

10. (a) Verifier que Vn € N, (X? — 1)U}, = 2nXU,,. En déduire que
vn €N, (X2 - 1)L,/ +2XL), —n(n+1)L, = 0.
On pourra dérwer n+ 1 fois la relation donnée, a 'aide de la formule de Leibniz.
(b) Verifier que Vn € N*, U}, .| = XU, et U}/, = (2n + 1)U, + U,_1. En déduire que
VneN* (n+1)Lyp41 — (2n+1)XL, +nL,—; =0.

On pourra dériver n fois la premiére relation et n — 1 fois la seconde, a laide de la formule de

Leibnaz.
11. Expliciter les polynoémes Lg, L1, Lo et Ls.



E Entrelacement des zéros des polynémes de Legendre

12. Soit n € N.
(a) Montrer que

n

Vr,y €R, (x —y) ) (2k+ 1)L(2)Li(y) = (n+ 1) (Ln+1(2) Ln(y) — Ln(2) Lnta1(y)) -
k=0

(b) En déduire que

Vo €R, Y (2k+1)Lp(2)* = (n+ 1) (Lhyr (@) Ln(2) — Ly (2) Lnya(2)) -
k=0

(¢) On pose F,, = . Ecrire F,, comme une combinaison linéaire d’éléments simples de premiére
n+1
espéce et montrer que tous les résidus sont strictement positifs.

(d) En déduire les inégalités

Tnt1,1 < Tpl <Tp412 <Tp2 < < Tptin < Tnn < Tntlntl-



