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Probléme 1

1. On a
Agn ={(a,b) € Qn |d|aet d]|b}.
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Les multiples de d compris entre 1 et N sont exactement les kd tels que 1 < kd < N, i.e.
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Comme k est un entier, cela revient a 1 < k < {dJ 1l y en a donc {dJ Ainsi
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Comme Py est la probabilité uniforme sur Qy et que |Qx| = N?, on obtient

Py(Ay ) = 15
) N2 °

2. Deux entiers a et b sont premiers entre eux si et seulement si aucun nombre premier ne les divise tous
les deux. Ainsi
(a,b) € Cy si et seulement si pour tout p € &, (a,b) ¢ A, N.

Donc

Cn= () A5 n-
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3. Soit F' un ensemble fini de nombres premiers. Par la formule du crible,

Py | (N Agn | = D DMy | () Apy
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Si H = (), alors m Ap N = Qpn et on adopte la convention
peEH

Hp = 1.
ped

Si H # (), les éléments de H sont des nombres premiers deux a deux distincts. Ainsi

ﬂ APaN = AHPEHva'
peH

En effet, un entier est divisible par tous les p € H si et seulement s’il est divisible par leur produit.
D’aprés la premiére question et dans tous les cas,
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On en déduit

P
Pu | () Apw :Z(_1)IH\H;767HP_

N2
pel HCF

4. (a) On démontre 'identité par récurrence sur |I|.
Si I = (), alors les deux membres valent 1.

Supposons l'identité vraie pour toute partie de cardinal donné. Soit I un ensemble fini non
vide et soit ig € I. On pose I’ = I \ {ip}. En appliquant 'hypothése de récurrence a I’, on

obtient
H(l—i—xz) (1 +24) ZHa:j

iel JCI' jeJ

Donc
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Le premier terme correspond aux parties de I ne contenant pas g, et le second aux parties

de I contenant 7. Ainsi
H(l + $1 = Z H Zj.

iel Jcljed

(b) D’apreés la question précédente, pour F' fixé,
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Comme F est fini, H p est fini pour tout H C F. Donc pour tout H C F,
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Ainsi
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Or, en appliquant le résultat précédent a la famille des x), = —— pour p € F', on obfient
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5. Ona Cy = ﬂ Agn C ﬂ A n- Par croissance de P,

peP p<M
peES

Py(Cn) <Py | [) ASn

p<M
peES

6. On pose By,n = ﬂ Apr. On vient de montrer que Cy C By n. Donc
p<M

peES
Pn(Cn) = Pn(Bu,n) — Pn(Bun \ COn).

Etudions maintenant By \ Cn. Soit (a,b) € Byn \ Cn.

e Comme a Ab# 1, il existe d > 1 un diviseur commun & a et b, autrement dit (a,b) € Ag n.

e De plus, puisque (a,b) € By, aucun nombre premier inférieur ou égal & M ne divise simultané-
ment a et b. En particulier, tout diviseur commun de a et b est strictement supérieur a M.

Donc (a,b) € U Ag n. Finalement
d>M
d<N

BM,N\CN C U Ad,N—

d>M
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Par I'inégalité de Boole,

Pn(Byn \Cn) < Z Py (AgN).

d>M
d<N

Ainsi

Pnv(CNn) =2 Py | [ Agn | — D Pr(Aan).

p<M d>M
pEP d<N

. D’apres les deux questions précédentes,

0< Py | () 4Asn | = Pn(Cn) <D Pr(Agn).
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Or, pour tout d > 1, Pn(Agn) =
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8. On pose

1
p<M p
peES

Si M n’est pas premier, alors up; = ups—1. Si M est premier, alors upys = up/—1 <1 BYE

1
>. Dans tous

les cas,
0<uym <up—1.

La suite (ups) est donc décroissante et minorée par 0. Elle converge. On note ¢ sa limite.

9. Pour tout M > 1, on pose By y = ﬂ Ay n- D’aprés la question 4 appliquée a F' = {pe Z|p< M},
p<M
peEX
on a
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De plus, d’apreés la question 7,

Soit € > 0. Comme

1
— —0 et uy — 4,
d2 M —+oc0o M —+oo
d>M
on peut choisir M > 1 tel que
1 < € < 5
Zﬁ\g et |U]\/[—|\§.
d>M

Pour ce M fixé, il existe Ny € N* tel que, pour tout N > Ny,
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|PN(Bum,N) — uml| < 3

Alors, pour tout N > Ny,

|Pn(Cn) — ¢ < |PN(Cn) — PN(Bu,n)| + |Pn(Buv,n) — un| + |un — £
Le.

Donc
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10. (a) Soit M > 1 et soit p < M un nombre premier. Comme p > 2, on a 0 < — < 1. La série Z 5
p

k>0
est donc une série géomeétrique de raison —, convergente, de somme
p
+
2% — 1 _ 1°
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11.

(b)

Soient p1, ..., p, les nombres premiers inférieurs ou égaux a M. Si r = 0, alors M = 1, le produit
vide vaut 1 et Ej; = {1}, donc le résultat est immédiat.

On suppose désormais r > 1. Les séries géométriques précédentes sont a termes positifs et
convergent. Par produit fini de familles sommables positives, on a

1
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On considére 'application p: N — N7 . Par unicité de la décomposition en fac-

(ki,... kr) — plfl el
teurs premiers, ¢ est une bijection de N” sur Ej;. En réindexant la famille sommable positive
précédente par cette bijection, on obtient

1
neby
OnafFEy=10 et, pour M > 1, Fpy = EM\E]\/I—l-
e Les ensembles Fj; sont deux & deux disjoints.
e Soit n € N*. Sin =1, alors n € Eq, donc n € Fy. Si n > 2, 'ensemble des facteurs premiers

de n est fini et non vide. On note M son plus grand élément. Alors tous les facteurs premiers
de n sont inférieurs ou égaux a M, donc n € Eyy, mais n ¢ Ep—q. Ainsi n € F)y.

Donc les ensembles F); recouvrent N* et sont deux & deux disjoints. Ils forment un recouvrement
disjoint de N*.
1
La famille <2> est sommable car la série Z 1/n? converge. D’aprés le théoréme de som-
neN*

n=>1
mation par paquets appliqué a la partition (Fas)a>1 de N*) on a
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Or Fpy = Eyf \ Epy—1 et Epyp—1 C Epy. Comme les sommes portent sur des termes positifs,
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12. D’aprés la question 10, Sy = Z — - Ainsi, pour tout K > 1,
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14.

ou l'on pose Sy = 0. Cette somme est télescopique et vaut Sk . D’aprés la question précédente, la série
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de terme général Sy — Spr—1 converge et sa somme est g — . Par conséquent, la suite de ses sommes

n2
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partielles converge vers cette somme, c’est-a-dire
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D’apres la question 10(a), pour tout nombre premier p,

Ainsi, pour tout M > 1,

Donc

Par définition de /,

D’aprés la question précédente,

Par opérations sur les limites, ¢ =

obtient
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Sy ———— —_ = —.
M e Zn2 6
n=1
L 0 C déja tré Py(Cy) —— ¢
—— = — . Comme on a déja montré que 0
oy mime on ja montré que Pn(Cy o b n
. 6
lim Pn(Cn) = —.
N—+o0 ™




