MPSI Paul Valéry Corrigé

DEVOIR MAISON N° 26

Probléme 1

e Tout d’abord, (-,-) est bien défini, car pour tous P,Q € R[X], t — P(t)Q(t)w(t) est continue sur

1.

[a,b] en tant que produit d’applications continues.

e Soit P,QQ € R[X]. On a

b b
(P,Q)Z/ P(t)Q(t)w(t)dtZ/ Q)P(t)w(t)dt = (Q, P).

Donc (-,-) est symétrique.
Soit P,@Q, R € R[X] et A\, n € R. Par linéarité de I'intégrale, on a :

b b
(AP +uQ . R) = / (AP(t) + uQ(t)) R(t)w(t) dt = / (AP()R(tyw(t) + pQ() R(t)w(®)) dt

b b
- )\/ P(t)R(H)w(t) dt+u/ Q)R(t)w(t)dt = NP, R) + u(Q, R).

Donc (-, -) est linéaire par rapport a la premiére variable. De plus, comme il est symétrique, (-, -)
est bilinéaire.

Soit P € R[X]. On a
b
(P,P) :/ P(t)%w(t) dt.

Comme w est a valeurs strictement positives, on a Vt € [a,b], P(t)*w(t) > 0. Comme a < b et
par positivité de l'intégrale, on en déduit (P, P) > 0. Donc (-,-) est positif.

b
Soit P € R[X] tel que (P, P) = 0. On a alors / P(t)?w(t) dt. Comme 'application t — P(t)%w(t)

est continue sur [a, b], positive et d’intégrale naulle, on en déduit qu’elle est nulle sur [a, b]. Ainsi,
Vt € [a,b], P(t)*w(t) = 0, d’oti, comme w est & valeurs strictement positives, Vt € [a,b], P(t) = 0.
Comme l'intervalle [a, b] contient une infinité de valeurs, on en déduit que P est le polynéme nul.
Donc (-,-) est défini.

’ (+,-) est un produit scalaire sur R [X]. ‘

Soit (P)ken un systéme orthogonal et n € N. Alors, Vk € [0,n], deg P, = k < n. Donc la famille
(Pr)o<k<n est une famille échelonnée en degré de R, [X], c’est donc une famille libre. De plus,
cette famille posséde n 4+ 1 = dimR,, [X] vecteurs, c’est donc une base de R,, [X]. Donc

’ (Py)o<k<n est une base orthogonale de R,, [X] ‘

Soit n € Net @ € R,,_1 [X]. D’aprés la question précédente, (Py)o<k<n—1 st une base de R,,_; [X].
Donc il existe (Ag)o<k<n—1 € R" tel que

n—1
Q=> MPs
k=0



On a alors, par linéarité du produit scalaire,

n—1

(P Q) =Y M(Pn, Pk) =0,

k=0

car Vk € [0,n — 1], (P, , P;) = 0, par définition d'un systéme orthogonal.

¥n €N, VQ R, 1 [X], (P, Q) =0.|

On définit par récurrence la famille (Py)gen suivante, et on montre qu’il s’agit d’un systéme
orthogonal de R [X].

k—1
Xk P,
Vk € N, Pk:Xk—Zq
= B

On remarque que pour tout n € N, la famille (P)o<k<n est la famille orthogonalisée de Gram-
Schmidt de la base canonique (X*)o<p<n. Ainsi, pour tout n € N, la famille (Py)o<p<n est bien
définie et est orthogonale. Donc (Pg)ren est bien définie et orthogonale. Il reste & montrer par
récurrence forte sur k € N que deg P, = k.

Pour k =0, on a Py = X° = 1. Ainsi deg Py = 0.

Soit k € N*. On suppose le résultat vrai pour tout ¢ < k. D’aprés ’hypotheése de récurrence,
pour tout i € [0,k — 1], deg P, = 4. En particulier, Vi € [0,k — 1], deg P, < k — 1. Donc

k—1
Xk, P,
1=0 1

Ainsi, on a vérifié que la famille ’ (Py)ken est un systéme orthogonal de R [X] ‘

Soit (Pg)ren et (Qk)ren deux systémes orthogonaux , et k& € N. D’apres la question 2a, (Q;)o<i<k
est une base orthogonale de R,, [X]. Comme P} € Ry [X], on a

Soit i € [0,k — 1]. Comme deg @Q); =i < k, on a, d’aprés la question 2b, (P, Q;) = 0. Ainsi

(P, Q)
P= "7 = )\ s
e 102 Qr = \eQk

(P, Q) .
Qx|

Soit r1,...,7p les racines de Py, dans l'intervalle |a, b] de multiplicités impaires, notées respective-
ment 21 +1,...,2p, + 1. Soit sq,..., s, les racines de Py, dans U'intervalle ]a, b] de multiplicités
paires, notées respectivement 2v1, ..., 2v,. Par théoréme de factorisation, il existe alors un poly-
nome A € R[X] tel que

avec | A\, =

q P

Pe(X) = AX) JT(X = 5)> [J(X = i)t
Jj=1 i=1



Comme A n’a pas de racines dans |a, b[, il garde un signe constant sur [a, b] (par continuité en a
et b). Il existe alors B € R[X] et et ¢ € {—1,1} tels que A(X) =eB(X) et Vt € [a,b], B(t) > 0.

Ainsi
2

q p 2 p
Pu(X)=eB(X) | [](X —s)" (H(X - ri)‘“) [[x =r).

j=1 i=1 i=1

=Q(x)
Et on a bien V¢t € [a,b], Q(t) > 0.

Il existe p € N, (r;)1<i<p une famille de réels de ]a, b] deux a deux distincts, @ € R [X]
P

et e € {—1,1} tels que Vt € [a,b], Q(t) = 0 et Pp(X) = eQ(X) H(X — 7).
i=1

(b) On a (Py,R) = 5/ Q(t) Zw(t)dt et Vt € [a,b], Q(t)R(t)*w(t) > 0.
Raisonnons par l'absurde et supposons (P, R) = 0.
Alors, par positivité de Vintégrale, Vt € [a,b], Q(t)R(t)*w(t) = 0. Comme V¢ € [a,b], w(t) # 0,
on en déduit Vt € [a,b], Q(t)R(t)*> = 0, d’ott QR* = 0 car Q et R sont des polynomes et [a, ] est
de cardinal infini.
Comme R [X] est intégre, @ = 0 ou R = 0 et donc, dans les deux cas, P, = 0, ce qui est absurde.

(Px,R)#0

(¢) Supposons p < k. Alors deg R = p < k. D’aprés la question 2b, (P, R) = 0, ce qui contredit le
résultat précédent. Donc p = k. Par conséquent, deg @ = 0 et il existe A € R* tel que

(X) = ATJ(x —ra).

Comme les (7;)1<i<p sont deux a deux distincts et dans l'intervalle |a, b],

lles racines de Py sont toutes simples, réelles et dans l'intervalle ]a, b]. ‘

(d) Si (Qk)ken est un autre systéme orthogonal, alors pour tout k € N, Py et Q) sont colinéaires. Ils
ont donc les mémes racines.

’Les points de Gauk ne dépendent pas du systéme orthogonal choisi. ‘

5. Soit n € N*. On a X P, € R,,11 [X]. Comme (Px)o<i<n+1 est une base orthogonale de R, 11 [X], on a

_”i (XPu, P,
P,
~ ||P|?

Remarquons que pour tous A, B,C € R[X],

b b
(AB,C) = / (A(t)B(t)) C(t)w(t)dt = / A(t) (B(t)C(t) w(t)dt = (A, BC).
Soit 7 € [0,n — 2]. Comme deg(XP;) =i+ 1 < n, on a, d’aprés la question 2b,
(XP,,P)=(P,,XP)=0.
(XPy,Pa1) ,  (XPy,Py) _ (XPy,Pay1)

= ——---- ’y _=
|1Paal® 7" !

En posant a,, = 5 5
1Pl [Pl



(a)

’Xpn =apP_1 = +Bnpn +7npn+1-‘

Soit (L;)1<i<n les polynémes interpolateurs de Lagrange associés a la famille (2;)1<j<n. Par défi-
nition, Vi € [1,n], L; € R,—1 [X], et on a :

vz’je[17n]aL’L(x]):6lj:{ 1 811 =]

’ 0 sinon.

Montrons que la famille (¥, )1<j<n est une famille libre du duel R,—1 [X]". Soit (Aj)1<j<n des

scalaires tels que
n
Z Aja; = 0.
j=1

Soit i € [1,n]. On évalue alors cette égalité en L;, ce qui nous donne

> Ajtbay (Li) = 0.
Jj=1

n
D’on Z Ajd;i; = 0 et donc \; = 0. Ainsi la famille (¢ )1<j<n est libre. Enfin, comme R, 1 (X"
j=1
est de dimension n, et que la famille est de cardinal n,

c’est une base ‘

*

La famille (¢2;)1<j<n est une base de R, 1 [X]".

Les réels (75, j)1<j<n sont deux a deux distincts, donc la famille (¢Tn,j)1<j<n est une base de
R,—1 [X]". Comme ¢, € R, [X]",

n
3 (:U’le]')lgjgn ER", o5 = Zﬂn,jwm,j :
j=1

Soit P € Rgy,—1 [X]. On écrit la division euclidienne de P par P, : il existe @ € R[X] et R € R[X]
tel que P = QP, + R et deg R < deg P, = n. De plus, comme deg P < 2n — 1, on en déduit
deg@Q < n—1. On a alors

b b
SO(P):/ Q(t)Pn(t)w(t)dt+/ R(t)w(t)dt = (Q, Pn) + ¢(R).

Or
e Comme @ € R, [X], (Q,P,) =0.
e Comme R € R, [X], (P(R) = Spn(R) = Z/Ln,jwrn,j (R)
i=1

e Enfin, pour tout j € [1,n], ¥, (R) = R(rn;). Et comme 7, ; est une racine de P, on a
P(rnj) = Q(rnj) Pa(rn ;) + R(rnj) = R(ra ).

VP € Ry [X], p(P) = Zﬂn,jp(rn,j)~
j=1




P
(a) < 1 ) est une base orthonormée de R, [X]. Notons By, = (b ;j)1<i j<n+1 la matrice de
1<is<n+1

1Pl

la famille (Xj_1)1<j<n dans cette base orthonormée. On a alors

(Xj_l 713’[—1)

Vi,j e [l,n+1],b;; =
bt b =
L’expression du produit scalaire dans une base orthonormée donne alors, pour tout ¢, 5 € [1,n + 1],

‘ ‘ n+1
(X1, x91) = Zbkz,ibku'-
k=1

On reconnait alors la formule d’un produit matriciel : A, = BZBn. Comme la famille (Xj*1)1<j<n

est une base de R,, [X], la matrice B,, est inversible, et donc ’ A, est inversible ‘ Enfin, on remarque
que

Vi,j € [Lin+1], (X7 X7 = (X2 1) = ¢ipja.

Ainsi, A, = Det(A4,,) .

Soit « € R. Notons M, (z) la matrice

Co Cc1 Cn—1 Cn

C1 C2 Cn Cn+1
Chn—1 Cn Con—2 Con—1

1 T "1 z"

On développe le déterminant Dy, (z) = Det(M,,(z)) par rapport a la derniére ligne. Notons D, ;
le déterminant de la sous-matrice de M, (z) obtenue en supprimant la derniére ligne et la j-éme

colonne. On a alors :
n+1

Dn(x) =Y (=1)""" D, jai 7",
j=1

Comme D,, ; ne dépend pas de x, on en déduit que D,, est une fonction polynomiale de degré au

plus n. De plus, comme Dy, 41 = Ap—1 # 0,

D,, est une fonction polynomiale de degré n ‘

Soit k < n. En reprenant les notations précédentes, on a

ntl n+1
(Dn ) Xk) = (Z(—l)nJrlJern’ijfl ,Xk) _ Z(—l)THlﬂDn,j(X]fl ,Xk)
Jj=1 j=1
n+1 n+1
- Z(—l)n""l""]Dn’j(X]"rk—l ) 1) = Z(_l)n+1+]Dn,jCj+k,1
=1 o

On reconnait une formule de développement du déterminant par rapport a la derniére ligne. Ainsi :

Co C1 e Cn—1 Cn
C1 ()] e Cp, Cn+1
(D, XF) =)+ 1 =0,
Cn—1 Cn ... Copn—2  Copn-—1
Ck  Ck+1 -+ Ckin—1 Ck+n



(a)

car la derniére ligne de ce déterminant est égale a la k + 1-éme.

Vi e[0,n—1], (Dn,X*) =0

Montrons la famille (D,,),en est un systéme orthogonal.
e On a déjaVn e N, deg D,, = n.
e Soit n € N. Par linéarité et d’aprés ce qui précede, VP € R,,_1 [X], (D, , P) = 0. En particu-
lier, pour tout m < n, on a deg D,, = m < n, d’ou (D,,, D,,) = 0. Donc la famille (D,,)nen
est orthogonale.

’La famille (Dy,)nen est un systéme orthogonal. ‘

Soit n € N. On a Uy (X) = U,(—X). Par récurrence, on montre
Vk e N, UM (X) = (-1)FUP (- X).

En particulier, pour k£ = n,

¥n €N, Ly(—X) = (=1)"La(X)|

Soit n € N. Par définition, deg U,, = 2n. Ainsi, deg L,, = degU,, — n =[n]. De plus, le coefficient

1 2n
dominant de U, est Sl Il existe donc V,, € Ray,—1 [X] tel que U, = Sl + V,,. Ainsi comme
n! n!
2n)!
vk €[0,2n], (X2 *) = iX%*k, on obtient
(2n —k)!
n—k)
Ln="“—2— 4+ V™= X"+ V™,
2nn! =V 2n(n!)? ¥
(n) (2n)! . o
Comme degV,," <n—1,|\, = aend Pour calculer L, (1), on applique la formule de Leibniz
al, Ona
U — (X -1)™"(X+1)"
" 2" '
Ainsi N ( )
Ly =UM = 2 ((x - DM ® (X 4+ 1))
k=0 ’

Or, comme 1 est une racine de multiplicité n de (X —1)", ona Vk € [0,n — 1], (X—1)")®)(1) = 0.
Donc, lorsqu’on évalue en 1 I’égalité précédente, il ne reste que le terme pour k£ = n. Enfin, comme
(X = 1)")™) = nl, on obtient

Ln(1) =

xn!><2":.

Soit n € N et P € R[X]. On montre par récurrence que

ALY

vk € [0,n], (Un, PM) = (=1)"UP , PO,
La propriété est vérifiée pour k = 0.

6



Soit k € [0,n — 1]. On suppose que (U, , P™) = (=1)¥(UF  P=F)) On effectue une
intégration par parties.

1
W, P = [ U ar
-1

1
_ [UT(Lk)(t)P(n—(kﬂ))(t)r 1 _/ U+ () P (+1) (3
- -1

Comme k € [0,n—1] et 1 et —1 sont des racines de U, de multiplicité n, UF(1) = 0 =
U%)(~1). Ainsi :
1
(U | p—ky _ _/ D () PO=(D) () qt = — (D) | pln=(k+1)y
-1
Donc, d’aprés Uhypotheése de récurrence, (U, , P™) = (=1)F 1 (uk+D)  pln=(k+1)y

D’aprés la principe de récurrence, la propriété est vérifiée pour tout k € [0, n]. En particulier pour
k=n,

(Un, P™) = (=1)"(Ln, P) |

(b) On sait déja que Vn € N, deg L,, = n. Montrons que la famille (L,,),en est orthogonale.
Pour cela, montrons que pour tout m,n € N tels que m < n, (Ly,, L,) = 0. Soit m,n € N tels
que m < n. D’aprés la question précédente, on a

(LTL ’ Lm) = (_1)n(Un ) ng))

Or, comme deg L,, = m < n, L%‘) = 0. Ainsi, (L, Ly,) = 0.

’La famille (L, )nen est un systéme orthogonal de R [X]. ‘

(¢) Soit n € Net P € R[X] un polynome de degré n et de coefficient dominant c. Comme deg L,, = n,

on a deg (P — )\iLn < n. Et comme le coefficient dominant de L,, est A, le coefficient de degré
n
)\n n

orthogonal, on a (L, , P — iLn) = 0, d’aprés la question 2b. Finalement
n

n de P — iLn est nul. Ainsi deg <P — ;Ln) < n — 1. Et puisque (Ly,)pen est un systéme

C

L,,P
(LuP) ~ -

(Lp,Lyp) =0

C 2
L,,P)=—|Ly,
(Ln, P) = 5~ 1Ll

(d) e D’une part, on a deg(L),,,) = n, et L., a pour coefficient dominant (n 4+ 1)A\,+1. D’apreés
la question précédente, on a
n+ 1)\
(L L) = Dy
n

(2n+2))) . 2" (n!)?
27+l ((n + 1)1)2 (2n)!
= (2n+1) || Ly|*.

= (n+1)x 1l

7



10.

e D’autre part, une intégration par parties donne

1
( ;L+17Ln):/1 ;LJ’,l(t)Ln(t)dt
1

— Lot LI — [ Lusa(OLi(0) d
-1

= Lnt1(1)Ln(1) = Lnt1 (1) Lp(=1) = (Lns1, Ly,)-

Or Ly(1) = Lpy1(1) = 1, Lpya(=1) = (=)™, Ly(=1) = (=1)" et (Lpy1, L)) = 0 car
deg(L!) < deg(Ly+1) et la famille (L) en est un systéme orthogonal. On a donc

(Lyir La) = 1= (—1)"+ =2,

2
Donc | || Ly,|| = 1l
Soit n € N. On a
2nX (X2 —1)nt (X2 —1)"
2 !/ 2 _
(X = DU, = (X =) = X

(X2 - 1)U, = 2nXU, |

En dérivant n + 1 fois cette égalité, on obtient, d’apres la formule de Leibniz,

n+1 1 n+1
Z (nz )(X2 _ 1)(k) [(nt2-k) _ o9, Z ( ) k)UénH*k).

k=0

Comme (X2 —1)®) =0si k> 2et (X)®) =05si k > 1, cela donne (et on vérifie que cette égalité
est encore valable pour n =0et n = 1)

(X2 DU 4 2(n 4+ D) XU + (0 + UM = 20 XU 4 2n(n + 1)UM

(X? - 1)L +2XL, —n(n+1)L, =0|

Soit n € N. On a

(-1 (K

e = 20+ 1)X2n+1(n +1)! 2!

Soit n € N*. D’aprés ce qui précede et comme (X2 — 1)U,,_; = 2nU,, on a :

V1 =Un+ XU, =Up + X?Up-1 =Up + (X? = )Up—1 + Uy
= U, + 20U, + U,

n—i—l (2n+1)U +Un-1|

En dérivant n fois la premiére égalité et (n — 1) fois la seconde, on obtient, d’apres la formule de
Leibniz (de la méme maniére qu’a la question précédente), les deux égalités suivantes.

Lpy1 = XL, + UM™Y,
L= @2n+10)UMY 4L, .



En multipliant la premiére par 2n + 1 et la seconde par n et en faisant la différence, on obtient

((n+1)Lny1 — 20+ )X Ly +nLy 1 =0

11. On a ’ Lo=1 ‘ et ’Ll =X ‘ En utilisant la relation précédente, on obtient

Ly = % (3X%—1)|et | Ly == (5X°-3X)|

[\D\H

12. (a) Soit n € Net x,y € R. D’aprés la question 10b, on a Vk € N*, (2k+1)xLi(z) = (k+1)Liy1(x) +
kLj_1(x). Cette égalité est vérifiée pour k = 0, en posant L_1 = 0. On obtient alors

n

Y)Y (2k+1)Ly(x = ((k+ 1) Ly1(2) + kL1 (2)) Li(y)
k=0 k=0

- Z ((k+ 1) Li41(y) + kLg-1(y)) Li(z)
k=0

= [k +1) (L1 (@) Lily) = L) L1 (y) = k (Li(@) L1 (y) = L1 () Li(y))] -
k=0

On reconnait alors une somme télescopique.

n

(@ =) Y2k + 1) Li(2)Li(y) = (n+ 1) (Lis1 (2) La(y) = La(@) Lot (y)) |
k=0

(b) Soit n € N et z,y € R tels que x # y. D’aprés la question précédente, on a

n
L z)—L L,(x)—L
>k D)) = -4 1) (FH Rty ) B 2RO ),
=0 Y Yy
En faisant tendre y vers x, on obtient le résultat voulu.
n
>k + DIk(@) = (n+1) (Lt (2)Lo(@) = L (@) L (2) |
k=0
n+1 I
(¢) Soit n € N. D’aprés la question 4, on a Ly11 = A\pt1 H(X—T‘n+1’l'). Comme deg =—-1<0,
i1 n+1
F, = —"— admet une décomposition en élément simples de la forme
n+1
o Ln B n+1 a
" Lyt X —rpg1y

Avec (ai)1<icni1 € R™™L Par théoréme de cours, a; = (F(X)(X — rnﬂ,i))'X:TnJrM. Or d’apres
la question précédente, on a I’égalité entre polynodmes suivante, puisque les fonctions polynomiales
associées sont égales sur R, qui est de cardinal infini.
n
Z(% +1)Li = (n+1) (Lyy1 Lo — Ly o)
k=0



On divise cette égalité par Ln+1L;+1 et on isole Fj,.

B =l ! zn:(2k+ 1)L + Ln
" Lpnt (0t DLpnLi g & L,
Soit i € [I,n+1]. On a:
X — Tn+1,i " 2 L,
F,( X)) (X —r i) = ’ 2k + 1)L+ (X —r ).
TL( )( TH‘LZ) (Tl n 1)Ln+1L'/n+1 kzo( ) k L/n+1( TH-LZ)
~ | S S ——
=G1(X) =G2(X) =G3(X)

e Tout d’abord, G2 est un polynéme, et on a clairement Ga(rp41,) > 0.
e Ensuite, 1,41, est une racine simple de L, 1, donc n’est pas racine de L, +1- On en déduit
que ry41,; est racine de G3 : G3(rp41,4) = 0.

n+1 | n+1
e Enfin, ona L], (X) = )‘"Z H(X —ror1y) | Done

k=1 \ j=1
J#k
n+1

L X
L;H—l(rn—l—l,z') — )\n H(’I”n_;'_LZ' — Tn—i—l,j) = (}(TLH()> )
Jj=1 — Tn+1, IX=rni1
J#i
1

Ainsi, Gi(rp41,) = 5 > 0. Finalement

(n+1) (L1 (rnt1,))

a; = (Fn(X)<X — rn+17i))‘X=Tn+Li > 0
n+1 a
OnaFn:Zm, avec Vi € [1,7’1"_1],0@‘ > 0.
=1 ’

(d) Soit i € [1,n + 1]. En reprenant la factorisation de L,41, on a

@ = <Ln(X)(X - Tn+17i) _ Ln(rn-&-lﬂ)
= —
Lypy1(X) X1 st
= An+1 H(Tn+1,i — Tnt1,j)
j=1
J#i

Or
e a; >0, A\py1 > 0.
e Pour tout j € [1,n+ 1], (rnt1,s — nt1,5) est strictement positif ssi j < 1.
n+1
Donc H(%H,i — pt1) est du signe de (—1)"" L
j=1
J#i
On en déduit que pour tout i € [1,n + 1], Ly(rns1,) est non nul et du signe de (—1)" """, Par
conséquent, pour tout i € [1,n], L, change de signe sur Uintervalle [rp414,7n+1,i+1]- D’aprés le
théoréme des valeurs intermédiaires, L,, admet donc au moins une racine dans chacun de ces
intervalles. Comme L,, admet exactement n racines, il admet exactement une racine dans chacun

de ces intervalles. On en déduit le résultat.

Tnt1,1 < Tpl < Tp412 <Tp2 < < Tntin < Tnn < Tntlntl |
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