MPSI Paul Valéry 10/09/25
DEVOIR MAISON N°1

Probléme 1

Pour tout nombre entier n > 2, on définit sur |0, +oo| la fonction f,, par

1 1
pour tout = €]0, +oo[, fn(z) = W

On note %, la courbe représentative de f, dans un repére orthonormé.

Etude de fonctions

1. Etudions les fonctions f,.
(a) Pour tout z > 0, exprimer f/ (z) sous la forme d’un quotient dont le numérateur est n—2—2n1Inx.

(b) Résoudre I'équation f (z) = 0 et étudier le signe de f} (z).

InX

(c) Déterminer les limites de f, en 0 et +00. On pourra utiliser que lim =0.

X—to00 X
(d) Dresser le tableau de variations de f,, et calculer (en fonction de n) sa valeur maximale.

2. Tracé de quelques courbes.

(a) Donner une allure des courbes €, et %3.
(b) Pour n > 0, calculer f,11 — fn.
(c) Comment peut-on déduire de %5 et €5 lallure de la courbe €, 7

Un bol d’aires

1+1
3. Calculer la dérivée de g définie sur |0, +oo[ par g(x) = T
x
°1 2
4. En déduire que / n—; dr=1--.
1 X €

5. Déduire de ce qui précede l'aire (en unités d’aire) du domaine du plan compris entre les courbes %, et
Gnr1 et les droites z =1 et x = e.

6. On appelle A, l'aire du domaine délimité par la courbe %,, ’axe des abscisses et les droites x = 1 et
T =e.
(a) Calculer A,.
(b)
(c)

Déterminer la nature de la suite (A,) et interpréter géométriquement sa raison.

Exprimer A, en fonction de n.

Etude de ’équation f,(z) =1
Pour toute la fin du probléme, on suppose n > 3.
7. (a) Montrer que pour tout n > 3, e > 1 et fn (e%) > 1.

(b) En déduire que 'équation f,(z) = 1 n’a pas de solution sur 'intervalle }1, e {

1



Int
=
(a) Etudier les variations de h.

8. Pour ¢t > 1, on pose h(t) =

1
(b) En déduire que pour tout t > 1, h(t) < — puis que pour tout n > 3, fu(n) < 1.
e

n—2
9. Montrer que l'équation f,(z) =1 a exactement une solution sur lintervalle }eW, n { On la note a,.

10. Combien I'équation f,(z) =1 a-t-elle de solutions sur |0, +oo[?

11. (a) Calculer f,(y/n) et montrer que pour tout n > €2, f,(v/n) > 1.
(b) En déduire que pour tout n > 8, on a v/n < a,, < n. (on pourra utiliser que In(2) > 2/3)
(¢) Donner la limite de la suite a,.
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DEVOIR MAISON N°1

Corrigé

Probléme 1

Pour tout z €]0, +00], fn(z)

Etude de fonctions

1. (a) f, est dérivable sur ]0,+oco[ comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne

s’annule pas et

Pour tout = €]0, +oo[, f1(z) =

nr —2x(l+nlnx)

1+ nln(z)
x? '

n—2-—2nlnz

x? a3
) 2—2nl 2
w:()@n—Z—?nlnx:O@lnx: D72 or =5
x n
Ainsi | f(x) > 0 pour x < e et fr(x) <0 pour x> e
liml+nlhz=—o0
(c) En0: +0 1 donc par produit, | lim f,(z) = —oo|.
lim — = +0o0 z—0
z—0 T
1 In(z?
En +oo: fu(z) = — g ng ) Astuce classique : lnz = iln(xQ) 2
In X |
Or lim —2 — par croissances comparées. Donc  lim - 320 ) = 0 (par composition).
X —+o0 T—+oo T
: 1 X
De plus 122100 3= 0. Donc xll}l}_loo fu(x)=0]|
(d) En notant désormais a = ean,
x 0 a —+00
fu(@) + 0 -
fn(a)
—00 0
Le maximum de f, est atteint en a et vaut | f,(a) = 7:_2
2e n

2. Tracé de quelques courbes.



©:
N %,

1
(b) Pour tousn > 0et z >0, frp1(x) — fu(z) = L;U
T

(c) Cet écart ne dépend pas de n. Donc pour tracer %, il suffit de reporter a partir de 43 l'écart
observé pour chaque abscisse entre %, et 63.

Un bol d’aires

1—(1+1 |
3. g est dérivable et pour tout = > 0, ¢'(z) = w:_ni;v.
x x

1 -2
/de— ()] =|— +1]|.
e

5. Sur [1,¢€], fatr1(x) — fn(z) = 0 donc €,+1 est au-dessus de ,,. L’aire en question est alors donnée par

/(an() fula dx—/mdx—l—z.

4. Donc

e

6. (a) A2_/1 (1+21n:c> /dx—|—2/ L [—i]j+2<1—i>_ :3—2.

(b) Apy1— Ay —/ (fot1(z) — fo(z))dz=1—— donc (A,,) est une suite arithmétique de raison
1 (&

2 . . . .

1 — —. Cette raison correspond & l'aire calculée a la question 5, comprise entre les courbes %, et
e

Gn+1-

2 €1 1
(c¢) Alors pour tout n >0, A, = Ag+n (1 - ) Or Ayp = / — dr =1— - (déja calculé).
e LT e

1+2
Donc|A, =1+n— + n'

Etude de ’équation f,(z) = 1

-2 n—
7. (a) Pour tout n > 3, n? > 0 donc |e= > 1| De plus, fn (eTnz) = fu(a) = %
n 2¢ n
6
e On a toujours e = f <e Donc f,(a) > % .Pourn26,6<3doncf(a)>2X3:1.
e
5
° Pourn:5,e<3donce3<27<32:25.Donceg/5<2.DoncL>7>1.
2e3/5 7 2% 2



4 4
e Pour n =4, e < 4 donc /e < 2. Donc ——

212~ 2x2 -
27 3 3
.Pourn:37e<3<§dOHC61/3<§.D7Oﬂ 267:/3>2X3/2:1

On a donc montré que dans tous les cas pour n > 3, | fu(a) > 1|

n—2
(b) f est strictement monotone sur l'intervalle ]1,6W[ et ne prend que des valeurs strictement

supérieures & 1 d’aprées ce qui précéde.

Donc ’équation f,,(z) = 1 n’a|pas de solution sur ]1, ' { )

1—1Int
8. (a) h est dérivable sur |1, +oo[ et pour t > 1, h'(t) = t2n . L’étude du signe de h/(t) donne les
variations suivantes.
t 1 e 400
' (t) + 0 —

0 0
. 1
(b) D’apreés les variations précédentes, |h(t) < —|.
e
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Par ailleurs, f,(n) = toenin _ L o Oor S < set 2 < =< 2 Donc’n >3, fu(n) < 1‘.
n? n?  n n? 4 n e 2

9. Sur l'intervalle }e%,n[, fn est strictement décroissante de fy(a) > 1 a fu(n) < 1. Donc d’aprés le

théoréme de la bijection, il existe dans cet intervalle ’un unique o, tel que f,(ay) =1 ‘

10. D’apres les variations étudiées précédemment, f,, réalise une bijection de [0, a] dans | — oo, f(a)] et de
[a, +oo[ dans |0, f(a)[, avec f(a) > 1. D’aprés le théoréme de la bijection appliqué sur chacun de ces
intervalles,

léquation fy,(z) = 1 admet 2 solutions sur |0, 00| ‘

(@) fulv = 2L,

n
1

Pour tout n > €2, v/n > e donc f,,(v/n) = — + 1L,doit | fo(v/n) > 1|.
n

(b) Donc pour tout n > 8, on a f,(v/n) > fo(an) > fu(n) avec f, strictement décroissante sur cet

intervalle, donc |v/n < a, < n|.

(¢) ay > v/n donc par comparaison, | lim «, = +oo|.
n—-+o0o




MPSI Paul Valéry 17/09/25
DEVOIR MAISON N° 2

Probléme 1

Les différentes questions de cet exercice sont indépendantes les unes des autres.

1. Déterminer les solutions réelles de I’équation : cos(3z) — cosz = sin x sin(4x).

2. Résoudre dans [0, 27| 'équation cos(4z) = [sin(z)].

3. (a) Déterminer les valeurs de cos (%) et sin (%)

(b) En déduire les solutions réelles de I’équation : (\/6 + \/5) cosx + (\/6 - \/5) sinz = 2.
1
4. (a) Démontrer que pour tout = € R, cos*z +sintz =1 — B sin?(2z).

(b) En déduire la valeur de S(z) = cos® z 4 cos? (.Z‘ + %) + cos® (m + g) + cos® (a: — E).

4
Probléme 2

Les différentes questions de cet exercice sont indépendantes les unes des autres.
Soit x,y € R.
1. Des parties entiéres.
(a) Montrer que pour tout n € Z, |z +n| = |x] + n.
(b) Montrer que |z + |y] < [z + y]. Quelles sont les valeurs possibles de |z +y| — ([z] + |y])?
(c) Montrer que [z] + [y] + [z +y] < [2z] + [2y].
2. Des valeurs absolues.
(a) Montrer que |z| + |y| < |z +y| + |z — |-
(b) Montrer que 1+ |zy — 1| < (1+ |z —1))(1 + |y — 1]).
|al

. Montrer que u(z + v) < u(x) + u(y).
T+ Jal que u(z +y) < u(z) +u(y)

(c) Pour tout a € R, on note u(a) =



MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR MAISON N° 2

Probléme 1

1. Soit z € R. On a
cos(3z) — cosx = sinx sin(4zx) <& —2sin(2x) sinz = sin x sin(4x)
< 2sinx sin(2z) (cos(2z) +1) =0
< sinz =0 ou sin(2z) = 0 ou cos(2x) = —1
< x=0r]ou2zr=0r| ou2zx=m 27

@xEO[W]ouxEO[g]oumEg[ﬁ]

@xEO%]

En effet, si z =0 [r] ou x = — [n], alors en particulier, z =0 [g]

pol

L’ensemble des solutions de ’équation est {k:g | ke Z} .

2. Soit x € [0, 27[. sin(x) € [-1,1] donc [sin(z)]| € {-1,0,1}.
1er cas : |[sin(x)| = 1. Alors z = g Dans ce cas, cos(4z) = 1, donc on a une solution de ’équation.

2¢ cas : |[sin(x)] =0. Alors z € [0, 7] \ {g} On résout

cos(4x) = 04z =

*[
{ | ke {1,3,5,7,9,11,13, 15}}

3r 5 7
Parmi ces valeurs, seules %, g, g et g sont dans [0, 7] \ {g}

3¢ cas : |[sin(x)] = —1. Alors z € |m, 27].
. m 3m bw Tm
On résout cos(dz) = -1 < x € {4, TRE 4}

) 7
Parmi ces valeurs, seules Zﬂ et ZF sont dans |7, 27].

Final ‘1 luti ¢ 7w 3m b Tm bw Tmw
inalemen ion n Ty ¢ |
alement les solutions so '"8°' 8’841

8" 8
3. (a) En utilisant que 112 g— %,
cos <17T2) = cos (%) cos (%) + sin (g) sin (%) sin (%) = sin (g) cos <%) — cos (%) sin (%)
_1v2_VBVa VBV 10
22 2 2 2 2 22
(i) = 42 in (35) - 52




(b) Soit x € R. Alors

(\@—F\/ﬁ)cosx—i—(\fﬁ—ﬁ)sinx—Q@Mcosx_i_\/a;\@ .

4

= con (g3 ) cosarsin (3
7 in (L
COS 12 COS T S 12

oz 5) =
COS | T 12 =

12

(\/64-\@)005:16—}—(\f—\@)sinx:2@x:5—ﬂ [27] our=—=

4

Slnxzi
)sina = 5
sSIxr — —
2

s v
—=—=-12
=3 27
[27] |

4. (a) Soit z € R. Alors
cos? z 4 sintz = (1 — sin?

=1—2sin®z(1 —sin’z) = 1 — 2sin? zcos’ z

1
cos*z +sintr=1-— 3 sin?(2z) |

(b) Soit z € R. Comme cos <x + g) = —sinz, on a

x)Q +sintz = (1 — 2sin? z + sin* :c) +sintz

S(x) = cos* z + cos? (x + f) + cos? (x + g) + cos* (x - %)

4
= cosz + (— sin (x — %))4 + (—sin(x))* + cos* <

= cos* z + sin* z + cos? (:1: — %) + sin? (:1: - %)

_ <1 _ ;sinQ(Qx)> + <1 - %SiHQ (2 (x - D))

1 1
=2 3 sin?(2z) — B sin’ (Zx - g)

1 1 1
=2- 581112(2%') —5 cos?(2z) =2 — B
3
S(x)==|
@)=1

Probléme 2

Soit z,y € R

1. Des parties entieres.

(a) Ona |z] <z < |z|+ 1. En ajoutant n aux trois membres on obtient
lz] +n<zx+n<|z|+n+1

et |x| +n € Z. Par unicité dans la définition de |z + n],

Hx—i—nj = L:):j—i—n‘

8

€r — —

1)



(b) Posons m = |x] et n = |y]. Alors
lz] <z <|z]+1, |yl <y<lyl+1L

En sommant, [z| + |y] <z 4y < |z| + |y] + 2,80t 0 < [z +y] — (|| + |y]) < 2.
Comme |z +y| — (|z] + |y]) €Z, on a

e +y) - (l=] + ly) € {0, 13}

(c) Ecrivons z =m+s,y=n-+tavecm = |z|, n = |y| et s,t € [0, 1[. D’aprés la premiére question,
on a
lz|+ |yl +lz+y]l=m4+n+|m+n+s+t] =2m+2n+ [s+t],
puis
|12z] + [2y] = |[2m + 25| + [2n+ 2t] = 2m + 2n + [2s] + | 2t].

Il reste donc a vérifier, pour s,t € [0, 1], que
|s+1t] < [2s]+ |2t].

On distingue les cas :
e sis<iett<i, alors|2s] =2 Oet s+t<1,donc |s+t] =0;
alors |2s] + [2t] =1 et [s+t] € {0,1};

> 1
Z 2
1donc [2s] + |2t] =2et 1 < [s+¢t] < 1.
‘ol

t] =
— sl un des deux (exactement un) est
— sis>1ett> 1 alors |2s] = |2t]

], d

Dans tous les cas |s +t| < |2s] + |2t

o)+ ly) + 2 +y) < [20] + [20] ]

2. Des valeurs absolues.
(a) On a l'identité
2e=(z+vy)+ (x —y).

Par l'inégalité triangulaire,
20| = [22] = |(z +y) + ( —y)| < [z +y| + |z =yl
De méme 2|y| < |z + y| + |z — y|. En sommant ces deux inégalités et en divisant par 2 on obtient

2| + |y < |z +y| + |z —y|

o] + 1yl < |2+ yl + |z — o]}

(b) Développons
zy—l=(x-Dy—-1)+@-1)+(y—1).
Par I'inégalité triangulaire,
jzy = 1 < |z = Uy — L+ |z — 1+ |y — 1].

En ajoutant 1 des deux cotés :

Itley -1 <T+le—1+ly -1+ -1y -1 =0+ ]z - 1)1 +[y - 1]).

[T fey— 1<+ ]z 1) +]y 1)) |

9



(c) Par I'inégalité triangulaire on a 1 + |z +y| < 1+ |z| + |y|, d’on

1-1 1 1
1+ |z +yl 1+ |z + vy 1+ |z| + |yl
Puis u(e+g) < LT sl bl
L+ [z] + |yl 1|+’|x!+|y\ L+ |z[ + |yl
X

Comme 1+ |z| < 1+ |z| + |y|,

> car |x| = 0.
1+ |z| = 1+|z| + |y 2

De méme vl > vl .
L+lyl = 1+ x| + |y "
Yy

T+ ]z 14yl

Finalement, u(x + y) < soit

| u(e +y) < u(@) +uly) |

10
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DEVOIR MAISON N° 3

Probléme 1

On pose s(1) =1, s(2) =3 +5, s(3) =7+ 9 + 11, et ainsi de suite, si bien que pour n > 2, s(n) désigne
la somme des n nombres impairs suivant ceux qui apparaissent dans s(n — 1).

1. Calculer s(i) pour i € [1,4] et émettre une conjecture sur la valeur de s(n) pour tout n € N*.

2. Pour tout k € N*, on note I(k) le k-iéme entier naturel impair.

(a) Donner la valeur de I(k) en fonction de k.

N
(b) Pour tout N € N*, on appelle A(N) = Zl(k‘) Calculer A(N).
k=1

n

(c) Pour tout n € N*, on note B(n) = Z s(i). Calculer B(n).
i=1
(d) En déduire une expression simple de s(n) pour tout n € N*.

n
3. Déduire des résultats précédents une expression factorisée de g i3 en fonction de n.

i=1
Probléme 2
1 1
Soit p,ge Rtelsquep>1,g>1et —4+—=1.
p
Soit n € N* et soit ay,as,...,a, et by, b, ..., b, des réels positifs. Le but du probléme est de montrer que

1 1
S aby < (Zaz,;)” (Zbg>q.
k=1 k=1 k=1

1. Si les nombres ay, sont tous nuls ou si les by sont tous nuls, justifier I'inégalité recherchée.

On suppose dans la suite que les ay ne sont pas tous nuls et que les by ne sont pas tous nuls. On pose
n n
alors A = Zai et B = sz.
k=1 k=1

a?  zf
2. Pour a,b € Ry, on définit f 12z — ax — — — —.
p q

(a) Etudier f jusqu’a obtenir un tableau de variations complet.
al bl

(b) En déduire que ab < — + —.
p q

3. Cas particulier : on suppose (dans cette question seulement) que A = B = 1. Montrer alors que

n
Z apbr < 1.
k=1

4. Cas général (sans hypothese particuliere sur A et B).

b n n
(a) On définit pour tout k : ug = % et v = ?%' Calculer Zuﬁ et ZUZ.
k=1 k=1

(b) Conclure en établissant ’inégalité voulue.

11



MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR MAISON N° 3

On pose s(1) =1, s(2) =3+5, s(3) =7+ 9+ 11, et ainsi de suite, si bien que pour n > 2, s(n) désigne
la somme des n nombres impairs suivant ceux qui apparaissent dans s(n — 1).
L s(1) =1} [s(2) =8 [s(3) =

ture donc que pour tout n € N*, |s(n) =n

s(4) =64 ‘ On reconnait les valeurs des premiers cubes et on conjec-

3

2. (a) Pour tout k € N*, le k-iéme entier naturel impair vaut ’I(l{:) =2k—1 ‘

(Si on le souhaite, cela se démontre par récurrence car I(1) =1 =2x1—1et si I(k) =2k —1
pour un k € N, alors Ik+1)=Ik)+2=2k+1=2(k+1)—1.)

(b) YN € N*, A ZI ZQk—l_Z(Zk>—N_N(N+1)—N_.
k=1

(c) Par définition, les s( ), examinés dans l'ordre, font intervenir tous les nombres impairs succes-
n

sifs. Ainsi B(n) = Zs(z) est la somme des N premiers nombres impairs, ou N est le nombre
i=1
de termes de cette somme, & déterminer. Chaque s(i) étant la somme de ¢ nombres impairs,

- n(n
Nzg 1=
i=1

2
Finalement, B(n (n nt1) ) (n(n;—l))

(d) Ainsi, pour tout n € N*, s(n) = B(n) — B(n — 1) (en posant B(0) = 0).

1) —n)\>  4n?
Donc s(n) = ( nt > ( n n)) = aprés développement et simplification.

3

Finalement, | s(n) =n

3. Pour tout n € N* iz{)’ = is(z) = B(n) = <n(n+1)>2
' 4 - N - 92
=1 i=1
Probléme 1

1 1
Soit p,ge Rtelsquep>1,g>1let —4+ - =1.
p q
Soit n € N* et soit a1, as,...,a, et by, bo, ..., b, des réels positifs. Le but du probléme est de montrer que

1 1
() (59)
k=1 k=1 k=1

1. Si les nombres ay sont tous nuls ou si les by sont tous nuls, alors d’une part aibr = 0 pour tout k, donc
n n

Z apbr, = 0. D’autre part, soit Z aj = 0, soit Z by = 0. Dans les deux cas le produit de ces sommes

est nul. D’ou I'inégalité recherchée (qui est méme alors une égalité).

12



On suppose dans la suite que les ap ne sont pas tous nuls et que les by ne sont pas tous nuls. On pose
n

n
_ P _ q
alors A = Zak et B = Zbk'
k=1 k=1
aP x4

2. Pour a,b € Ry, on définit f:x — ax — — — —.
p q
(a) La fonction puissance x +— 27 est définie et dérivable sur R, donc par multiplication par une
constante et somme, f est également définie et dérivable sur R’ .
-1
gt

-1

Pour tout z € RY, f'(z) =a — =a— 21

1
Ona f'(z) =0« 291 =a© z =as7 (a étant bien positif).
1
Et f/(z) >0 &z <ad 1.

1 , 1
Ainsi | f est croissante sur |0,as1] et décroissante sur [ae—1, +oo[|

_1
(b) L’é¢tude de f montre que Vo € RY, f(x) < f(as-1).

1 1 1 _
Pour le calcul de f(as1), remarquons que — + — =1 donne - =1— - = soit p = 4
. p P q qg—1
1 1 p q—1 1 1
Ainsi f(aqfl):qufl e e <1__> —0.
p q P g

Finalement, Vo € R, f(z) <O0.

aP b
En particulier, f(b) < 0, soit _.
p q

3. Cas particulier : on suppose (dans cette question seulement) que A = B = 1.
p q

Pour tout k, on a apb, < =& k4 2k On somme :
p q

A B 1 1
Z arbr < —|— E ]; + 5 = 1 d’aprés ’hypothése de cette question.

On a bien Zakbk <1

4. Cas géneéral (sans hypothese particuliere sur A et B).

, . . . aj i bk
(a) On définit pour tout k : ug = T et v = B
Dk = iy D ket X vk = 7 Dbkl
k=1 k=1 k=1 k=1

(b) D’apres la question 2b, on a pour tout k (uk et vy étant positifs) :
u?

upvp < —% —i— . On somme : Zukvk Zuk + - Z vk

q

n

.11
AlnSl mm kzlakbk <

n

Finalement Z arbr, < AYPBY1| ce qui est exactement I'inégalité voulue.
k=1

13



MPSI Paul Valéry 07/10/25
DEVOIR MAISON N° 4

Probléme 1

Soit = € [0,1] et n € N*. L’objet de ce probléme est de majorer ’expression

. k
= ;) T (Z)x'““ — )"t
Premiéres sommes
1. Simplifier Z <Z> (1 — )"k,
k=0
—1
2. (a) Pour tout k € [1,n], montrer que k(Z) = n(Z 1>.
(b) Montrer que Zk(Z) (1 —z)" % = na.
k=0
- n\ k n—k 2 : y
3. Montrer que Zkz(k -1) <k>:r (1 —2)""%=n(n—1)x" (on pourra adapter la technique précédente).

k=0
4. Déduire des résultats précédents que

> <x - ﬁ) <Z>f’“<1 gk = 2= )

n
k=0

La somme qui nous intéresse

On note :
AT ble d tiers k € [0, n] tel k<1
o nsem ntier -——|<—=
ensemble des entiers ] tels que o — Tn
B l'ensemble des entiers k € [0, n] tels que k> !
o nsem ntier n ue |z — —| > ——.
, q v
On appelle alors fa(x) = Z x — kL (1 —z)" % et fp(z) = Z x — kL (1 —z)nk
n| \k k
keA keB
1
5. Montrer que fa(x) < N
1—
6. Montrer que fp(z) < W
7. Effectuer I’étude de la fonction z — x(1 — x) sur [0, 1].
)
8. En dédui < ——=.
n déduire que f(x) i

Probléme 2
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A Un exemple

On souhaite déterminer toutes les fonctions y : R — R dérivables telles que :
Vz eR, 9(z)+2y(z)=2x+4 (E)
1. On cherche tout d’abord les fonctions 3y : R — R dérivables vérifiant :
Ve eR, ¥ (z)+2y(x)=0 (H)

(a) Soit K € R. Vérifier que y : x +— Ke 2" satisfait 1’équation (H).

(b) Réciproquement, soit y solution de (H). On pose f : z — y(x)e**. Montrer que f est constante.
2. On s’intéresse maintenant a (E)

(a) Déterminer a,b € R tels que yp :  — az + b soit solution de (E).

(b) Siy est solution de (E), soit z =y — yo. Montrer que z est solution de (H).

(¢) Réciproquement, vérifier que pour tout K € R, y: z — yo(z) + Ke 2 est solution de (E).

B Généralisation

Soit a et b deux fonctions continues de R dans R. On cherche & trouver les fonctions y : R — R dérivables
vérifiant 1’équation :
Vz eR, y'(z)+a(z)y(z) = b(z) (E1)

On definit 'équation (appelée équation homogéne associée) :
Ve eR, ¥'(z)+alx)ylx)=0 (H1)

3. Soit A une fonction telle que A" = a. Montrer que y est solution de (H1) si et seulement s’il existe

KeRtelquey:z— Ke 4@, (On pourra s’inspirer de la démarche de la question 1b)

—A(z)

4. On cherche une solution de (E1) de la forme yp :  — u(x)e . Montrer que yo ainsi définie est

solution de (E1) si et seulement si u est une primitive de & — b(z)e ™).

5. Etant donnée yo solution de (E1), montrer que y est solution de (E1) si et seulement si y — yo est
solution de (H1).

6. En déduire I'expression des solutions de (E1).

7. Application : trouver toutes les fonctions y : R — R dérivables qui vérifient :

Vz eR, ¢ (z)—2xy(zr)=—(2x—1)"

C Second ordre

Soit a, B, € R. On cherche les fonctions y : R — R deux fois dérivables (i.e. dérivables et telles que leur
dérivée le soit également) vérifiant :

Ve eR, ay’(z)+ By (z) +yy(z) = 0. (E2)
8. Soit r € R. Montrer que x +— €"* vérifie (E2) si et seulement si 7 est solution de
ar’+ Br+vy=0 (EC)

On appelle cette équation (EC) comme équation caractéristique associée a (E2).

15



9. Soit A le discriminant de (EC).

(a) Supposons A > 0 et soit r1, 79 les deux solutions de (EC). Alors y; : x — €"'* et yo : x +— ™"
sont solutions de (E2). Montrer que pour toutes constantes K, L € R, y = Ky; + Ly est aussi
solution de (E2). On admettra que ce sont les seules.

(b) Supposons A = 0 et soit r 'unique solution de (EC). Montrer que z — €' et = — xe"™ sont deux
solutions de (E2).

10. Application :

xT

(a) Donner I’ensemble des fonctions y : R — R deux fois dérivables vérifiant :
Vz e R, 4'(z) -5y (x)+6y(z) =0.

(b) A T’aide des parties précédentes et en justifiant votre démarche, déterminer I’ensemble des fonctions
1y : R — R deux fois dérivables vérifiant :

Ve eR, y'(z) -5y (z) + 6y(x) =62 — 5.
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MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR MAISON N° 4

Probléme 1

Soit = € [0,1] et n € N*. L’objet de ce probléme est de majorer ’expression

=3l A (Dot

k=0

x_i

Premiéres sommes

n
1. D’aprés la formule du binéme de Newton : Z (Z) *1—z)"F=(z+ 1 -2)" :.
k=0

n n! nx(n—1)! n—1
2. (a) Pour tout k € [1,n], k<k> kk (n— &)! = & —1)l(n— k) = ”(k_1> ‘

(b) Z k:( ) (1—x)"F = Z k(Z) )"~* en enlevant un terme nul
'

k=1
- 1
= Z Z 1>a:k )"~* d’apres la formule du Chef
k=1
n—1 n— )
_ n( ) z+1 n (i+1) pari:k—l
=0

I
S
8
3
L
P

n—1\ ,
> ‘(1 —2)" " en factorisant par nzx

ar binome de Newton.

|

S

8

X

,_\o
i}

k
k=
3. kE(k—1) (Z) 21—k = Z kE(k—1) <Z> 2%(1 — £)"* en enlevant deux termes nuls
k=0 k=2
. -1
= Z(k - 1)n<Z B 1)xk(1 — 2)" % d’aprés la formule du Chef

k=2
. —2
= Z n(n —1) <Z )xk(l — 2)" % d’aprés la formule du Chef derechef

— — 92\ |, ,
= n(n—1)z? Z ( , >x2(1 — 2)"" 27 en factorisant par nx

0
= n(n—1)z% x 1 par binéme de Newton.

Ainsi | S k(- 1) (”) 2F(1 — 2)" % = n(n — 1)22|




4. On aura aussi besoin de Z k2 <Z> (1 — )"k

k=0
2 —k _ - n ynk —k 2
Zk ( ) (I—a2)" —k_ok(k—1)<k> —|—Z/~c< > (1—2)""=n(n—1)z" + nz.
. k 2 n k k 2 2x 1
Alinsi, Z (m - ) (k>x (I—z)""% = 2°S)— —Sl —|— —5 52 (avec des notations transparentes)
= ' 2 1
2 x 2
= 2?2~ Zne+ S(n(n—1
x e + 3 (n(n —1)z° + nx)
B z(1—x)
= |=
La somme qui nous intéresse
On note :
AT ble d tiers k € [0,n] tel k< 1
o nsem ntier -——|<—=
ensemble des entiers ] tels que o — NG
B l'ensemble des entiers k € [0, n] tels que i > !
o nsem ntier n ue |z — —| > ——.
, q v
On appelle alors fa(x) = Z x — kL (1 —z)" * et fp(z) = Z x — kL (1 —z)nk
n| \k k
keA keB
1 n
5. Pourke A,ona|r — —| < , donc fa(z Z() (1—z)" < — Z () 2F(1—z)F
n \/ﬁ \erA \er[[o n]J

(en ajoutant des termes positifs).

Finalement, | f4(x) <

b
Vi |

k .
x—’ﬁ} 1, d’oit
Donc /nfp(z Z\/ﬁ

keB
d’aprés la partie précédente.

ol

6. Vk € B,

xr— —

x_i

z(1—x)
Voo

7. On montre que = — x(1 — z) est une fonction polynomiale de degré 2, croissante sur [0,1/2] et
décroissante sur [1/2, 1].

Finalement, comme v/n > 0, | fp(z) <

8. En particulier, Yz € [0, 1], z(1 — :U) <

> =
— .

D'ou f(z) = fa(z) + fe(z) <

Probléme 2

f 7 donc | f(z) < —= |
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A Un exemple

On souhaite déterminer toutes les fonctions y : R — R dérivables telles que :
Ve eR, o(z)+2y(z)=2x+4 (E)
1. On cherche tout d’abord les fonctions y : R — R dérivables vérifiant :
Ve eR, y'(z)+2y(x)=0 (H)

(a) Soit K € Rety:a— Ke 2.
Alors y est bien dérivable sur R et Vo € R, 3/ (z) = —2Ke 2 = —2y(x).
Ainsi on a bien |Vz € R, ¢/(z) + 2y(z) = 0|

(b) Réciproquement, soit y solution de (H). On pose f : z — y(z)e®®.
Alors f est dérivable par produit de fonctions qui le sont.
Pour tout z € R, f'(z) = (3/(x) + 2y(x))e*® = 0 car y est solution de (H).
Donc ’f est constante sur R ‘

2. On s'intéresse maintenant a (E)

(a) Soit yo : & — ax + b avec a,b € R.
yo est solution de (E) & Vz € R, y{(x) + 2yo(x) = 2z + 4, i.e. a + 2b + 2ax = 2x + 4.
Par identification (ou en posant deux valeurs de x quelconques pour avoir deux équations), on

3
obtient :a=1et b= 3

3
Ainsi, |z — = + 3 est solution de (E).

(b) Soit y solution de (E) et z =y — yp.
Alors Vz € R, ¥/ (z) + 2y(x) = 22 + 4 et yy(z) +
Par différence, y'(z) — yi(z) + 2y(z) — 2yo(z) =
Alinsi, ’y — yo est solution de (H) ‘

2yo(z) = 22 + 4.
0, soit (y — yo)'(x) + 2(y — yo)(x) = 0.

(¢) Soit z: z +— Ke™2®. On a vu en 1b que z est solution de (H).
Ainsi, pour tout x € R, y/(z) + 2y(z) = yy(x) + 2yo(z) + 2’ (x) + 22(z) = 22 + 4.
Donc |y : x + yo(z) + Ke ** est solution de (E) |.

B Généralisation

Soit a et b deux fonctions continues de R dans R. On cherche a trouver les fonctions y : R — R dérivables
vérifiant 1’équation :
Vz R, o (2)+a(z)y(z) =b(x) (E1)

On deéfinit 'équation (appelée équation homogéne associée) :
Ve eR, ¥ (z)+a(x)ylx)=0 (H1)
3. Soit y : x — Ke 4@ Alors y est dérivable et pour tout z € R, y/(z) = —Ka(z)e 4@ =
—a(x)y(x). Donc ’y est solution de (H1) ‘

Soit y une solution de (H1). On pose f: x — y(x)eA(m). Alors f est dérivable et pour tout = € R,
on a f'(z) = (y/(x) + a(z)y(z))e™
et donc|3IK €R, y:z+— Ke 4@ |

= 0 donc f est constante (égale & K pour un certain K € R)
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4. Soit yo : z — u(z)e 4@,
Alors gy est solution de (E1) si et seulement si Vo € R, y,(z) + a(z)yo(x) = b
ie. (U (x) — a(x)u(z) + a(z)u(z))e @ = b(z), soit encore u'(x) =

u est une primitive de z — b(x)eA® |

x
b(z)e ™) si et seulement si

y est solution de (E1) & VxeR, ¢/ (x)+a(z)y(z)= ( )
& Ve eR, y(z)+a(@)y(r) = yo(z) + a(@)yo(z)
& VeeR, (y—w)(x)+alz (y Yyo)(z) =0

& ’y yo est solution de (H1) ‘

6. Les solutions de (E1) sont donc | {z — Ke 4@ 1 y(z)e 4@ K e R}|.

7. Application : Ici a : @ — —2z, prenons A : x — —z2

Une primitive de  — —(2z — 1)6167‘702 =—(2z — 1)673“"2*:” sera u: T e
2

Ainsi KeiA(x) + u(g;)e*A(x) — K612 + 67x2+zem )
L’ensemble des solutions est donc | {x +— Ke® + e’, K € R} |

—z24x

C Second ordre

Soit «, 8,7 € R. On cherche les fonctions y : R — R deux fois dérivables vérifiant :
Vz €R, ay’(z)+ By (z) + yy(z) = 0. (E2)

8. Soit r € Reet ¢ : z +— €. Alors ¢ est deux fois dérivable et on a ¢ : © — 7€ et ¢ : x> r2e™
q vérifie (E2) si et seulement si Yz € R, (ar? + fr 4+ v)e™ = 0.
Or e"* ne s’annule pas pour = € R, donc ceci équivaut a

ar? +Br+~v=0 (EC)

9. Soit A le discriminant de (EC).

(a) Supposons A > 0 et soit 71, r2 les deux solutions de (EC). Alors y1 : x — €% et yo : x> €% sont
solutions de (E2). Pour toutes constantes K, L € R, ’y = Kyj + Ly est aussi solution de (E2) ‘
En effet, V2 € R, ayi(z) + Byi(x) + yyi(x) = 0 et ayy(z) + Bys(x) + yy2(z) = 0. Donc
a(Ky1 + Ly2)"(x) + B(Ky1 + Ly2) (z) +v(Ky1 + Ly2)(z) = 0|
(b) Supposons A = 0 et soit r I'unique solution de (EC). D’une part, r est solution de (EC) donc

’1‘ — e’ est solution de (E2) ‘

D’autre part, soit p : z — ze"®. Alors p’ : z+— (rz + 1)e™ et p” : (rPz + 2r)e’™
Alors Vo € R, ap’(z) + Bp'(z) + yp(x) = ((ar? + Br +7)z + (2ar + 8)) €. Or r est solution

de (EC) et r = —%. Donc | ap”(x) + Bp'(x) + vp(z) = 0.

10. Application :

(a) On cherche les fonctions y : R — R deux fois dérivables veérifiant :
Vz e R, 4'(z) -5y (x)+6y(z) =0.

Equation caractéristique : 72 — 57 +6 =0 < r = 2 ou 3.
Donc les solutions sont | {x — Ke** + Le3®, K,L € R}|.
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(b) On constate que yo : © — x est solution de I’équation.
Or y vérifie y” — 5y’ + 6y = 62 — 5 si et seulement si z = y — yo vérifie 2/ — 52’ + 62 = 0 (adapter
la démarche de la question 5).
Finalement on a les solutions ;| {x — Ke** + Le3® + z, K, L € R}|.
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MPSI Paul Valéry 14/10/25
DEVOIR MAISON N°5

Probléme 1

Rappels sur la fonction th et étude de sa réciproque

On notera respectivement ch, sh et th les fonctions cosinus hyperbolique, sinus hyperbolique et tangente
hyperbolique définies par :
e’ +e " et —e " sh(z) e*—e™®

R, ch(z) = ———, sh(z) = —— h(z) = = .
Vz € R, ch(x) 5 8 (x) 5 et th(z) h(z) " e res

1. Montrer que th est bien définie puis, en étudiant ses variations, que th réalise une bijection de R sur
un intervalle I de R a préciser. On note argth (« argument tangente hyperbolique ») sa réciproque.

Exprimer la dérivée de th en fonction de th.
Démontrer que argth est impaire.

Démontrer que argth est dérivable sur I et calculer sa dérivée.

Al S

Exprimer argth & I'aide de fonctions usuelles.

Etude d’une équation fonctionnelle

Le but de cette partie est de résoudre le probléme suivant :
Déterminer les fonctions f définies sur R, a valeurs réelles et dérivables en 0 qui vérifient :

2f(x)
L4 (f(2))*

6. Déterminer les fonctions constantes solutions du probléme posé.

Ve e R, f(22) =

7. Déterminer les valeurs possibles de f(0) si f est solution.
8. Montrer que, si f est solution, on a Vz € R, —1 < f(x) < 1.

(on pourra exprimer f(x) en fonction de f <g>)

9. Montrer que si f est solution, —f est aussi solution.

10. Montrer que th est solution du probléme posé.

11. Dans les questions (11a) a (11e), on suppose que f est une solution du probléme posé, que f(0) =1 et
que f n’est pas constante.
Zo

On considére zg € R, tel que f(zo) # f(0) et I'on définit la suite (u,) par : Vn € N, u, = f (27>

(a) Montrer que la suite (u,) est convergente et préciser sa limite.

(b) Etablir une relation entre wu,, et u,1; en déduire que la suite (u,) garde un signe constant, puis
étudier sa monotonie suivant le signe de wyg.

(c) En utilisant les résultats des deux questions précédentes, aboutir & une contradiction.
(d) Que peut-on dire si 'hypothése « f(0) = 1 » est remplacée par 'hypothése « f(0) = —1»?
(e) Conclusion ?
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12. Dans les questions (12a) a (12d), on suppose que f est une solution du probléme posé et que f(0) = 0.
En raisonnant comme pour les questions (11a) a (11e), on peut montrer (et on admettra donc ici) que

Ve € R, f(x)#1et f(x)# —1.

On définit alors la fonction g par : Vo € R, g(x) = argth(f(x)).

(a)
(b)

()

(d)

Montrer que Yz € R, g(2z) = 2g(z). En déduire que Vo € R,Vn € N g(2"z) = 2" g(z).
Montrer que g est dérivable en zéro.
x
()

T
2n

Soit € R*; on définit la suite (vy,) par Vn € N, v, =

Montrer que (v,) converge vers g'(0).

Montrer que pour tout = € R et tout n € N, zv, = g(x). En déduire qu’il existe A € R tel que g
soit la fonction x — Azx.

13. Déterminer toutes les fonctions solutions du probléme posé.
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MPSI Paul Valéry
DEVOIR MAISON N°5

Corrigé

Probléme 1

Etude de la fonction réciproque de la fonction th.

1. La fonction th est bien définie et dérivable sur R comme quotient de fonctions qui le sont, dont le

dénominateur ne s’annule pas (Vo € R, e* + e % > 0).
1

Pour tout x € R, th'(z) = ——

ch*(x)

La fonction th est donc continue et strictement croissante sur R.

qui est strictement positive pour tout z € R.

Or lim th(z) =1et lim th(z)=—1 donc ’th réalise une bijection a valeurs dans I =] — 1,1] ‘
T——00

Tr——+00

h? — sh?
2. Sur R, th' = % :.

¢
3. argth est définie sur R et th est impaire donc

Vz € R, argth(—z) = argth(— th(argth(x))) = argth(th(— argth(z))) = — argth(z).
Donc ’argth est impaire ‘
4. ’argth est dérivable sur | — 1, 1[‘ comme bijection réciproque de th, dérivable sur R et dont la dérivée
1 1 1
ne sannule pas, et Vo €] = 1,1, argth'(@) = e o = T e oy T T2 |

ey — e_y 62y — 1
5. Pour tout y € R, th(y) = eV il
ey — 1 o2 _ 1+

—_ =
ey +1 1—2x

Pour tout x €] — 1,1[, y = argth(z) & = =

1 1
D’ou y =l argth(x) = iln <1 il i) :

Etude d’une équation fonctionnelle

Le but de cette partie est de résoudre le probléme suivant :

Déterminer les fonctions f définies sur R, & valeurs réelles et dérivables en 0 qui vérifient :

2f(x
Yz € R, f(2z) = 1+{f((92))2

6. Soit K € R. Soit f : x — K une fonction constante. Elle est définie sur R, dérivable en 0. Alors

f est solution du probléme < pour tout x € R, f(2x)

2K
1+ K2
K(K*-1)=0
K(K—-1)(K+1)=0
]Ke{o,l,—u\

=
=
=
=

24
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2f(0
1(0) 5- Alors (on a déja résolu cette équation

1+ (f(0))
avec K dans la question précédente) ’f(O) €{0,1, —1}‘

7. Si f est solution, alors pour x = 0,on a: f(2x0) =

8. Si f est solution, alors

2f (Z
Vi e R, f(z) = f (2%) - f(222
1+ f(3) o
Or on montre par I’étude de la fonction ¢ — 52 que pour tout t € R, T2 €[-1,1].

Donc ’Vm eR, -1 < f(x) < 1‘
9. Si f est solution, alors — f est également définie sur R, dérivable en 0 et elle vérifie :

e e P
Ve € R (ZNR) = TG T T i)

Donc ’ — f est solution du probléme ‘

10. th est une fonction }]}QQ—> R dégivable eﬁ 0et: oil
vz € R, th(2z) = S222) _ s (z)c (296) _ 2th(z) )
ch(2x)  ch®(x) +sh*(x) 1+ (th(z))

Donc ’th est solution du probléme ‘

11. Dans les questions (11a) a (11e), on suppose que f est une solution du probléme posé, que f(0) =1 et
que f n’est pas constante.

On considére xg € R, tel que f(zg) # f(0) et 'on définit la suite (u,) par : Vn € N, u, = f (ﬂ)

27’L
(a) O S 0et f est dérivable donc continue en 0. Donc |u, —— f(0) =1|.
2" n—+oo n—+o0
o o 2f (i)
(b) PourtoutneN,un:f<—>:f(2 ): 5.
) =) T ()
2
Donc VneN,un:L;l.
1+upy,

Vn € N, 14 u2 est positif. Donc u, est du signe de u, 1.

Donc’ (up) est de signe constant ‘ (on peut s’entrainer a rédiger la récurrence simple qui le montre).

Un

> 1.

De plus, Vn € N, = 5—- Or up4q € [—1,1] donc uf < 1 et donc
Un+1 1+ Unt1 Unp41

Donc

— si up > 0, alors u,, > 0 pour tout n et ’ (uy,) est décroissante

7

— si ug < 0, alors u, < 0 pour tout n et ’ (up) est croissante ‘
(c) On a f(zg) # 1 donc f(zo) < 1 et donc ug < 1.

— i ug > 0, alors (u,) est décroissante donc sa limite est £ < uyp < 1, ce qui contredit la
question (11a),

— 8l ug < 0, alors u, < 0 pour tout n et la limite de (u,) est négative, ce qui contredit la
question (11a).
— le cas up = 0 est exclu car alors on aurait (u,) constante égale a 0.

Dans tous les cas, ’on aboutit & une contradiction ‘

(d) Si ’hypothése « f(0) = 1 » est remplacée par ’hypothése « f(0) = —1 » alors on a la fonction
(—f) qui est solution avec (—f)(0) = 1. Les questions précédentes montrent donc également que

’ce n’est pas possible ‘
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(e) Si f(0) = 1 ou f(0) = —1, |seule une fonction constante est solution ‘ (Et réciproquement les
fonctions constantes égales & 1 et —1 sont bien solutions)

12. Dans les questions (12a) a (12d), on suppose que f est une solution du probléme posé et que f(0) = 0.
En raisonnant comme pour les questions (11a) a (11e), on peut montrer (et on admettra donc ici) que :

Ve € R, f(x)#1et f(x)# —1.

On définit alors la fonction g par : Vo € R, g(z) = argth(f(x)).

(a) Vi € R, th(29(x) = th(2argth(f(z))) = - f;ﬁf?‘;fgtgf{;&))))y - f{ﬁ;))Q

Vo € R, th(2¢g(x)) = f(2x). Donc 2¢g(x) = argth(f(2z)), soit ’Vx e R, 2¢g(z) = g(2x) ‘

car f(z) €] —1,1].

On en déduit par récurrence (la rédiger!) que ’Vm eR,VneN, g(2"z) =2" g(x) ‘

(b) f est dérivable en 0 et argth est dérivable en f(0) = 0 donc par composition, | g est dérivable en zéro |.

x
£) —g(0
(c) v, = M et | converge donc vers ¢'(0) | car g est dérivable en 0.

5m — 0
X
o 1
(d) Pour tout x € R et tout n € N, zv,, = g(;i) =g(z) car g (2%) = 279(3;)
Donc par passage a la limite, Vo € R, g(x) = ¢'(0)z.
Donc ’il existe A € R tel que Vz € R, g(x) = Az ‘

13. Synthése : on vérifie que les fonctions de la forme f : 2 — th(Ax) sont solutions du probléme. En effet,
elles sont bien définies sur R, dérivables en 0 et telles que :

2th(Ax 2f(x
Vz € R, f(2z) = th(2Az) = 1+ Et}f()\gz))Q 1 +fjg(ﬂ)ﬁ)2

Finalement les fonctions solutions sont ’ {z = th(Az), e R} et {x— -1, 2— 0, z — 1} ‘
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MPSI Paul Valéry 05/11/25
DEVOIR MAISON N° 6

Probléme 1

Dans 'ensemble C des nombres complexes, on note

e U I’ensemble des nombres complexes de module 1,

e P le demi-plan des nombres complexes de partie imaginaire strictement positive,
e D le disque des nombres complexes de module strictement inférieur & 1.

Etant donnés a,b, c,d € C tels que ad — bc # 0, on appelle homographie une application h qui, & tout

z € C tel que cz + d # 0, associe
az +b

cz+d

h(z) =

A Premier exemple : une similitude

On définit la fonction
ho : C —» C
z = 3z—1
1. Donner les caractéristiques géomeétriques de cette similitude.
2. hg est-elle bijective 7 Justifier.

B Deuxiéme exemple

1
Soit h I’homographie définie sur C \ {1} par h(z) = z'l + :.
—z

Montrer que Vz € U\ {1}, h(z) € R.
Montrer que Vz € D, h(z) € P.

Déterminer les nombres complexes z tels que h(z) = z.

S e W

Pour quelles valeurs de w € C I’équation h(z) = w a-t-elle une solution dans C\ {1} ?

C Conservation du cercle unité

7. Soient 6 € R et h 'homographie définie sur C* par

Montrer que Vz € U, h(z) € U.
8. Soient & € C\ U, 0 € R et h 'homographie définie par

Vérifier que h est bien définie sur U et montrer que
Vze U, h(z) € U.

On dit que h conserve U. On va maintenant montrer que seules les homographies des types ci-dessus
conservent U.
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9. Deux petits résultats techniques utiles pour la suite.

9.a Montrer que Yo, 3 € C, |a + 8]* = |a|® + |8]* + 2Re(@B). A la démonstration de quel théoréme
bien connu ce résultat est-il également utile ?
9.b Soient a,b € C. Montrer que

a=0

(V@ € R, a+2Re(be ) = 0) = {b 0

10. Soient a, b, c,d € C tels que ad — be # 0. On pose h ’homographie définie sur U par

11.

az+b
cz+d

h(z) =

et on suppose que Vz € U, h(z) € U.

10.a Montrer que V0 € R, |a|> 4 |b]* + 2Re(@be ) = |¢|> + |d|* + 2 Re(cde™ ).

laf? + [ = |¢f* + |d|”

ab=¢cd

10.c Si a = 0, montrer que h est du type étudié a la question 1b.

10.d Si a # 0, montrer que (|a|* — |¢|?)(|a* — |d|?) = 0.

10.e En distinguant les deux cas possibles, montrer que h est alors du type étudié a la question 8.

10.b En déduire que {

Vous avez compris ce qu’on a fait 7 Prouvez-le en énoncant le mieux possible le théoréme que nous
avons démontré dans cette partie C.

Probléme 2| (facultatif mais intéressant)

Dans ce probléme, on étudie une condition nécessaire et suffisante pour qu’un polygone soit régulier.
Apres quelques classiques (partie A) et quelques variations autour de l'inégalité triangulaire (partie B), on
en viendra & la condition proprement dite (partie C). On reviendra dans la partie D a I’étude du cas ou le
polygone en question est un triangle.

A

B

Deux exemples, études classiques

. Soit A, B deux points du plan complexe d’affixes respectives a et b.

(a) Déterminer ’ensemble des points M d’affixe z tels que = Z € iR
5
d— _
(b) Soit D d’affixe d tel que g Z =1 et F daffixe f tel que fc Z = —i. Montrer que ADBF est

un carré.
Soit. A, B, C trois points du plan complexe d’affixes respectives a, b et c. Montrer que le triangle ABC

a i T
o€ {e'5, 715},

c
est équilatéral si et seulement si 5

Autour de l’'inégalité triangulaire

On pourra utiliser sans démonstration 'inégalité triangulaire :

Vz,2 € C, |2+ 2| < |2| + |/ (1)

Le but de cette partie est d’étudier le cas de plus de deux nombres et les cas d’égalité. En particulier, on
va montrer qu’il y a égalité si et seulement si les nombres considérés ont méme argument.
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3. Démontrer par récurrence que pour tout n > 2 et tous nombres complexes z1,..., z,,

|21 4+ ... 4+ 20| <21+ .o+ |20 (2)
4. Cas d’égalité pour n = 2.
(a) Montrer que |z1 + 22| = |21| + |22] si et seulement si Re(Z122) = |21]|22]-
(b) En déduire que lon a l'égalité |z1 + 22| = |z1]| + |22| si et seulement si arg(z1) = arg(zq)[27].

5. On suppose que 'on a la propriété au rang n, c’est-a-dire :
|21 4+ ... 4 zn| = |21 + ... + |2n] si et seulement si arg(z1) = ... = arg(zy)[27].
Soit z1,..., 2z, des nombres complexes tels que
|21 4+ ..o 4 20+ znt1] = |21+ -+ |20l + | 2041]-
(a) Montrer que
214+ ...+ znl =21]+ .. Flzn] et |zt .. F 2zt zegi] =2+ 20| F 20t

Indication : on pourra poser z =z + ...+ zp, 2 = zy41 et utiliser judicieusement (1) et (2).
(b) En déduire que arg(z;) = ... = arg(zp+1)[27]. Conclure.

C Caractérisation d’un polygone régulier

Soit n > 2. On note w = ¢, Dans le repére orthonormé (O,?,?), soient My, ..., M, des points du
plan d’affixes respectives z1, ..., 2z, vérifiant |z1| = ... = |z,| = p > 0.

On dit que le polygone (parcouru dans le sens direct) My ... M, est régulier si

(OM,,0M) = ... — (OM,,_,,OM.) = (OM,,OM,) = 2%

On va montrer que le polygone Mj ... M, est régulier si et seulement si

n
E Wtk = n2y.
k=1

6. Supposons tout d’abord que le polygone M; ... M, est régulier et posons z; = peie.

(a) Pour tout 1 < k < n, déterminer le module et un argument de zj.

n
(b) En déduire que Zw""'l_kzk =nz.
k=1
n

7. On suppose maintenant réciproquement que Zw
k=1

nJrlkak = nz.

n
§ :wn+1szk

k=1

(a) Calculer . En déduire que

VEk € {1...n}, arg(w" ™ F2,) = arg(z1)[27].

(b) En déduire que le polygone est régulier.
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D Le cas d’un triangle équilatéral

Soit A, B, C' trois points du plan complexe d’affixes respectives a, b et ¢. On rappelle la notation j = e
Le but de cette partie est de montrer que ABC' est un polygone régulier (un triangle équilatéral dans le cas
de trois points) si et seulement si a + jb + j%c = 0.

8. Justifier que 14 j + j2 = 0.

9. On suppose tout d’abord que a + jb+ j2c = 0. En déduire que le triangle ABC' a deux cotés égaux et
un angle de mesure :i:g. Conclure.

10. Réciproquement, on suppose maintenant que le triangle ABC est équilatéral.

(a) Dans le cas ou |a| = |b| = |¢|, montrer comment la condition de la partie C implique que a + jb +
jQC = 0. (indication : on pourra appliquer cette condition & a, b et ¢, puis a b, ¢ et a, et encore 4
¢, aetb)

(b) Dans le cas o a, b et ¢ ne sont pas de méme module, on pose

a+b+c a+b+c a+b+c
a/:a—%;b':b—% ot cf:c_%.

Montrer que a’ 4 jb' + j2¢ = 0 si et seulement si a + jb + j%c = 0. Montrer que |d'| = |b/| = ||
et conclure.
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MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR MAISON N° 6

Probléme 1

A Premier exemple : une similitude

1. On écrit ho(z) =3z2—1=3 (z — ;) C’est donc une similitude directe de rapport 3, d’angle 0, et de

. i
centre le point d’affixe —.

hg est la similitude directe de rapport 3, d’angle 0, de centre % .

z—b
2. Une application affine z — az 4+ b avec a # 0 est bijective de C dans C, d’inverse z — ——. Ici a = 3,
a
b= —i.

z4+1

ho est bijective, d’inverse z 3

B Deuxiéme exemple

1
Soit h ’homographie définie sur C\ {1} par h(z) =1 1 i °
-z
3. Pour z € U, on az=1/z Alors
NN A+z  14+1/z 14z

Me) =g =—iyq, ~ i, — )

donc h(z) € R.
¥z € U\ {1}, h(z) € R},

4. Montrer que Vz € D, h(z) € P.
Pour z € D, on a |z| < 1et

On calcule

d’out h(z) € P.
¥z€ D, h(z) € P.|

5. Déterminer les nombres complexes z tels que h(z) = z.

LN i(142) = 2(1—2), soit 22+ (i—1)z-+i = 0. On trouve A = (i—1)? —4i = —64,
z

B 1
Equation : ¢ 1
donc VA = v6e /% Ainsi

1—i+tV6e /4
21,2 = D) .
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1—i+6e /4 1—i—6e /1
zZ1 = et 29 = .
2 2
6. Pour quelles valeurs de w € C I'équation h(z) = w a-t-elle une solution dans C\ {1} ?
w—1
Onai(l+z)=w(l—2z),so0it (i+w)z=w—1i.Sii+w # 0, une unique solution z = —— ; si w = —i,
aucune. W
. . . w—1 . ,
Vw # —i, une unique solution z = - ; aucune si w = —i.

C Conservation du cercle unité

i0
7. Soient § € R et h(z) = 67. Montrer que Vz € U, h(z) € U.

0
Pour z € U, |z| = 1 donc |h(z)| = T || =1.
z
¥z €U, h(z) € U]
8. Soient « € C\U, # € Ret h(z) = ew%ﬁ. Veérifier que h est bien définie sur U et que Vz € U, h(z) €

U.
Siaz+1=0, alors z = —1/a et |z| = 1/|a| # 1, donc h est bien définie sur U. Ensuite :

|z + af
h(2)| = ——-
|az + 1]
Or
lz+al* =14 |a]®* +2Re(z@), |az+1)? = |a* + 1+ 2Re(za),
donc |h(z)| = 1.

¥z €U, h(z) € U]

9. Deux petits résultats techniques utiles pour la suite.

9.a Pour o, 8 € C,
la+ 8% = |a|* + |B]? + 2Re(@pB).

Ce résultat intervient aussi dans la démonstration du théoréme de Pythagore.

’Identité vraie ; utilisée notamment dans le théoréme de Pythagore. ‘

9.b Soient a,b € C. Si V0 € R, a + 2Re(be ) = 0, 1a fonction 6 — Re(be™") n’est constante que si
b =0, et alors a = 0. La réciproque est évidente.

(V0 eR, a+2Re(be ) =0)=a=b=0.

b
10. Soient a, b, c,d € C tels que ad — bc # 0, et h(z) = azi—d
cz

vérifiant Vz € U, h(z) € U.

0

10.a Pour z = ¢ on a |az + b| = |cz + d|, soit

la|? + |b> + 2 Re(abe ) = |c|> + |d|?> + 2 Re(ede™).

Egalité vérifiée pour tout § € R.
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10.b En utilisant le résultat précédent :

Jal? + (8% = [e]* +]d|,
ab = cd.

Systeme obtenu : |a|? + |b]* = |¢|* + |d|? et @b = . ‘

10.c Sia =0, alors b # 0 et h(z) = . Des conditions précédentes on tire |[b| = |d| et ¢ = 0, donc

cz +

b1

h(z) = ew/z, type de la question 1b.
10.d Si a # 0, on montre que (|a]2 — \c|2)(\a|2 — |d|2) =0.
Produit nul : (]a\Q — \0]2)(\a|2 — ]d\Q) =0.

10.e En distinguant les cas |a| = |¢| ou |a| = |d|, on obtient
z+«
h i 1
() =22 a2

h est du type de la question 8. ‘

11. Théoréme final : les homographies qui conservent U sont exactement celles des deux types précédents.

Théoreme : les seules homographies conservant U sont z — €/ et z 629;1 avec |a # 1.
Probléme 2
A Deux exemples, études classiques
1. Soit A, B deux points du plan complexe d’affixes respectives a et b.
z—a
(a) ;€ iR < M appartient au cercle de diametre [AB], privé de B (voir cours).
S

(b) Z_Z =i AD = BD et (ﬁ,D_ﬁ) = g De méme AF = BF et (ﬁ7p—j>4) _ _g. Donc ABF

et ABD sont les deux triangles rectangles isocéles portés par hypoténuse [AB]. Ils forment un qua-
drilatére aux quatre cotés de méme longueur et quatre angles droits. Donc ’ ADBF est un carré ‘

T
2. ABC est équilatéral si et seulement s’il est isocéle avec un angle de ig' Ceci équivaut &4 AB = AC et

(AB, AC) :i%, ie.

z:z =1let Arg <Z:Z> = ig, soit encore Z:Z € {e'5,e7i5}|.

B Autour de l’inégalité triangulaire

3. Initialisation : pour n = 2, 'inégalité est vérifiée, c’est 'inégalité triangulaire classique.
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Hérédité : soit n > 2. Supposons que
|21 4 ... 4+ 20| <21+ .o+ |20

Pour tous 21, ..., 2,41 € C, on applique I'inégalité triangulaire avec z = 21 +...+ 2, et 2’ = z,41.
Ainsi,
|21+ ...+ 2+ zng1| < |21+ oo 20| + 204

Puis on applique I’hypothése de récurrence au premier de ces deux termes. D’ou

|21+ oz zaga] <zl + o+ 2] + zagal

carD]

4. Cas d’égalité dans le cas n = 2.
(a)

|21 + 20| = 21| + [22] & |21+ 20 = (21| + |22])?
& |al? +Zee + 217 + |2 = |22+ 2z 22] + |22

< 2Re(Z122) = |21]]22]

Alinsi, ‘ |21 + 22| = |21| + |22| si et seulement si Re(Z122) = |21||22| ‘

(b) On a donc |21 + 22| = |z1| + |22] si et seulement si Re(Z122) = |Z122].
Or pour Z € C, |Z] = ReZ si et seulement si /a2 4+ y? = x (en posant Z = x + iy), ce qui
équivaut a y =0et x > 0, soit Z € R,.
Donc on a

|21 + 22| = |2z1] + |22] & Ziz2 € Ry
< Arg(zize) = 0[27]
& Arg(zr) + Arg(z2) = 0[27]
<  —Arg(z1) + Arg(z2) = 0 [27]
& Arg(z1) = Arg(zo) [27].

5. On suppose la propriété vraie au rang n, ¢’est a dire :
|21 4 ...+ 2zn| = |21] + ... + |2n] si et seulement si Arg(z1) = ... = Arg(zy,)[27].
Soient z1,..., zp+1 des nombres complexes tels que
|21 4+ ..o 4 20+ znt1] = |21 + .- - F |20] + | 2041]-
(a) On a, d’apres I'inégalité triangulaire,
214 .o+ 20+ 21| <lzr+ oo+ znl + zngr] < za| 4+ -0+ 2zl + |20

Les deux termes extrémaux étant égaux, toutes les inégalités sont des égalités.
Ainsi |z1+. . .+ zntznti| < 21+ ozt lznaa] et [zi 4.z 2] < 24 A 2] zn]
Donc [[21 + ... + 20 + Zag1] <214+ 20l + [zag1] o6 |21+ 4 20] <[]+ + [zl |
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(b) D’aprés I'hypothése de récurrence, la deuxiéme de ces égalités montre que Arg(z;) = ... =
Arg(z,)[27]. Tous ces arguments étant égaux, 'argument de la somme de ces nombres est aussi le
méme, on a alors Arg(z1 + ...+ z,) = Arg(z1) [27] (géométriquement, les vecteurs associés sont
colinéaires).

D’apreés la question (4b), la premiére des deux égalités précédentes donne Arg(zy + ...+ z,)
Arg(zn-i-l) [277]'
Finalement ’Arg(zl) =...=Arg(zp11)[27] ‘

On a donc démontré par récurrence une condition nécessaire et suffisante au cas d’égalité dans
I'inégalité triangulaire :
’on a égalité si et seulement si les arguments des nombres considérés sont égaux modulo 27 |.

C Caractérisation d’un polygone régulier

6. Supposons tout d’abord que le polygone M; ... M, est régulier et posons z; = pew.

(a) Pour tout 1 < k< n,ona .

—_— — 2 2
La relation (OMy_1,0M}) = —ﬂ, se traduit par Arg <Zk) = Arg(z) — Arg(zx—1) = “T Donc
n Zk—1 n

les arguments des z; suivent une progression arithmétique.

2
Dot | Arg(z) = 0+ (k — 1)~ |
n

(b) Sous forme exponentielle, cela donne z = pei(“(k’_l)%ﬂ), soit 2z = 2wt L.

Donc pour tout 1 < k <n, w1z =whz = 2.

n
Finalement, E W E e = nzp |
k=1

n
7. On suppose maintenant réciproquement que Zw
k=1

= |nz1| =[np.
n
Z wn+1szk

k=1

n+1—kzzk =nz.

n

Z Wn+1_kzlc

k=1

(a) On a alors

n
= Z w1 2| On est dans un cas d’égalité de inegalite
k=1

On constate alors que

triangulaire.
D’aprés la partie précédente, les arguments de tous les termes de cette somme sont égaux, a savoir

Vi e {1...n}, Arg(w" 7%z, = Arg(z) [2n].
(b) Cette relation donne, pour tout 1 <k <n — 1, Arg(w™ = F+H0 2 1) — Arg(w™17%2;) = 0[271].

27
Dot Arg(zg41) — Arg(zg) = Arg(w) = —

L T
D’ow, en termes d’angles, | (OMy, OMy41) = =il
n

2
De plus on a bien | (OM,,, OM;) = T car Arg(wz,) = Arg(z1). Le polygone est bien régulier.
n
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D Le cas d’un triangle équilatéral

Soient A, B, C trois points du plan complexe d’affixes respectives a, b et ¢. On rappelle la notation j = e
Le but de cette partie est de montrer que ABC' est un polygone régulier (un triangle équilatéral dans le cas
de trois points) si et seulement si a + jb + j%c = 0.

8. 1,7 et j2 sont les racines troisiemes de 1'unité, donc leur somme vaut |1+ j + j2 = 0]|.

9. On suppose tout d’abord que a + jb+ j%c = 0.

En écrivant 1 = —j — 52, on obtient a(—j — j%) + jb + j%c = 0.
- 1
Alors j(b—a) + j*(c —a) =0, d’ouz a = - =—52
—a

J
Le module nous donne | AC = AB | et 'argument ( 1@ 1@ = Arg(—j?) :.
Le triangle ABC' est isocele avec un angle de /3. Il est donc .

10. Réciproquement, on suppose maintenant que le triangle ABC est équilatéral.

(a) Comme ABC est régulier, la condition nous donne, avec n = 3, w = s J, 21 =a, zo0 =0bet
23 = ¢, a + j2b+ jc = 3a. De méme, on obtient b + j2¢ + ja = 3b et ¢ + j%a + jb = 3¢ comme
suggéré par I'indication. On combine ces trois équations :
3(a+jb+j%c) = (a+j%b+jc) + j(b+ jPc+ ja) + j*(c+ j%a+jb) = 3(1 +j + j*)(a+b+c) = 0.
Donc |a + jb+ j%c =0

at+b+ec

(b) On ad + jb + 5% = a+ jb+ jc — 3

(1475453 =a+jb+ 5%
=0

Donc |a’ + jb’ + j%¢ = 0 si et seulement si a + jb+ j2c =0/
a+b+c

est Daffixe de G, centre de gravité du triangle ABC'. Ce triangle est équilatéral donc

GA =GB = GC. Cest-a-dire | |d'| = |V/| = |]|.
Pour finir, sous notre hypothése (ABC équilatéral), on remarque que a’,b’, ¢’ sont les affixes des

sommets A’, B’,C’ d'un triangle équilatéral également, image de ABC par la translation dun
a+b+c

vecteur d’affixe

De plus, |d'| = || = |¢/|. On peut donc leur appliquer la question (10a) et en déduire que

a' 4 jb +7%¢ =0, ce qui implique, d’aprés le début de cette question (10b), que |a + jb+ j2c =0|.
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MPSI Paul Valéry 12/11/25

DEVOIR MAISON N°7

Probléme 1

A

Dans tout le probléme, (u,)nen désigne une suite réelle bornée.

1. Soit A et B deux parties non vides et majorées de R. Montrer que si A C B, alors sup A < sup B.

Définition

. Soit n € N. On appelle E,, = {ug, k > n}.

(a) Montrer que E,, admet une borne supérieure et une borne inférieure.
Pour tout n € N, on note s, = sup E,, et i,, = inf F,,.
(b) Montrer que (s;,) est décroissante et que (i) est croissante.
(¢) Montrer que les suites (s;,) et (i) sont convergentes. On notera dans la suite

Ly= lim s, et L; =liminf(u) = lm i,.
n—+00 n—-+00

Le nombre Lg est appelé limite supérieure de (uy,) et aussi noté limsup u,. De maniére analogue,
n—-+o0o

L; est appelé limite inférieure de (uy,) et noté lim inf w,,.
n—-+00

. Déterminer les suites (sy), (iy) ainsi que leurs limites Ly et L; dans chacun des cas suivants :

(a) la suite (u,) est constante égale & 0;
(b) pour tout n € N, u,, = (—=1)";

1
n+1

(c) pour tout n € N, u,, =

Lien avec la convergence

. On suppose (seulement pour cette question) que Ly = L;. Montrer que la suite (u,,) est convergente.

5. Soit (vn)nen une suite extraite de (u,). On suppose que (v, ) est convergente. Montrer alors que

L; < lim v, < Ls.

n—-4o0o

6. Montrer que si (u,) converge vers £ € R, alors Ly = L; = £.

7. Montrer qu'il existe une suite extraite de (u,) qui soit convergente et de limite Ls. (on pourra procéder

par récurrence forte)

. On note (v,) = (u2n)nen et (wy) = (u2n+1)nen. Montrer que

lim sup u,, = max{lim sup v,,, limsupw,} et liminfwu, = min{liminf v,, liminf w, }.
n——+o00 n—+00 n—+o00 n—+00 n—+00 n—+00
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MPSI Paul Valéry Corrigé

DEVOIR MAISON N°7

Probléme 1

Dans tout le probléme, (u,)nen désigne une suite réelle bornée.

1. Les parties A et B sont non vides, majorées et incluses dans R, d’aprés la propriété de la borne
supérieure sup(A) et sup(B) existent. Par définition de la borne supérieure, on a :

2.

Vb € B, b < sup(B)

Comme A C B, on a en particulier :

Va € A, a <sup(B

)
Par passage a la borne supérieure, on obtient bien : sup(A) < sup(B).

Si A C B alors sup(A) < sup(B) ‘

Définition

(a)

Soit n € N.
e F, est une partie de R
e F, est non vide car u, € E, par définition de E,
e [, est majoré et minoré car (u,) est bornée

D’aprés les propriétés de la borne inférieure et de la borne supérieure, cela suffit a affirmer que
FE, posséde une borne supérieure et une borne inférieure.

’sup(En) et inf(E,) existent‘

Soit n € N, on a E,41 C E,. En effet, pour tout k € Nyona: (k>n+1) = (k> n). D’aprés
la question préliminaire, qui s’applique car pour tout n € N, E, est non vide et majoré, on a
sup(Ep+1) < sup(Ey,). Clest-a-dire s,41 < sp.

’(sn) est décroissante‘

En utilisant la méme démarche que dans la question préliminaire, on démontre que si A C B avec
A et B deux parties de R, non vides et minorées alors inf(A) > inf(B). Dans notre contexte, on
obtient que pour tout n € N, iy41 > iyp.

’(in) est croissante‘

Par hypothése, la suite (u,) est bornée, ainsi il existe (m, M) € R? tels que pour tout n € N,
m< u, <M.

D’autre part, par définition de la borne supérieure, pour tout n € N, s, est un majorant de F,,
c’est-a-dire que :
Vk >n, up < sp
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En particulier la suite (s,) est minorée par m. La suite (s,) est décroissante et minorée par m,
d’aprés le théoréme de la limite monotone, elle converge.

De méme, pour tout n € N, 4, est un minorant de E,, donc :
Vk>n, M >u, > i,

La suite (i, ) est croissante et majorée par M, elle converge.

’ (sn) et (in) convergent‘

Si la suite (uy,) est constante égale a 0 alors pour tout n € N, on a : E, = {0} et s, =i, = 0.
Dans cecas Ly = L; = 0.

Dans ce cas, pour tout n € N, on a : E,, = {—1, 1}. On en déduit que pour tout n € N, s, = 1 et
in, = —1 ainsi :

’LszletLi:—l‘

1
PourtoutneN,ona:En:{il, kzn}.Ona:

k+

e La borne supérieure de E, vaut car c’est le maximum de E,.

n +
e La borne inférieure de E,, vaut 0. En effet :
» 0 est un minorant de F,

» Pour tout € > 0, 0 + € n’est plus un minorant car d’aprés la définition de la limite :

1

aN >
=" N+1

<e

Finalement pour tout n € N, s,, =

et 7, = 0, on en déduit que :
nt1 n ) q

Li=L;=0

Lien avec la convergence

. Pour tout n € N, la borne supérieure de E, est en particulier un majorant de E, et la borne inférieure

de E,, est un minorant de F,,. Ainsi :

Vk >n, inp < ug < Sy

En particulier :

VneN, i, <u, < sy,

Ona lim 4, = lim s,car L; = L, d’aprésle théoréme d’encadrement, on en déduit que liI_’T_l Uy =
—+00

L;.

n—-+o00 n—-+00 n

(up) converge
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5. En reprenant la démarche de la question précédente, on a :
Vk2n7 anukgsn

En particulier, si on appelle ¢ : N — N extractrice (telle que v, = uy(,) pour tout n), pour tout
n €N, on a p(n) >n donc :

VneN, i, <u < sy

w(n)

On passe & la limite quand n tend vers +o0o et on obtient :

n——+oo

p(n) < Ls

6. Soit e > 0, par définition de la limite, il existe ng € N tel que pour tout n > ny, |u, —1| < &, c’est-a-dire :
l—e<u, <l +e
Par passage a la borne supérieure et & la borne inférieure, il vient :

Yn>ng, | —e<ip<sp,<l+e¢
On a démontré que :
Ve >0, Ing € N, Vn > ny, |i, — | <cetls, -] <e

C’est-a-dire que (i,) tend vers [ et (s,) tend vers [, par unicité de la limite :

7. On va construire 'extractrice ¢ par récurrence forte.
e On pose ¢(0) = 0.

e Fixons n € N*, supposons avoir défini ¢(k) pour k € [0,n — 1]. On considére E,;,_1)11 = {ug, k >
@(n—1)+ 1}, par définition de la borne supérieure de cet ensemble, il existe p > ¢(n —1) + 1 tel que :

1
Sp(n-1)+1 = S Up S Syp(n—1)+1

ceci puisque s )+1 — — Dest pas un majorant de E 1)1 €t Sym_1)41 est un majorant de
n

¢(n—1
Eap(nfl)Jrl' On pose p(n) = p.
Par construction, on a pour tout n € N*, p(n) > ¢(n — 1) donc ¢ est strictement croissante. D’autre

part, on a :
1

Vn € N*, Sg(no1)41 — n S Up(n) S Sp(n—1)+1

Par passage a la limite, d’apreés le théoréme d’encadrement, on a : lim u = L.

n——+o00 <p(n)

(ugp(ny) tend vers Ly
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Un dernier raffinement

. Pour n € N, on a pose F,, = {ugg, 2k > n} et G, = {ugg+1, 2k+1 > n}. Ces ensembles sont non vides
et majorés donc f,, = sup(Fy,) et g, = sup(G,) existent. Montrons que s, = max(fy, gn) et supposant
sans perte de généralité que f, > gy.

e Pour tout kK > n, on a : s, > ug, en particulier si 2k > n, on a : s, > ugg et si 2k + 1 > n alors
Sp > Ugkt1- Par passage & la borne supérieure, on a : s, > f, et s, > g, donc s, > max(fpn, gn)-

e Il reste & démontrer que s, < max(fy, gn) = fn- Pour tout k > n, on a :
ur < fnou ug < gn < fr selon la parité de k

Par passage a la borne supérieure, on obtient s, < fp-

Finalement s, = f,, et on a démontré que :

’Vn €N, s, =max(fn,gn) ‘

On remarque que pour tout (a,b) € R2, on a:
1
max(a, b) = 5(\a —bl+a+b)

ce qui se démontre immédiatement par disjonction de cas a > b puis b > a.
Ici cela donne, pour tout n € N :

1
Sp = i(lfn - gn’ + fn +gn)

On passe a la limite quand n tend vers +o0o en utilisant notamment la continuité de la fonction valeur
absolue :

1/.. . . . . .
L,= - <|hm sup v, — lim sup wy,| + lim sup v, + lim sup wn) = max{hm Sup vn,lim sup wn}
n—-+o00 n—-+o0o n—-+o00 n—-+00 n—-+00 n—-+00

On adapte la démarche précédente, en remplagant borne supérieure par borne inférieure et en remar-
quant que l'on a :

1
V(a,b) € R?, min(a,b) = 5(—’0, —bl+a+b)

Ce qui démontre le résultat voulu :

Ls = max{lim Sup vn,lim sup wn} et L; = min{lim inf v, lim inf wn}
n—+o0 n—+00 n—+00 n—+00
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MPSI Paul Valéry 19/11/25
DEVOIR MAISON N° 8

Probléme 1

Soit I un intervalle de R.
ug € 1
Vn €N, upt1 = f(un)
Le but de ce probléme est d’étudier une telle suite. Dans la partie A, on établit des propriétés de (uy)pen en
fonction des informations que ’on a sur la fonction f. Dans la partie B, on examine deux exemples.
On rappelle ou on admet la propriété suivante sur la continuité :

Etant donnée f : R — R fonction continue, on appelle (u,) la suite définie par

Théoréme 1

Soit f : R — R continue en a € R et (u,) une suite qui tend vers a. Alors f(uy,) — f(a).
n—-+0oo

A Propriétés générales

On suppose dans toute cette partie que I est un intervalle stable par f, c¢’est-a-dire que pour tout = € I,
f(z) e l.
1. On suppose ug € I. Montrer que pour tout n € N, u,, € I.
2. On suppose dans cette question que f est croissante.
(a) Si ug < wup, montrer que pour tout n € N, u, < up+1. En déduire le sens de variation de (uy,).
Qu’en est-il si ug > uy ?
(b) Dans le cas ou I = [a,b] est borné (avec a,b € R tels que a < b), avec ug € I et toujours f
croissante, justifier que (u,) est convergente.
(c) Sous les hypotheses précédentes, si on appelle alors ¢ sa limite, montrer que £ = f(¥).
3. On suppose dans cette question que f est décroissante. On pose, pour tout n, v, = ug, et Wy = Uspnt1-
Montrer que I est aussi un intervalle stable par f o f.
Montrer que f o f est croissante.

)
) -
c¢) Etablir une relation de récurrence vérifiée par (vy,) et (wy).
) En déduire que (vy,) et (wy,) sont monotones de monotonies contraires.
)

Montrer que si £ = Er}rl Up, alors on a £ = f(f({)).

On admettra qu’il en est de méme pour lim w,.
n—-+o0o

B Etude de deux exemples

Dans un souci de gain de temps et d’espace, on s’efforcera dans cette partie d’appliquer les résultats des
questions précédentes, plutét que de tout refaire dans les cas particuliers.

4. On pose f:x— Vr+ 2.
(a) Reésoudre f(z) = x.
(b) Effectuer I’étude de f en précisant notamment son domaine de définition et ses variations. En
déduire que [0, 2] et |2, +00[ sont deux intervalles stables par f.

(c) Donner le signe de f(z) — « en fonction de x.
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€[0,2
(d) On définit (un)ney par 4 ° 0,2
Vn €N, upt1 = f(uy)

limite. On précisera son sens de variation.

. Montrer que (u,) converge et déterminer sa

(e) Etudier (u,) si maintenant ug €]2, +oo|.
5. On pose g : x +— cos(z) et I = [0, g}

(a) Justifier que I est un intervalle stable par g et par g o g.
(b) Montrer que g(z) = x admet une unique solution « € I puis que [0, o] et [a, g} sont des intervalles

stables par g o g.

xo € 0, .
(¢) On définit (x,)pen par 0 €[0,0] . A l'aide de la question 3, décrire le compor-
¥ €N, g1 = glon)
tement des suites (vy,) = (z2,) et (wn) = (x2,+1) (sens de variation, convergence et limite éven-

tuelles) et enfin celui de la suite (zy,).
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MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR MAISON N° 8

Probléme 1

Soit I un intervalle de R.

. ug € 1
Etant donnée f: R — R fonction continue, on appelle (u,) la suite définie par 0
Vn € N, uny1 = f(un)

A Propriétés générales

On suppose dans toute cette partie que f(I) C I. On dit que I est un intervalle stable par f. On se
convaincra aisément que cela revient a la formulation équivalente suivante : pour tout x € I, f(z) € I.

1. On procéde par récurrence : ug € I et pour n € N, si u,, € I, alors up4+1 = f(u,) € I par stabilité.

Donc ’pour tout n e N, u,, € I ‘

2. On suppose dans cette question que f est croissante.

(a) On montre par récurrence que pour tout n € N, u,, < up41. Tout d’abord uy < uy. Puis pour

<
<

n € N, si u, < up41, alors par croissance de f, f(u,) < f(ups1). Donc | (uy,) est croissante ‘

Si ug > up, un raisonnement analogue montre que ’ (un) est décroissante |.

(b) Dans le cas ou I = [a,b] est borné (avec a,b € R tels que a < b), avec ug € I, comme f
croissante, (u,) est monotone d’aprés 2a. De plus, (u,) est bornée par [a,b] d’aprés 1. Donc

’(un) est convergente ‘

(¢) On a la relation up4+1 = f(uy) pour tout n. Lorsque n tend vers +00, u,4+1 — £ et par continuité
de f, fun) = f(0).
Finalement | ¢ = f(¢)|.
3. On suppose dans cette question que f est décroissante. On pose, pour tout n, v, = ug, €t wy = Uzn41-

(a) Comme f(I) C I, f(f(I)) C f(I) (résultat classique sur les images directes de deux parties
incluses 'une dans ’autre, ou bien refaire le raisonnement dans le cas présent).

Or f(I) c I. Donc f(f(I)) C I, et donc ’I est un intervalle stable par f o f ‘

(b) Soit x < y deux réels. Par décroissance de f, f(x) > f(y), puis a nouveau : f(f(x)) < f(f(y))-
Donc (fo f)(z) < (f o f)(y), ce qui montre que ’f o f est croissante ‘

(c) ¥ €N, vys1 = tsnys = f(uzns1) = F(f(usn)). Finalement [v, 11 = (f o f)(va) |

e On obtient de méme ’wnﬂ = (f o f)(wy) ‘

(d) e D’apréslarelation de récurrence précédente, fof étant croissante,

(vp) et (wy) sont monotones |.

e De plus par décroissance de f, si ug, < vapt2, alors ugpt1 = f(u2n) = f(uon+2) = Uonys.
Ainsi, si v, < vpyp1, alors wy, = Wy
On a de méme : si v, = Vp41, alors wy, < Wpt1.

Ceci montre que ’ (vp) et (wy) sont de monotonies contraires ‘

(e) Comme dans la question 2c, on passe a la limite dans la relation vy, = f(f(vy)) par continuité

de fo f, ce qui donne | £ = f(f(£)) |
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B Etude de deux exemples

4. On pose f:x— Vz +2.

(a)

(b)

()

(d)

5. On pose g : x +— cos(z) et I = [0, E}.

(a)

(b)

e La fonction ,/ est définie sur Ry, dérivable sur RY.

e La fonction z — z + 2 est définie et dérivable sur R (polynome) et z +2 >0 < x > —2.
Par composition, f est définie sur [—2, +oo] et dérivable sur | — 2, +o0].
Elle est strictement croissante sur | —2, 400 et on a les valeurs f(—2) = 0, f(0) = V2 et f(2) = 2,
ainsi que la limite lim f(z) = +oo.

T—+00

Donc f([0,2]) = [V2,2[C [0,2[ et f(]2, 400[) =]2, +o0].
Donc ’ [0,2[ et ]2, +oo] sont des intervalles stables par f ‘

f(x)=2z=2+2=2>= 2 =2o0u — 1. Réciproquement, seule .
Deplus’f(:v)—x>OSix<2et f(:v)—x<Osix>2‘.

ug € [0,2[

Vn €N, Uupy1 = f(Un)

D’apreés 1, u, € [0,2] pour tout n € N.

e D’aprés 2, comme f est croissante, (u,) est monotone.

On définit (up)nen par {

up —ug = f(ug) —up > 0 donc (uy,) est croissante.

(up) est convergente et sa limite est 2.

Pour tout n € N, u,, € [2,+00[, (uy) est décroissante et minorée donc converge et sa limite vaut
2.

2
La fonction cos, définie sur R, réalise une bijection décroissante de I dans [0, 1]. Ainsi g(I) =

[0,1] C I. Donc ’I est un intervalle stable par g et donc par g o g‘ (par 3a).

T
x +— g(x) — = est bijective sur I (car sa dérivée est négative) et vaut 1 en 0 et -1 en 5"

Donc ’g(x) — x = 0 admet une unique solution o € T ‘

Ainsi ¢([0,a]) = [a, 1] C [a, g} donc g(g([0,a])) C g ([a g}) — [0,a].

oesmens o (o 2])) 3]

Donc | [0, o] et [a, g} sont des intervalles stables par go g |.

zo € [0, o]

On définit (x,)pen par { avec g décroissante. D’aprés la question 3, (vy,)

Vn €N,z = g(xn)
T
est croissante et bornée par 0 et « tandis que (w,,) est décroissante et bornée par o et —. Toutes

deux convergent donc vers la seule limite possible, solution de (g o g)(z) =z : .

D’aprés la propriété admise,

() converge également vers « ‘
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MPSI Paul Valéry 3/12/2025
DEVOIR MAISON N°9

Probléme 1
Définition 1

On dit que deux ensembles E et I’ sont équipotents lorsqu’il existe une bijection f: E — F.

L’objectif de ce probléme est de démontrer le théoréme suivant et de appliquer pour montrer que P(N)
et NV sont équipotents. La derniére partie montre que N et N2 sont équipotents (on aura eu besoin de ce
résultat dans la partie précédente.

Théoréme 2 (Cantor-Bernstein, 1896)

Soient E, F' des ensembles. S’il existe une injection de ¥ dans F et une injection de F' dans F, alors il
existe une bijection de E dans F.

Un théoréme de point fixe

Soit E un ensemble et ® : P(E) — P(E) une application croissante pour l'inclusion, c’est-a-dire telle
que :
V(A,B) € P(E)*, AC B= ®(A) C ®(B).

Le but de cette partie est de montrer que ® posséde un point fixe, c’est-a-dire qu’il existe X € P(E) tel que
®(X) = X. Pour cela, on pose :
o ={AeP(E)|PA) C A}.
1. Montrer que .27/ # ().
2. Soit A € &/. Montrer que ®(A) € 7.
3. On pose X = ﬂ A.
Acds
(a) Montrer que X € <.
(b) Conclure.

Démonstration du théoréme de Cantor-Bernstein

Soit E, F' deux ensembles, et f: E — F et g : FF — E deux application injectives. On souhaite montrer
qu’il existe une application bijective de F dans F.
4. Considérons 'application ® : P(E) — P(E) .
A — E\g(F\[f(A))

(a) Veérifier que ® est bien définie.

(b) Montrer que ¢ admet un point fixe X.
5. 80t g: F\ f(X) — FE\X.

. — g(x)
(a) Montrer que § est bien définie.
(b) Montrer que g est bijective
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6. Soit h: E — F 'application définie par :

(x) sizeX

VxEE,h(m):{ 1) sizd X

Qr

(a) Montrer que h est bien définie.
(b) Montrer que h est bijective et en déduire le théoréme de Cantor-Bernstein.

Une application

On souhaite montrer que les ensembles P(N) et NV sont équipotent.

7. Déterminer une application f injective de P(N) dans NV,

8. On considére 'application :
v NY — P(N?)
u=(Up)pen — {(n,u,)|neN}

Montrer que ¥ est bien définie et injective.

9. Montrer que les ensembles P(N) et P(N?) sont équipotents.
On pourra admettre temporairement que N et N? sont équipotents.

10. Conclure.

Une bijection entre N et N?

Soit f: N? — N

wn) s a+<a+b+1>.

2
11. Soit (un)nen une suite d’entiers naturels strictement croissante. Montrer Vn € N, n < u,,.
12. Soit p € N.

1 2
(a) Montrer qu'il existe un unique ¢ € N tel que (C; ) <p< (C; )

1
(b) On pose a =p — <C;

13. Déduire des questions précédentes que f est bijective.

) et b = ¢ — a. Montrer que (a,b) € N% et f(a,b) = p.
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MPSI Paul Valéry 3/12/2025
DEVOIR MAISON N°9

Probléme 1
Définition 1

On dit que deux ensembles E et I’ sont équipotents lorsqu’il existe une bijection f: F — F.

L’objectif de ce probléme est de démontrer le théoréme suivant et de ’appliquer pour montrer que P(N)
et NV sont équipotents. La derniére partie montre que N et N? sont équipotents (on aura eu besoin de ce
résultat dans la partie précédente.

Théoréme 2 (Cantor-Bernstein, 1896)

Soit E, F' des ensembles. S’il existe une injection de E dans F' et une injection de F' dans E, alors il
existe une bijection de E dans F.

1. Par définition de ®, on a VX € P(FE), ®(X) C E. En particulier, pour X = E, ®(E) C E, donc

F € &/. Donc
EZZ)

2. Soit A € /. Par définition de o7, on a ®(A) C A. Comme P est croissante (A et $(A) sont bien des
parties de E), on en déduit ® (®(A4)) C ®(A), ce qui signifie que ®(A) € 7.

VA€ o, B(A) € o |

3. (a) Soit A € o/. Par définition de X, on a X C A. Comme @ est croissante, (X ) C ®(A). De plus,
comme A € o, ®(A) C A. Donc ®(X) C A. On a ainsi montré

VAe o, d(X) C A.

Par conséquent,
o(X)C [ A=X.
Acd/

Xeo)

(b) Montrons que ®(X) = X par double inclusion. On a déja prouvé ®(X) C X a la question
précédente. De plus, d’apres la question 2 et comme X € &7, ®(X) € &7. Or par définition de X,
VA € o/, X C A. Donc en particulier X C ®(X). Donc

Donc

’On a ®(X) =X, donc ® admet un point fixe. ‘

4. (a) Soit A € P(FE). Par définition d’une image directe, f(A) C F, et donc (F\ f(4)) C F. On en
deéduit g (F'\ f(A)) C E, puis (E\ g (F\ f(A4))) C E, soit ®(A) € P(E).

’<I> est bien définie. ‘
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(b) Montrons que ® est une application croissante. Soit A, B € P(E) telles que A C B. En utilisant
les propriétés de 'image directe et du complémentaire, on a alors successivement

f(A) C f(B)
FA\f(B) C F\ f(4)
g(F\f(B)) Cg(F\ f(A)

ENg(F\f(A) C E\g(F\ f(B))

®(4) C (B)

Ainsi ® est croissante. D’apreés le résultat de la partie A, on en déduit que ¢ admet un point fixe.

’<I> admet un point fixe X. ‘

(a) On a tout d’abord ®(X) = X, donc E\ g (F \ f(X)) = X. Ainsi g (F\ f(X)) = E\ X.
Soit x € F'\ f(X). On a alors g(z) € g (F\ f(X)) = £\ X. Donc

]g est bien définie. ‘

(b) g est une restriction a la source et au but de g, donc g est injective. On peut aussi le montrer
comme suit. Soit x,2" € F'\ f(X) tels que g(x) = g(2’). On a par définition g(z) = g(z’). Donc
x = car g est injective.
Montrons que g est surjective. Soit y € E'\ X. On a vu précédemment que F\ X = g (F'\ f(X)).
1l existe donc x € F'\ f(X) tel que g(x) =y, ce qui signifie que g(z) = y. Donc g est surjective.

’f] est bijective. ‘

(a) Soit xz € E.
e Siz e X, alors h(z) = f(z) € F.
e Siz¢ X, alors z € E\ X. Donc h(z) = §~(z) est bien défini et ' (z) € F\ f(X)C F
Dans tous les cas, h(z) € F.

’ h est bien définie. ‘

(b) Montrons que h est injective et surjective.
Soit z, 2’ € E tels que h(z) = h(z'). On distingue deux cas :
e Siz € X, alors h(z) = f(z) € f(X). Supposons 2’ ¢ X. On aurait h(z') = g~ (2) €
F\ f(X). Comme h(z) = h(z'), on en déduirait une contradiction. Donc 2’ € X. Ainsi
h(z') = f(2') = h(z) = f(z). Comme f est injective, x = 2’
e Siz ¢ X, le méme raisonnement montre que z’ = z.
Donc h est injective.
Soit y € F. On distingue deux cas :
e Siye f(X), alors il existe x € X tel que y = f(z). Comme z € X, y = h(x).
e Siye F\ f(X), on pose x = §(y). On a alors g~ (z) =y et z € E\ X, donc y = h(z).

Donc h est surjective.

’ h est bijective, ce qui prouve le théoréme de Cantor-Bernstein. ‘
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7.

10.

Soit A € P(N). On définit ¢4 : N — N par

1 sized
Ve N, SOA(JU):{O sixz ¢ A

On a alors par définition de ¢(A)
VeeN, zeAspalz)=1.

On considére ensuite I'application
f: P(N) — NV
A +— YA
et on montre que f est injective.
Soit A, B € P(N) telles que f(A) = f(B). Montrons que A = B. Soit z € N. On a
reEAS pplx)=1<ppr)=1&2€B.

Donc A = B.

’f est injective. ‘

Soit v € NY. Alors pour tout n € N, u,, € N. Donc (n,uy) € N et {(n,uy,) | n € N} € P(N?).

’\II est bien définie. ‘

Montrons que W est injective. Soit u,v € NV telles que ¥(u) = ¥(v). Montrons que u = v.
Soit n € N. On a (n,u,) € ¥(u) = ¥(v). Donc il existe m € N tel que (n,u,) = (m,v,,). On en déduit
n=m et u, = v, = v,. Ainsi u = v.

’\Il est injective. ‘

On sait que N et N? sont équipotents. Il existe donc ¢ : N — N? bijective. On pose

T: P(N) — P(N? T: P(N*)) — P(N)
A — t(A) B +— t7(B)

Soit A € P(N) et B € P(N?). On a
(T'oT) (A) =t (t(A)) = A, (ToT')(B)=t(t"*(B)) = B.

Donc T est bijective.

P(N) et P(N?) sont équipotents.

D’aprés la question 7, il existe une application injective de P(N) dans NV,

D’aprés la question 8, ¥ : NN — P(N?) est injective. Or d’aprés la question 9, P(N?) et P(N) sont
équipotents et T : P(N) — P(N?) est bijective, de bijection réciproque 7”. On en déduit que 7" o ¥ :
NN — P(N) est injective.

On peut donc appliquer le théoréme de Cantor-Bernstein et conclure
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P(N) et NY sont équipotents.

11. Soit (tn)nen € NV, une suite strictement croissante. On montre ¥n € N, n < u,, par récurrence sur n.

OnauOEN,doncO<u0.

Soit n € N. On suppose que n < u,. Comme la suite (u,)nen est strictement croissante, on a
Uy < Upt1, 00 n < Upyq. Comme n € N et upq1 €N, on en déduit n 4+ 1 < upyq.

Donc, d’aprés le principe de récurrence,

’VnGN,ngun‘.

12. (a) Soit p € N. On montre séparément 1’existence et 'unicité de c.

1
. Considérons 'ensemble A = {s eN| <S—; ) < p}. Montrons que A posséde un

1
plus grand élément. Comme 0) = 0 < p, 0 € A. Donc A est une partie non vide de N. De

1 1 2 1
plus, Vs € N| 8—; )ZS(S;-) Ainsi, Vs € N, (8—5 >—<8—; >:s+1>0,donc1a

. s+1 . . . . )
suite 9 est une suite d’entiers naturels strictement croissante. Par conséquent,
seN
s+1
).Ainsi,siséA,sé ( _;

majoré par p. A admet donc un plus grand élément c¢. Comme ¢ € A et ¢+ 1 ¢ A, on obtient

c+1 c+2
< .
() << (%)

Soit ¢1,co € N vérifiant le résultat. Supposons ¢; # co. Quitte a échanger ¢ et co, on

. s+1 .
peut supposer ¢1 < ¢g. On a donc ¢ + 1 < ¢g. Comme la suite << 9 >) est croissante,
seN

s+1

d’aprés la question 1, Vs € N, s < < ) < p, donc A est

c1+2 co+1 . .
onap< ( ! > < < 2 ) < p, ce qui est absurde. Donc nécessairement c; = cs.

2 2
c+1 c+2
Al < '
cen(“3 ) <0< (57
(b) On a par définition a,b € Z.

1 1
— Comme (c; )gp, onabienazp—(c—; )GN.

c+2 c+1 c+1 c+2
— Comme 9 = 5 +c+l,onab=c—a=c+ 9 —-p= 9 —-1-p

2 2
Comme p < (C; ),p+1< <C; ),et donc b € N.

 Enfin f(a,b) = a+ <a—|—;—|—1> e (c—|2—1> n <c—|2—1) .

(a,b) € N2 | f(a,b) =p|.

Donc
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13. On a montré & la question 2.2 que Vp € N, 3(a,b) € N?f(a,b) = p, donc f est surjective.
Montrons que f est injective. Soit (a1,b1), (ag,b2) € N? tels que f(a1,b1) = f(ag,bs). Posons p =

1 2
fla1,b1) = f(ag,by). D’aprés la question 2.1, il existe un unique ¢ € N tel que <C; ) <p< <C; >

by +1
Oronap—a1+<a1+21+ ).Commea1ENetbleN,onendéduit
a1 +b1+1 a1 +b1+1 a1+ b1 +2
(1 . ><p<a1+b1+1+<1 ) >=<1 . )

Par unicité de ¢, on en déduit a; + by = ¢. De méme on prouve que ag 4+ by = c¢. On en déduit

a1 +b+1 c+1 as +by +1
ay =p— 9 =p—- 9 =Dp—- 9 = az,

puis by = ¢ — a1 = ¢ — ag = be. Donc (a1,b1) = (a2, b2) et f est injective.

’f est bijective ‘
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MPSI Paul Valéry 17/12/2025
DEVOIR MAISON N° 10

Probléme 1

Soit (I,)y, la suite définie pour tout n € N par

—_

. Calculer Io, Il et Ig.

[\

. Pour tout n € N, montrer que I,, > 0. Montrer que la suite (I,,) est convergente.

3. A l'aide d’une intégration par parties, montrer que, pour n € N,
(n+2)lh42 = (n+1)I,.

4. Montrer que le produit (n + 1)1, 1,41 est constant.

5. (a) Calculer lirf I, (on pourra commencer par encadrer 12| pour tout n).
n—r+00

I,
(b) Calculer lim -2,

n—-+0o0o n

(c) Calculer 11141_1 vnl, (on pourra penser a comparer trois termes successifs de la suite).
n—+00

6. Pour tout n € N, exprimer Io, et Io,11 sous forme de produits puis & 'aide de factorielles.

Probléme 2

T In(t
On définit sur R la fonction g : z — / n(t)
1

1+t

dt. On note C,4 sa courbe représentative.

Etude de l’intégrale

1. Montrer que g est dérivable sur R .
2. Calculer ¢’ et en déduire les variations de g.

3. Déterminer le signe de g.

g (z) .

4. Déterminer la limite de T q buis de 9(2) 5 lorsque = — 1.
x —

(z—1)

5. Montrer que Vo € R, g(z) = g(1/x).

Précisions graphiques

Arctanx
Soit h définie sur RY par h:x— ——-—.
x

6. Montrer que h est prolongeable par continuité en 0. On appellera encore h son prolongement.

7. Montrer que Va € RY , g(x) = Arctan(z) In(z) — / h(t) dt.
1

8. Montrer que g est prolongeable par continuité en 0. On appelle encore g son prolongement. Etudier la
dérivabilité de g (a droite) en 0.

9. Interpréter graphiquement (en 0 et en 4+00) les résultats précédents.
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Valeur de ¢(0)

xT
Pour tout k£ € N, on définit sur RY la fonction fj, : z — / t*In(t) dt.
1

10. Pour tous k € N et 2 € R, déterminer fi(x).
11. Montrer que pour tous n € N et x € R*,

12. En déduire que pour tous n € N et x € R},

n

g(@) =Y (=) for(x)

k=0

< fong2(2).

1
< .
(2n 4+ 3)2

13. Montrer que pour tout n € N*,

n 1 k
90 -3 (Q(k +)1)2

k=0

14. Donner une valeur approchée de g(0) 2 1072 prés.

15. Tracer une allure de C4 en prenant en compte toutes les informations obtenues lors de ce probléme et
en les faisant apparaitre sur votre dessin dans la mesure du possible.
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MPSI Paul Valéry Corrigé

DEVOIR MAISON N° 10

Probléme 1

Soit (I,)y la suite définie pour tout n € N par

D.

.10:/210175:.
; 2

L= / ? sin(t)dt = [—cos(®)]Z = [1].

0
1- 2t
Soit t € R. On a sin®(t) = CQOS().

21— cos(2t 31 1 (3
Cela permet de calculer I = /2 L() dt = /2 —dt— = /2 cos(2t) dt :_
0 2 0 2 2 Jo 4

Pour tout t € [O, g}, 0 < sin(t) < 1. Donc 0 < sin™ () < sin™(t). Par croissance de lintégrale, on a

donc 0 < 1,41 < I, ce qui montre que ’ (I,) est une suite décroissante de termes positifs ou nuls|.

La suite (I,,) étant décroissante et minorée (par 0), |elle est convergente ‘

us

Soit n > 2. I, = /2 sin () sin(t) dt.
0

t) = sin" (¢ '(t) = (n — 1) cos(t) sin™ (¢
On intégre par parties en posant u(t) = sin™ " (¢) Alors 4" (1) = (n = 1) cos(t) sin™(t)
v v(t) = — cos(t)

I, = [~ cos(t) sin™ ' (¢)]

[=RCTE
+
—~
3
|
—_
SN—
S—
aQ
o
n
[
—
~
SN—
n
=
B
3
N
—
~
N—
Il
—~
3
|
—_
N—

/ ® (1 = sin(8)) sin™%(¢),
0

-1
Ainsi I, = (n — 1)(In_a — I,). Et donc | I, = T, |.
n
. L. n+1
. La relation précédente s’écrit pour n € N : I,10 = n 2.7n
n

n+1
n+2
Cela montre que | ((n + 1)InIpy1),,cy st constante|, égale & Ipy =

Alors In+2_[n+1 —1] In+17 1.e. (n + 2)In+2-[n+1 = (n + 1)InIn+1

(a) On a pour tout n € N, 0 < I;,41 < Iy, donc 0 < (n+ D Ipy1lpi1 < (n+ 1) 11 = %

Ainsi 0 < I2,; < ﬁ, soit 0 < |1, < 1/%. Par encadrement, | I, —— 0|.

n—-+o00
[n+2 In—l—l . s R
(b) Pour tout n € N, on a I,49 < I,41 < I, donc, comme I, # 0, i < 7 < 1, soit, d’aprés 3,
n n
1 I 1 I
n < ntl <1.0r nt ——— 1 donc par encadrement, ntl )
n -+ 2 In n-+2 n—stoo In n——+o0o

+ +

r 1(n+ 1)] It > nl), I nI In 1= Z Par encadrement on obtlent nI2 —_— —,

encore
n—+oco 4

don | nl, — Y-
n
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6. D’aprés 3, on a pour tout n € N* : =
Iypy1 = <

Probléme 2

xX
On définit sur R la fonction g : z — /
1

dt. On note C, sa courbe représentative.

In(t)
1+1¢2

Etude de l’intégrale

In(t
1.t — 1135 22 est continue sur R’ (par quotient avec 1 + t2 # 0) donc sur [1,z] (ou [z,1]), pour tout
x € R%. Donc par théoréme fondamental de 'analyse, | g est dérivable sur RY |
I A 2 A * / ID(CL') P . )
2. D’apres le théoréme fondamental, Vo € RY, | ¢'(z) = a2 négatif sur |0, 1[, positif sur |1, +oo[, nul
T

en 1.
Donc ’g est strictement décroissante sur |0, 1] et croissante sur |1, +o00[ ‘

3. Comme g(0) =0, | g est positive sur R’ , nulle en 1|

1 /
4. 1+22 2 et n(@) 1 par exemple par taux d’accroissement. Donc g(x) .
z—1 r—1 z—1 z—1 z—=1 2

'(t 1
LU < B + . On a alors, pour tout

—_

1
Soit€>0et0<n<1telquth€[1—n,1+77]\{1},§—£<til
te[l—nal+n]7

(;—&) (t—1)<g(t) < <;+e> (t—1).

Soit z € [1 —n,1+n] \ {1}. Par croissance de l'intégrale de 1 a x,

(-2 o (1) 52 e

9(x) 1
(@12 =51 4

Ceci montre que

1
Interprétation graphique : la courbe représentative de g présente I’allure d’une parabole (z — Z(x— 1)?)

au voisinage de x = 1.

1 1
5. On effectue le changement de variable u = —; du = —— dt.

T In(t) 1z n(1/u) 1z n(u)
o= aay =) e =) e =l

Montrer que Vo € R* g(z) = g(1/x).

Précisions graphiques

Arctanx
Soit h définie sur RY par h:x— ———.
x
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Arcta
aretan® 7 1 (taux d’accroissement) donc poser ’h(O) = 1 prolonge h par continuité en ( ‘
X r—

On effectue une intégration par parties avec t — Arctant et ¢ — In(t) de classe C'.

L Arctant

Soit x € R. g(x) = [Arctan(t) In(¢)]] —/0 — dt. Donc | g(z) = Arctan(z) In(x) — /j h(t)dt|.

Arctan(z) ~,% donc Arctan(z) In(x) ~, zIn(z), qui tend vers 0 en 0 par croissances comparées. De
T T—

1
plus, h est désormais continue sur [0, 1], ainsi / h(t)dt € R.
0

1
Donc poser | g(0) = / h(t) dt prolonge g par continuité en 0 |
0

x
T / h(t) dt est dérivable en 0 par théoréme fondamental car h est continue sur [0, 1].

1
Soit f : z +— Arctan(z)In(x), prolongée par continuité en 0 par f(0) = 0.
f(x) — f(0)  Arctan(z)In(z)

X X

Alors pour tout x > 0, . In(z). Ainsi f n’est pas dérivable en 0. Et
—

€T
donc ’g n’est pas dérivable en O‘ (sinon f:x+— g(x) + / h(t) dt le serait aussi).
1

La courbe de g présente une demi-tangente verticale en 0 et (comme g(x) = ¢g(1/z) pour tout z) g tend
vers g(0) en +oo.

Valeur de ¢(0)

xT
Pour tout k£ € N, on définit sur RY la fonction fj, : z — / R 1n(t) dt.
1

tk+11 t z x tk
10. Pour tous k € Net z € ]R*Jr, fr(x) = {n()] _/ dt.
1 1

E+1 E+1

xk:—&-l ln(:ﬂ) B l.k—i—l 1
k+1 (k+1)2

Ainsi | fy(z) =

11. Soit n € Net z € RY.
n
1— (_1)n+1$2n+2 1 (_1)n+1x2n+2
S k, 2k _ — ot
La somme géomeétrique donne kzo(—l) T 22 =112 o d’ou
Y e s
= —_— l' —_— [
1+ x2 1+ 22
k=0
In(t . 22 In(t
12. Vt > 1, 11(22 = Z(—l)kt% In(t) + (—1)”+11+;12(). Par croissance de 'intégrale sur [1,z]| pour

n 1 xt2n+2
v > 1) < ) o) + (0 [
k=0

n
k
g9(@) = > (=) for()
k=0
On fait le méme raisonnement sur [z, 1] en faisant attention aux signes dans les inégalités.

< fonta(z) |

Cela donne, en valeurs absolues :
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13.

14.

15.

1
On fait tendre x vers 0. D’aprés la formule de 10, fy(z) — —5

x—0 (k‘ + 1)2.
D tout n € N*, | |g(0) En (-1)" < L
onc pour tout n . [19(0) — 5| < 5 |
— (2k+1) (2n +3)
4 k
S . (=1 1 ~2 Tyrn
Avec n = 4, 'estimation d’erreur ci-dessus donne |g(0) — E CT] < 151 < 107, D’ott une valeur
im0 2+ 1)
4
) e —1)k 1 1 1 1 91369
approchée de g(0) a 1072 pres : E (2(16—1—)1)2:1_9+25_49+81: 99295 I
k=0

Une allure de Cy se déduit de I’ensemble des résultats précédents : minimum nul en x = 1, symétrie par
rapport a la transformation x — 1/x, demi-tangente verticale en 0 et asymptote horizontale en +o0.
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MPSI Paul Valéry 07/01/2026
DEVOIR MAISON N° 11

Probléme 1

Dans ce probléme, g : R} — R désigne une fonction continue. Etant donnés a,b € R fixés, on considére
I’équation différentielle

t*y" + aty’ + by = g(t) (E)
1. On note (Ep) I'équation homogene associ¢e (toujours pour ¢ € R’ ). Montrer que ¢ — t"™ est solution
si et seulement si m est solution de I'équation X (X — 1) +aX +b = 0.

2. Pour toute fonction f : R} — R, on pose u définie sur R telle que pour tout € R, u(z) = f(e*).
Montrer que f est solution de (FE) si et seulement si u est solution (définie pour x € R) de

"+ (a — 1)u' + bu = g(e”). (E)

3. Résoudre sur R les équations différentielles suivantes.
(a) %" + 5ty + 4y = t,
1
(b) 2y +y=1t+ 5

4. Résoudre (i.e. trouver toutes les fonctions dérivables f : R} — R qui vérifient, pour tout x € RY)

L1
ra=1(3).
Probléme 2

1. Montrer que I'équation X2 — X — 1 = 0 admet deux solutions réelles distinctes.
On notera ¢ la plus grande de ces solutions et ¢ la plus petite. Dans tout le probléme (y compris dans
cette question) on ne cherchera pas a donner une expression explicite de ¢ et ¢. On admet aussi que
p et p sont irrationnels.
Sans calculer ¢ et ¢, donner les valeurs de ¢ + @ et pp.

On note Z[p| I'ensemble suivant.
2l = {w € R| Ha,h) € 72, o= at b},

2. Montrer que Z[p] est un sous-anneau du corps (R, +, x).
On note G le groupe des éléments inversibles de 'anneau (Z[y], +, X).
3. Soit € Z[yp]. Montrer qu’il existe un unique couple (a,b) € Z? tel que = = a + byp.

4. Soit = a + by, avec (a,b) € Z*. L'unicité du couple (a,b) nous permet de poser & = a + b et
N(x) = zi.
(a) Montrer que Vx € Z[p], N(z) € Z.
(b) Montrer que Vr,z' € Z[p], z2! = da.
(c) En déduire que Vz, 2’ € Z[p], N(xz') = N(z)N(2').
5. Montrer que Vo € Z[p], x € G < N(x) € {—1,1}. Z[p] est-il un corps?

6. On pose H =G N1, 400l
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(a) Soit a,b € Z. On pose x = a + bp. Montrer que si x € H, alors a > 0 et b > 0.
(b) En déduire que ¢ est le plus petit élément de H.
(c) Soit z € H. Montrer qu'’il existe p € N* tel que

Spp < T < (pp+1

(d) En déduire que H = {¢” | p € N*}.

7. Montrer que
O : U2 x7Z — G
(e,p) — e¥”

est un isomorphisme de groupes.
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MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR MAISON N° 11

Probléme 1

Dans ce probléme, g : RT — R désigne une fonction continue. Etant donnés a,b € R fixés, on considére
I’équation différentielle

t2y" + aty’ + by = g(t) (E)
1. Soit m € R. y : t — t™ est dérivable deux fois sur R’ et on a
vt e RY, ¢/ (t) = mt™ et y'(t) = m(m — 1)t™ 2.
Ainsi
y est solution de (Ep) <Vt e RY, t2y"(¢) +aty'(t) + by(t) = 0
& ViteRL, (m(m—1)4+am+b)t" =0
& mm—1)+am+b=0

car t"™ # 0 sur R’ . Finalement,

’t — t"™" est solution de (Ep) <= m est solution de X(X — 1) +aX +b=0.

2. Soit f: R} — R et définissons u : R — R par
Ve € R, u(x) = f(e*).

De maniére équivalente, V¢ € RY, f(t) = u(Int).
Par composition, f est deux fois dérivable sur RY si et seulement si u est deux fois dérivable sur R.
Dans ce cas, pour tout ¢t € R,

£(t) = %u’(ln Hooet f(t) = tlzu"(lnt) - tizu’(ln .

Ainsi
f est solution de B < WVt e RY, 2 f"(t) + atf'(t) + bf(t) = g(t)
& VteRL, u"(Int) + (a — 1)u'(Int) + bu(lnt) = g(t)
& VreR, W (x)+ (a — 1) (z) + bu(z) = g(e¥)

car t — Int est bijective de R’ dans R. Ainsi

[ est solution de (E) sur R} <= wu est solution de (E') sur R.

3. (a) m(m—1)+5m+4=0«< m=—2, qui est aussi 'équation caractéristique de (E').
Les solutions u de I’équation homogene associée a (E’) : u” + 4u’ + 4u = €* sont

{ZEI—>(A1’+B)€2$|A,BER}.

A+ Blnt
Ainsi, en posant = = Int, les solutions de I’équation homogeéne (Ejy) sont {t > At ot }

2 | A,BeR

1
Enfin 2 — §e“ est solution particuliére de (E'). Les solutions sont donc

t2

A+ Blnt t
{m++rl+9|ABeR}.
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(b) L’équation (E') associée est u” —u' +u =e" + e ",

L’équation m(m—1)+1 = 0 a deux solutions complexes : . D’ot les solutions de ’équation

+iv3
2

N (A N /
homogeéne associée a (E') :

(ot (o (2) i (52 .

En posant z = Int, on a les solutions de ’équation homogéne.

{t — Vit (Acos <\é§1nt> + Bsin (?lnt)) } .

1 1
On cherche une solution particuliére par superposition. On obtient y,(t) = §t+ Qt_l. Finalement,

les solutions sont

2 t

{t = Vi(Acos(Fmt) + Bsin(Fmt)) + 1(t+ 1)} .

1
4 Soit f dérivable sur R’ telle que Vo € R* | f/(x) = f(;).

1 . .. .
x — — est dérivable sur R’} et & valeurs dans R, , donc par composition, f’ est dérivable sur R%

etonaVzeR:, f'(z) = ;—;f’ (i) = ;—;f (x).

Ainsi, f est solution de I'équation z2y” + y = 0, résolue précédemment.

Donc f € {x»—> \/§<ACOS (flnx) + Bsin (?lnx>> }
Soit A, B € R et f:xl—>\/§<Acos (flnx) + Bsin (?lnx))

Alors Vx € RY,

f'(z) %(Acos (@ lna?) + Bsin <§ ln:c))

_ 1
VE

+ ?(—Asin (@lnx) + B cos (‘églnx))]

f (i) = \;E (Acos (731111') — Bsin (@1nm>) .
1 A
Ona f'(z)=f (w) dés lors que { 2 2 j.e. V3B = A.

En conclusion, les solutions sont

{xHCﬁcos(@lnw—%) |CER}.
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Probléme 2

1. Le discriminant du trinéme X2 — X — 1 est A = 5. Comme A > 0,

’le trindme X2 — X — 1 admet deux racines réelles distinctes. ‘

On note p et ¢ ces deux solutions, de sorte que ¢ < ¢.
On a (somme et produit des racines d’un trinome) ’go +p=1 ‘ et ’(p(ﬁ =-1 ‘

2. Montrons que Z[p] est un sous-anneau de (R, +, x).
e Par définition de Z[y], Z[p] C R.
e Pour (a,b) = (0,0), on obtient a + by = 0, donc 0 € Z[yp)].
e Pour (a,b) = (1,0), on obtient a 4+ by = 1, donc 1 € Z[yp].
o Soit z,2’ € Z[p]. 1l existe a,b,a’,b’ € Z tels que x = a + by et 2’ = a’ + V' p. On a alors

r+2 =(a+d)+ (b+b)ep.

Comme a+a' € Zet b+ €Z, on a x+ 2’ € Z[p]. Donc Z[p] est stable par +.
e Comme ¢? = ¢ + 1,
2’ = (aa’ + bb') + (ab' + ba’ + bb)p.
Comme aa’ + bb' € Z et ab' + ba’ + bV’ € Z, on a xz’ € Z[p]. Donc Z[yp] est stable par x.
e Enfin,
= (~a) + (D).
Comme —a € Z et —b € Z, on a —x € Z[p]. Donc Z|p] est stable par passage a I'oppose.

’Z[@] est un sous-anneau de (R, +, x) ‘

3. Soit x € Z[p]. Supposons = a + by = a’ + b'p, avec a,a’, b, b’ € Z. Par différence,
a—a = —b)p.

Si b # b, alors ¢ serait rationnel. Donc b = b et a = a’. Ainsi

‘VwEZ[gp], 3! (a,b) € Z?, :c:a—i—bgo‘.

4. (a) Soit z € Z[p], avec x = a + bp. On a
N(z) = z&
= (a+ by)(a + by)
= a® +ab(p + §) + bp
=a’+ab— b € Z.

Donc ’Vm € Zly], N(z)e Z‘.

(b) Soit x,2" € Z[g]. On écrit x = a + by et ' = a’ + by, avec a,a’,b,b’ € Z. Comme ¢ et H sont
racines du trinome X2 — X — 1, on a

22’ = (ad' + bV') + (ab' + ba’ + bb')p
& x ' = (a+bp) (a +V@) = (ad +bb) + (abl + ba' + bb)¢.

Donc |zz’ = 22 |.
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d.

6.

(¢) On déduit

— ~

N(zx') = (z2')(z2’) = 22’22’ = (22) (l‘,1§/> = N(z)N(a').

Donc | N(xzz') = N(z)N(2) |
Soit x € G. 1l existe y € Z[p] tel que xy = 1. On en déduit

N(z)N(y) = N(zy) = N(1) = 1.
Comme N(z), N(y) € Z, N(z) divise 1. On en déduit
N(z) e {-1,1}.

Réciproquement, soit = € Z[y] tel que N(z) € {—1,1}.
Remarquons que puisque ¢ =1 — ¢, Va,b € Z, a + bp = a+ b — bp € Z[yp)].
e Si N(xz) =1, 0on a z = 1. Comme & € Z[g], = est inversible dans Z[¢] et 271 = 7.
e Si N(z) = —1,0onaxz x (—#) = 1. Comme —& € Z[g], x est inversible dans Z[y] et 2~ = —3.

Donc

¥z € Zlg], z € G & N(x) € {~1,1}},

Comme 2 € Z[yp] et N(2) =4, 2 n’est pas inversible dans Z[y]. Donc

’Z[cp] n’est pas un corps ‘

(a) Soit a,b € Z et x = a + bp. Supposons x € H. On a alors x € G et x > 1. On en déduit que
x est inversible dans Z[p] et 0 < 27! < 1. De plus, d’aprés la question précédente, N(z) =1 ou
N(z) =-1.

e Si N(z) =1, alors 271 = &. Ainsi —1 < —&, ot 0 < z — & = b(p — ¢) et donc b > 0 car
@ < . De plus, comme ¢ X ¢ < 0, on a nécessairement ¢ > 0 et ¢ < 0. Donc 0 < a+bp < a.
e Si N(z) = —1,alors x7 ! = —&. Ainsi 1 <2 —1 =b(p — @) et donc b > 0 car p < . Comme
—1 < 2, on en déduit —1 < a+bp < a et donc 0 < a car a € Z.
Donc, dans les deux cas, |sia+bp € H, alorsa>0et b >0 ‘

(b) Tout d’abord, N(¢) = ¢ x ¢ = —1, donc ¢ € G. De plus, comme o + @ =1et » <0, p > 1.
Donc .
Montrons maintenant que ¢ est un minorant de H. Soit x € H. En particulier, x € Z[p], donc il
existe a,b € Z tels que x = a + bp. D’aprés la question précédente, a > 0 et b > 0. On en déduit
b>1carbeZ, puis a+ bp > ¢ car ¢ > 0. Donc ’gp est le plus petit élément de H ‘

(c) Soit x € H. On considére

A:{kEN*\gpkéx}.
Comme ¢ =min H, 1 € A et donc A est une partie non vide de N. De plus

1
P <ok,
Inp

N

car Inp > 0. Donc A est majoré et admet un plus grand élément p. Comme p +1 ¢ A, on a
z < P! Donc

Ve e H,Ape N o <z <Pt
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(d) On montre le résultat par double inclusion.
(G, x) est un groupe et ¢ € G. Donc Vp € N*, ¥ € G.
De plus, comme ¢ > 1, Vp € N*, ¢ > o > 1.
Donc Vp e N*, P € H, ice. {¢|peN*} C H.
Soit € H. D’aprés la question précédente, il existe p € N* tel que P < < P,
Onposealorsy:%. Onal<y<op.
Comme z € G, v € G et (G, X) est un groupe, on en déduit y € G.

Supposons y > 1. On a alors y € H et y < ¢, ce qui est impossible.
Donc nécessairement y = 1 et @ = ¢P. Ainsi H C {¢? | p € N*}.

H={¢" |peN}|

7. Commencons par vérifier que © est bien défini. Comme ¢ € G et (G, X) est un groupe, Vp € Z, ¥ € G.
De plus, comme —1 € G, V(e,p) € Uy X Z, e¢? € G. Donc © est bien défini. On doit ensuite montrer
que O est un morphisme de groupes, injectif et surjectif.

Finalement,

e Commencgons par expliciter la loi du groupe Us x Z. Il s’agit du produit cartésien des groupes
(Ug, x) et (Z,+). Donc la loi x du groupe Ug X Z est définie par

V((E,p), (6/,]?/)) € Uz X Z, (E,p) * (E/,p/) = (55/7p+p/)'

Puis

= (e¢") x (£'¢")
= 0O(e,p) x O, p').

Donc © est un morphisme de groupes.
e Montrons que Ker © = {(1,0)}. Soit (¢,p) € Uy x Z tel que O(e,p) =1, i.e. e’ =
Comme ¢ > 0, e a méme signe que €. Donc ¢ = 1. Ainsi ¢ =
Comme ¢ # 1, on en déduit plnp = 0, puis p = 0. Donc (e,p) = (1,0).
Cela montre que Ker© C {(1,0)}.
Comme (1,0) est 1’élément neutre de Uy x Z, U'inclusion réciproque est vérifiée.
Par conséquent Ker © = {(1,0)} et © est injectif.
e Montrons enfin que © est surjectif. Soit z € G. On distingue alors plusieurs cas
e Siz > 1, alors z € H et, d’aprés la question précédente, il existe p € N* tel que z = ¢F =
o(1,p).
e Si0<xz<1,alorsz ! e H et il existe p € N* tel que 7! = P, dott z = ¢ P = (1, —p).
e Siz =1, alors x = ©(1,0).
Cela prouve que Ve € G,z > 0= Ip e Zx =0(1,p). Si x <0, alors —z € G et —x > 0.
Donc il existe p € Z tel que —x = ¢P, dou x = —¢P = O(—1, p).
Comme 0 ¢ G, tous les cas possibles ont été traités. Donc O est surjectif.

Donc ’@ est un isomorphisme de groupes |.
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MPSI Paul Valéry 21/01/2026
DEVOIR MAISON N° 12

Probléme 1

L’objectif de ce probléme est de déterminer les triplets pythagoriciens et d’en déduire le grand théoréme
de Fermat pour n = 4.

A Préliminaire
On note & l'ensemble des nombres premiers. Pour tout n € Z et tout nombre premier p, on note v,(n)
la valuation p-adique de n.

1. Soit a,b, k € N*. Montrer que si a* | b*, alors a | b.
2. Soit n, k € N*. Montrer que

(Elm eN'n= 'mk) & (Vpe Z, vp(n) =0 [k]).

3. Soit m, k,a,b € N* tels que a Ab = 1 et ab = m”*. Montrer qu'il existe ¢,d € N* tels que a = ¢* et
b=d".

B Triplets pythagoriciens

On appelle triplet pythagoricien tout triplet (a,b,c) € (N*)3 tel que a® + b? = 2.
Un triplet pythagoricien (a, b, c) est dit primitif si a A b= 1.
Soit (a, b, ¢) un triplet pythagoricien.
4. (a) Montrer queaANb=aAc=bAc.
(b) En déduire qu’il existe § € N* et un triplet pythagoricien primitif (a’, ¢, ¢') tel que a = da’, b = 5t/
et c=dc.

Dans la suite, on suppose que (a, b, c) est un triplet pythagoricien primitif.

5. En considérant les congruences de a?, b? et ¢® modulo 4, montrer que a et b n’ont pas la méme parité
et que c est impair.
On dit qu’un triplet pythagoricien primitif (a,b,c) est rangé si b est pair et a et ¢ sont impairs. On
suppose maintenant que (a, b, c) est un triplet pythagoricien primitif et rangé.
6. (a) Montrer que (¢ —a) A (¢+a) = 2.
(b) Montrer qu’il existe p,q € N* tels que
5 CH+a 5 C—a

_= et _=
p 9 q

En déduire que
a:p2—q2 , b=2pq et c:p2+q2.

C ontrer gque € son remiers entre eux, n o1 as la Mmeme parite e ue < DP.
Montrer que p et ¢ sont premi t , n’ont pas la méme parité et que ¢ < p

7. Réciproquement, soit p, g € N* premiers entre eux tels que p et ¢ n’ont pas la méme parité et que ¢ < p.
Montrer que (p* — ¢2,2pq, p* + ¢*) est un triplet pythagoricien primitif rangé.
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C

Grand théoréme de Fermat pour n =4

On considére 1’équation diophantienne (E) : a* — b* = ¢%. On dit qu’une solution (a, b, c) € (N*)? de (E)
est primitive sia A b= 1.

8.

Soit (a,b,¢) € (N*)* une solution de (E). Montrer que I'équation (E) admet une solution primitive
(a' b, ) telle que @’ < a.

On suppose dorénavant que (a,b,c) est une solution primitive de (FE).

9.
10.

11.

12.
13.

Montrer que a est impair.
On suppose que b est impair. En considérant le triplet pythagoricien (1)27 c, az), puis en calculant b%a?,
montrer que équation (E) admet une solution primitive (a’,¥’,¢') € (N*)? telle que o’ < a.
On suppose que b est pair.
(a) Montrer qu’il existe p,q € N* premiers entre eux tels que p est impair, ¢ est pair, b> = 2pq et
2 .2, 2
a=p - +q°.
(b) Montrer qu’il existe r, s € N* tels que a? = r*+4s?, puis qu’il existe t,u € N* tels que r? = t* —u?.
En déduire que 'équation (E) admet une solution primitive (a/, ¥, ¢') € (N*)? telle que a’ < a.

2

En déduire que I'équation (E) n’admet aucune solution (a, b, ¢) € (N*)?.

En déduire le grand théoréme de Fermat pour n = 4, i.e. que I’équation a* 4+ b* = ¢* n’admet aucune
solution (a,b,c) € (N*)3.
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MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR MAISON N° 12

Probléme 1
1. Soit a,b,k € N* tels que a® | b*. Soit p € 2. Par propriétés des valuations p-adiques, on a up(ak) <
vp(bF). Or v,(a¥) = kupla) et v, (bY) = kuy(b). Comme k > 0, on en déduit v,(a) < v,(b). On a donc
prouvé {p € & | vp(a) < vp(b)}, de quoi on déduit a | b par théoréme de cours.

Si a® | ¥, alors a | b.

2. Soit n, k € N*.
Supposons qu’il existe m € N* tel que n = m”. Soit p € 2. On a v,(n) = kv,(m), donc vy(n) =0
(K]
Supposons {p € & | vp(n) =0 [k]}. On décompose n en produit de facteurs premiers. Il existe un
ensemble fini @@ de nombres premiers tel que

n = H p’/p(n)'

PEQR

Par hypothése, pour tout p € &, il existe o, € N tel que vp(n) = koy,. On pose alors

m = Hpap.

PEQ
On a alors
k
mF = H po _ H pkap _ H pl/p(n) - n.
PEQ PEQ PeER
Donc

(Elm eN"n= mk> & (Vpe 2, vp(n) =0 [k]) |

3. Soit m, k,a,b € N* tels que aAb = 1 et ab = m”*. Soit p € Z. Comme aAb=1,0n a min{w,(a), v, (b)}
0. Comme ab = m*, on a v,(a) + vp(b) = kvp(m). On a donc deux possibilités, soit (vp(a), vp(b))
(0, kvp(m)), soit (vp(a),vp(b)) = (kvp(m),0). Dans tous les cas, on a vp(a) =0 [k] et v,(b) =0 [k]. O
en déduit le résultat a ’aide de la question précédente.

=

Si ab=m" et a Ab =1, alors il existe ¢,d € N* tels que a = * et b = d.

4. (a) Soit d = aAb. Alors d? divise a? et b%, donc d? | (a® 4 b%), donc d? | ¢®. On en déduit d | ¢ d’aprés
la question 1. En particulier a A b divise a, b et ¢, doncaAb|aAcet aAb|bAc. On montre de
méme aAc|aAbet bAc|aAb Donc

’a/\b:a/\c:b/\c‘.

(b) Posons 6 =aAb. Onad|aetd|b De plus, d’aprés la question précédente, d | c. Donc il existe
a' b, € N* tels que a = da’, b = 6b’ et ¢ = 6c. Tl reste & montrer que (a’,V’, ') est un triplet
pythagoricien primitif.
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e Comme (a,b,c) est un triplet pythagoricien, a® + b* = ¢ Ainsi 6 ((a')? + (V)?) = 6%(c)%
Comme § > 0, on en déeduit (a')? + (V')? = ()2, donc (a’, V', ¢) est un triplet pythagoricien.

e Onad=aAb=23dd AN6b =dd AV, donca' AW =1et (a',V,c) est un triplet pythagoricien
primitif.

Il existe § € N* et un triplet pythagoricien primitif (a’,¥’, ') tel que a = da’, b = db' et ¢ = 6c'.

5. Soit n € N.

6.

Si n est pair, alors 2 | n, donc 4 | n?, donc n* = 0 [4].
Si n est impair, alors n = 1 [4] ou n = 3 [4]. Dans les deux cas n® = 1 [4].

On a donc montré qu'un carré est congru & 0 ou a 1 modulo 4.

Comme a Ab=1, a et b ne peuvent pas étre tous les deux pairs. Supposons que a et b soient tous les
deux impairs. D’apreés ce qui précede, on a a® = 1 [4] et ¥=1 [4], donc A=ad?>+p’=2 [4], ce qui est
impossible. Donc a et b n’ont pas la méme parité. On a alors ¢ = 1 [4], donc ¢ est impair.

(a)

a et b n’ont pas la méme parité et c est impair. ‘

Soit d = c—a A c+ a. d divise 2c et 2a, donc d divise 2a Ac =2 car aAc=aAb=1. De plus,
comme a et ¢ sont impairs, ¢ — a et ¢+ a sont pairs, donc 2 | d. Donc

’(c—a)/\(c—i—a):Q‘.

Comme b est pair, il existe b’ € N* tel que b = 2b'. On a alors b*> = 4(0')? = ¢* —a® = (c+a)(c—a),

c—a
etv = — D’aprés la question précédente, u,v € N* et uAv = 1.

On en déduit, d’apres la question 3, qu’il existe p, ¢ € N* tels que u = p? et v = ¢°.

c
donc (b)? = uv avec u =

Il existe p,q € N* tels que ¢ —12_ ¢ _ p° et

On en déduit directement ¢ = p? + ¢2, a = p* — ¢* et b% = 4p%¢?, donc b = 2pq car b,p,q > 0.

a=p*—¢*, b=2pq c=p"+¢|

En reprenant les notations de la question précédente, on a u A v = 1, donc p> A ¢*> = 1. Or
PPAGE = (p/\ q)z, donc pA g = 1. On en déduit que p et g ne peuvent pas étre tous les deux pairs.
Si p et ¢ sont tous les deux impairs, alors ¢ = p? + ¢® serait pair, ce qui n’est pas le cas. Donc p
et ¢ n’ont pas la méme parité. Enfin, comme a > 0, on a p? > ¢2, donc ¢ < p.

’ p et ¢ sont premiers entre eux, n’ont pas la méme parité et g < p.

7. Soit p,q € N* premiers entre eux tels que p et ¢ n’ont pas la méme parité et que ¢ < p. Posons
a=p>—¢* b=2pget c=p®+¢* Comme p,q € N* et ¢ < p, on a a,b,c € N*.

e On a

A+ 0" = (p? = )+ 2p0)* =p" =2’ + " + P =p" + WP+ q = (P + )P =

Donc (a,b,c) est un triplet pythagoricien.
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8.

10.

11.

e Soit d = a A b. D’aprés la question 4a, on a § = a A ¢. En particulier § divise a et ¢, donc § divise
c+a =2p? et c—a = 2¢>. Ainsi 6 divise 2p> A 2¢% = 2(10/\q)2 = 2. De plus, comme p et g n’ont pas
la méme parité, a est impair. On en conclut que 6 = 1. Donc (a, b, ¢) est un triplet pythagoricien
primitif.

e Enfin, comme a est impair, (a,b,c) est un triplet pythagoricien primitif rangé.

(p2 — %, 2pq, p* + q2) est un triplet pythagoricien primitif ranggé.

Soit § = a A b. Alors 6 divise a* et b*, donc §* | (a* — b*), donc §* | ¢%. On en déduit 6% | ¢ d’apreés la
question 1. Ainsi, il existe @, b, ¢ € N* tels que a = da’, b = 6V’ et ¢ = 6°¢’. Comme a* —b* =%, on a

54((0,/)4 _ (b/)4) — (54(0/)2,
donc (a/)* — (V)" = (/)% car § > 0. De plus,
d=aAb=2dd NV,

donc @’ AW =1 et (d',b,c) est une solution primitive de (E) telle que @’ < a.

(E) admet une solution primitive (a’,’, ') telle que o’ < a.

Supposons a pair. Comme aAb = 1, b est impair. Rappelons qu’un carré est congru 4 0 ou & 1 modulo 4.
Ainsi b = 1 [4] et b* = 1 [4]. Comme a? = 0 [4], on en déduit ¢ = 3 [4], ce qui est absurde. Donc a

est impair.
a est impair.

Supposons b impair. Comme (b%)%4¢® = (a?)?, (b%, ¢, a®) est un triplet pythagoricien. De plus, a> Ab? =
(a Ab)% =1 et b% est impair. C’est donc un triplet pythagoricien primitif rangé. D’aprés la question 6,
il existe p,q € N* premiers entre eux tels que

V=p*—q¢ et a®=p*+g%

On a alors (ab)? = p* — ¢*, donc (p, ¢, ab) est une solution primitive de (E). De plus, p* < a?, donc
p < a. Donc (E) admet une solution primitive (a’,b,¢") = (p, q, ab) telle que o’ < a.

Si b est impair, (F) admet une solution primitive (a’,b’, ') telle que a’ < a.

(a) Supposons b pair. Comme ¢ + (b*)? = (a®)?, a> Ab? = (a AD)? = 1 et b est pair, (c,b%, a?) est un
triplet pythagoricien primitif rangé. D’aprés la question 6, il existe p,q € N* premiers entre eux,
de parité différente, tels que

b =2pq et a®=p?+q%

QQuitte & échanger p et g, on peut supposer p impair et ¢ pair.

Il existe p, ¢ € N* premiers entre eux tels que p est impair, ¢ est pair, b*> = 2pq et a? = p? + ¢°.

(b) Comme b et ¢ sont pairs, il existe b, ¢’ € N* tels que b = 2V’ et ¢ = 2¢’. On a alors (V)% = pq'.
Comme p est premier avec ¢, p est premier avec ¢’. D’aprés la question 3, il existe r, s € N* tels
que p =12 et ¢ = s*. Ainsi

a? =t +4s*,
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12.

13.

De plus, 72 A2s%> = pAq =1, donc (12,252, ¢) est un triplet pythagoricien primitif rangé. D’aprés
la question 6, il existe «, § € N* premiers entre eux tels que

s?=af et r’=a%-p%

D’aprés la question 3, il existe t,u € N* tels que o = t2 et 8 = v?. Ainsi r? = t* — u*. De plus, ¢
et u sont premiers entre eux. Donc (¢, u, r) est une solution primitive de (E). Enfin,

t < 4ttt = 4s* < @® < ot

donc t < a.

Si b est pair, (E) admet une solution primitive (a’,b', ') telle que @’ < a.

Supposons que (E) admette une solution dans (N*)?. D’apreés la question 8, (F) admet des solutions
primitives. Considérons ’ensemble

%:{aEN*\EIb,ceN*, a4—b4:(:2eta/\b:1}.

Par hypotheése, &7 est une partie non vide de N*. Elle admet donc un plus petit élément ag. Il existe
alors by, co € N* tels que (ag, by, co) est une solution primitive de (F) et toute solution primitive (a, b, ¢)
de (F) vérifie ag < a. Cela contredit les résultats des questions 10 et 11.

(E) n’admet aucune solution dans (N*)3.

Soit (a,b,c) € (N*)3 tel que a* + b* = ¢*. On a alors
C4 _ CL4 — (b2)2.

Donc (c, a,b?) est une solution de (F) appartenant a (N*)3, ce qui est impossible.

L’équation a* + b* = ¢! n’admet aucune solution (a,b,c) € (N*)3,
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MPSI Paul Valéry 28/01/2026
DEVOIR MAISON N°13

Probléme 1

La chocolaterie GourMath lance une nouvelle tablette de chocolat pour Noél. C’est une tablette de 4
lignes et 6 colonnes, donc 24 carrés au total. L’originalité est que cette tablette sera composée de 20 carreaux
de chocolat noir et 4 carreaux de chocolat blanc, répartis indifféremment dans la tablette. (La présence

d’un logo permet de reconnaitre le sens dans lequel est tournée la tablette). Voici 3 exemples de tablettes
différentes :

A
“

N

m

Combien y a-t-il de telles tablettes différentes ?

[
|

a
==
|
AU

I

Il
HEAN

I
HE

1
HEAN
HEAN

1

Combien d’entre elles ont exactement un coin blanc?

Combien ont exactement un carré blanc sur chaque ligne 7

Combien ont au moins un carré blanc sur la premieére ligne ?

Combien ont leurs quatre carrés blancs sur quatre colonnes différentes ?

Combien ont leurs quatre carrés blancs sur quatre lignes et quatre colonnes différentes ?

NS e N

Pour Paques, la chocolaterie envisage de produire des tablettes carrées & n lignes et n colonnes avec n
carrés blancs, a raison d’exactement un par ligne et par colonne. Combien peuvent-ils commercialiser de
tablettes différentes 7 Quelle taille de tablette envisager pour toucher une clientéle de mille gourmands
avec des tablettes & tirage unique ?
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MPSI Paul Valéry Corrigé

DEVOIR MAISON N°13

Exercice 2

1.

La tablette ayant un sens bien défini, chacune des 24 cases peut étre identifiée par un numéro de 1 &
24, ou par deux coordonnées de 1 a4 6 et de 1 & 4 ou encore par une lettre (1-D) et un nombre (1-6).
Dans tous les cas, soit C l’ensemble des 24 cases. Définir une tablette, c¢’est donner les 4 cases qui
seront blanches (ou les 20 cases qui seront noires). Il s’agit donc d’une partie de C & quatre éléments
(I'ensemble des quatre cases blanches).

24 24
Cela donne | N = <4> tablettes différentes | (ou (20) naturellement).

e Il y a 4 maniéres de choisir le coin qui sera blanc.

20
e Pour chacune d’entre elles, il reste & placer 3 carrés blancs parmi les 20 autres. Il y a < 3>

maniéres de faire cela (comme précédemment).

Cela donne un total de |4 x <230> tablettes |.

Une tablette avec un carré blanc sur chaque ligne est donnée par quatre numéros de colonnes corres-
pondant a la position en colonne du carré blanc sur chaque ligne. Il s’agit d’une 4-liste de {1,...,6}.

Cela donne |6 tablettes | Formellement, repérons les cases par une lettre (1-D) et un nombre (1-6).

L’application qui a une 4-liste (m,n,p,q) de {1,...,6} associe les quatre cases (Am, Bn,Cp, Dq) (par
exemple (4,2,4,5) — {A4, B2,C4, D5}) est une bijection entre ’ensemble recherché et I'ensemble des
4-listes (m,n,p,q) de {1,...,6}.

. Dénombrons le complémentaire, a savoir les tablettes sans carré blanc sur la premiére ligne. Cela revient

. . . . .. (18
simplement & sélectionner les quatre carrés blancs parmi les 18 cases du reste de la grille, soit (4)

possibilités.

1 24 1
Cela donne donc N — <48> = <4> — <48> tablettes |

Une tablette est donnée par

6
4> possibilités,
e pour chacune de ces possibilités, le choix dans chaque colonne de la ligne occupée par le carré

blanc. De maniére analogue a la question précédente, cela donne 4* possibilités.

e le choix des quatre colonnes concernées, ce qui donne <

6
Finalement, on a (4) x 4% = 15 x 4% tablettes |

On raisonne comme pour la question 5. On doit donner exactement une case par ligne, repérée par
son numéro de colonne. Cette fois cependant, les 4 numéros de colonnes doivent étre différents. Cela

revient & donner un 4-arrangement de {1,...,6}.
6!
Cela donne Ag = o= 360 tablettes |.

De maniére analogue & la question précédente, pour chaque ligne, il s’agit de donner un numéro de
colonne, sans répétition possible. Cela revient & donner un n-arrangement des numéros de colonne
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{1,...,n}, c’est & dire une permutation de {1,...,n}.
On a donc | n! tablettes |.
Autre maniére plus formelle de voir les choses : I'application qui & chaque numéro de ligne associe le

numéro de la colonne ou se situe le carré blanc dans cette ligne réalise une permutation de {1,...,n}.

Le premier entier n tel que n! > 1000 est n = 7 (6! = 720). Il faut donc prévoir des tablettes a

’ 7 carreaux de coté ‘ (ce qui permettra d’éponger une éventuelle demande de plus de 5000 tablettes...MIAM!).
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MPSI Paul Valéry 04,/02/2026
DEVOIR MAISON N° 14

Probléme 1

Soit n € N*. On désigne par M, (R) I'ensemble des matrices carrées de taille n et on définit
Ny, ={M € M,(R), Ipe N, MP =0,}.

Autrement dit NV, est 'ensemble des matrices carrées de taille n telles qu'une de leur puissance est la matrice
nulle.
On notera 0,, la matrice nulle et I, la matrice identité de taille n.

1. Donner un exemple de matrice non nulle de N>.

3 9 -9
2. Soit A= (2 0 0 |.Montrer que A € N3.
3 3 -3

3. Soit A € N,,. Montrer que \A € N,,.
4. La question de la somme.

(a) Soit A, B € N, telles que AB = BA. Montrer que A+ B € N,,.

(b) Ce résultat est-il encore vrai si on ne suppose pas que A et B commutent ?
5. La question du produit.

(a) Soit A, B € N,,. Montrer que si AB € N, alors BA € N,,.

(b) Soit A € N,, et C € M, (R). Montrer que si AC = CA, alors AC € N,,.

(c¢) Donner deux matrices A, B € N5 telles que AB ¢ Na.
6. Questions d’inversibilité : soit A € N,, et p € N tel que AP = 0,,.

(a) Montrer que A n’est pas inversible ?

(b) Montrer que la matrice I, — A est inversible et déterminer (I,, — A)~!.

(¢) Que pensez-vous de U'inversibilité de la matrice I,, + A.
lsij=i+1

] . Calculer J* pour tout k € N.
0 sinon

7. Soit J € M, (R) telle que Vi, j € [1,n], [J];; = {
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MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR MAISON N° 14

Probléme 1

Soit n € N*. On désigne par M, (R) I'ensemble des matrices carrées de taille n et on définit
Ny, ={M € M,(R), Ipe N, MP =0,}.

Autrement dit N, est 'ensemble des matrices carrées de taille n telles qu'une de leurs puissances est la
matrice nulle. On dit qu’elles sont nilpotentes.
On notera 0,, la matrice nulle et I, la matrice identité de taille n.

1. (8 (1)> € N | (on vérifie que son carré est nul).

3 9 -9
2. Soit A= (2 0 0 |.On vérifie que A% = 03, donc .
3 3 -3

3. Soit A € N, on dispose donc de p € N tel que AP = 0,,.

Alors (MA)P = APAP = 0,, donc .

4. La question de la somme.

(a) Soit A, B € N, telles que AB = BA.
On dispose de p € N tel que A? = 0,, et de ¢ € N tel que B = 0,,.
Soit m = max(p, q). Alors d’apreés la formule du binéme de Newton (car AB = BA) :

(A+B)™ = f: (7;) Akpm—k

k=0

Or la définition de m est telle que pour 0 < k < m, soit k > p, soit m—k > ¢. Ainsi, soit A*¥ = 0,,,
soit B™* = 0,,. Finalement (A+ B)™ =0,,donc| A+ B e N, |

ontre-exemple : Avec = et = , on vérifie que A, € Ng mais =
b) C le: Avec A= (o o)etB=(] ] ific que A,B € Ny mais AB
00
5. La question du produit.
(a) Soit A, B € N,. Supposons AB € N,,. 1l existe donc p € N tel que (AB)? = 0,,.

Alors (BA)P*™! = B(AB)P A = B0, A = 0,,. Donc | BA € N, |

b) Soit A € N,, et C € M, (R). On dispos de p € N tel que AP = 0,,.
(b) p p q

Si AC' = CA, alors (AC)P = APCP = 0,, donc | AC € N, |

(¢) Voir question 4b.
6. Questions d’inversibilité : soit A € N,, et p € N tel que AP = 0,,.
(a) Si A était inversible, on aurait 0,, = (A~')P AP = I,,, ce qui est absurde.
Donc ’A n’est pas inversible ‘

(1 O) ¢ Ny (Vp € N*, (AB)? = AB).
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P
(b) On développe : (I, — A) (

i

p—1
Donc (I, — A) (Z Ai> =1,.
i=0

1 p—1 p—1
Ai> = Z Al — Z AT =T, — AP par télescopage.
i=0 i=0

Il
o

p—1 p—1
De méme <Z Ai> (I, — A) = I, donc | I,, — A est inversible (I, — A)~! = Z At
i=0 i=0
(¢) Comme —A € N, le résultat précédent montre que ’In + A est inversible ‘ Et (I, + A =
p—1
> (-1)iA
i=0

lsij=i+1

) . On montre par récurrence (sur k)
0 sinon

7. Soit J € M,(R) telle que Vi, j € [1,n], [J];; = {

lsij=i+k

que pour tout k € N, Vi, j € [1,n], [J*;; = {O _
sinon

8. Soit A € M, (R) telle que Vi, j € [1,n], [A];; = 0sii > j, 1 sinon’.
1

n—
On montre que A = Z JE.

i=1
On a vu dans la question précédente que J" = 0,, donc J € N,,, de méme que ses puissances d’apres 5b.
De plus les puissances de J commutent (Jka = J¥ gk = J**¥). Finalement d’aprées 3d (généralisée

par récurrence si on veut), .

1. La question initialement posée était plus compliquée et nécessiterait de montrer, comme on a fait pour J, que les diagonales
de 0 progressent a chaque puissance.
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MPSI Paul Valéry 31/01/2026
DEVOIR MAISON N°14.5

Probléme 1| Fonctions convexes

A Calcul préliminaire

1. Soit & < y < z trois nombres réels. On pose A = 27 Y Montrer que A €]0,1[ et que y = Az + (1 — \)z.
T

B Le vif du sujet

Soit My et My d’abscisses respectives 1 et 9 € R deux points de 'axe (Ox). Tout point du segment
[M1Ms] aura pour abscisse © € [zr1,x2]. D’aprés le calcul préliminaire, cette abscisse peut étre exprimée
comme Axj + (1 — N)xg avec A € [0, 1]. Par exemple, pour A = 1, on obtient le point M;, pour A = 0, on
obtient le point Ms et pour A = 1/2, on obtient le milieu du segment [M;Ms]. Ainsi, on peut décrire le
segment [z1,x2] comme l'ensemble des Az1 + (1 — A)z pour A € [0,1].

Définition 1
Soit I un intervalle de R. On dit que f : I — R est convexe sur I lorsque
Vi, € I,VA € [0,1], f(Az1 + (1 = A)z2) < Af(z1) + (1 — A) f(z2).

A linverse, on dit que f est concave lorsque

Vai,29 € I,V € [07 1], f()\l‘l + (1 — )\)Ig) > )\f(d?l) + (1 — )\)f(.’EQ)

On notera C; la courbe représentative de f.

2. Montrer que f est convexe si et seulement si l'arc de Cy compris entre M7 d’abscisse x1 et My d’abscisse
xg est situé en dessous du segment [M; M.

3. Montrer que f est convexe et concave si et seulement si Cy est une droite affine.
4. Montrer que f est concave si et seulement si —f est convexe.

5. Soit n > 2 un nombre entier. Montrer que si f est convexe, alors pour tous x1,...,x, € [ et A\1,..., A\, €
R telsque A1 +...+ X\, =1, 0n a

f (/\1.%'1 + ...+ /\nxn) < )\1f(.1‘1) =+ ... )\nf(xn)

6. (a) Soit f convexe et soit v < 8 < . Soit A tel que f = A+ (1 — \)vy (voir résultat préliminaire).
Montrer les trois inégalités suivantes.

f)=fB) = Mf(v) - f(a)) (3)
fB) = fla) < (1=X(f() - fa)) (4)
ASfB) = fla) < (A=N(f(v) = F(B)) (5)
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(b) Montrer que f est convexe si et seulement si pour tout a € I, la fonction

&, :I\{a} — R

RO
r—a
est croissante sur I\ {a}.
P=Q
7. (a) Soit P, Q et R trois assertions. Montrer quesiona ¢ Q = R ,alorson a P, et R équivalentes
R=P

entre elles.
(b) Rappeler I’équation de la tangente en a a la courbe Cy.
(c) On suppose que f est dérivable. Montrer que les trois propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) f est convexe.
(ii) f’ est croissante.
(iii) La courbe Cy est au dessus de ses tangentes.

8. Supposons f deux fois dérivable (i.e. dérivable et telle que f’ soit dérivable). Montrer que f est convexe
si et seulement si f” est positive.
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MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR MAISON N°14.5

Probléme 1| Fonctions convexes

A Calcul préliminaire

1. Soit < y < z trois nombres réels. On pose A = S
z—x
Y z—Yy
y>xzdonc z—y<z—z. Et z—2 > 0. Donc < 1| De plus z —y > 0 donc > 0|
z—x z—x
z— z— z— —x 2T —Yr +yz — 2
Et \e +(1—-X)z= y:v—{—(l— y)z: Y Y8, = yr+y =[y]
z—x z—x z—x z—x z—x

B Le vif du sujet

On notera Cy la courbe représentative de f.
2. Les coordonnées de M; et My sont My (x1, f(x1)) et Ma(xa, f(x2)).

Xro — T
. Alors
T2 — I1

e le point d’abscisse  de la courbe Cy a pour coordonnées (z, f(x))

e si on note (z,y) les coordonnées du point d’abscisse x du segment [M;Ms], par une relation de

Thales, on a A = m et donc y = Af(x1) + (1 — A) f(z2).

Ainsi @ f est convexe si et seulement si f(z) < y,

si et seulement si I'arc de Cy compris entre My et My est situé sous le segment [MyMs] |

Pour tout x € [x1,z2], on écrit z = Axy + (1 — X\)zg avec A =

3. Supposons f est convexe et concave.
Pour n € N quelconque, considérons les points M; et Ma d’abscisses —n et n. L’arc de Cy qu’ils
encadrent est en dessous et au-dessus du segment [M;Ms] donc 'arc de la courbe et le segment
sont confondus. Pour tout n la partie de la courbe comprise entre x = —n et = n est rectiligne,
donc ’Cf est une droite ‘

Supposons que f est affine. Alors Ja,b € R, Vax € R, f(z) = az +b.
Alors f(Az1 + (1 — Na2) =a(Azy + (1 — N)xa) + b
et Af(z1) + (1 =N f(x2) = Aaz1 +b) + (1 — N)(aza +b) = a(Az1 + (1 — N)za) + b(A+1 — A).

—_———
b

Ceci montre que ’f (Az1 + (1 = XN)z2) = Af(x1) + (1 = A) f(z2) ‘

4. festconcave < Vap,xzg€letAe(0,1], f(Az1+ (1 —N)z2) = Af(x1) + (1 — X)) f(x2)
& =z + (1= M) < = (Af(21) + (1= A) f(22))
& —fQa + (1= Maz) S A= f(21) + (1= A)(=f(22))

& ’—f est convexe ‘

5. Supposons f convexe. Procédons par récurrence pour montrer pour tout n > 2 la propriété P(n) :

n n n
pour tous T1,...,xn, € I et A\i,..., \, € R tels que Z)\Z-:l, onaf<2)\,-x,-> SZ/\if(:L')
i=1

i=1 i=1
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pour n = 2, c’est exactement la définition de la convexité (avec A = Ay et donc 1 — A = Ao.

Soit n > 2. Supposons P(n) vraie.
Soit x1,...,Tpnt1 € L et A,..., App1 € R tels que Ay + ...+ A1 = 1.

i
e Posons, pour tout 1 <1< n, gy = ———.
P Hi M4+ N\,
n n
Ainsi, p1 + ...+ pn = 1. Donc d’aprés hypothése de récurrence, f (Z m%) < Z pi f (i)
i=1 ‘
Si on note X = Z wixs, cela s’écrit f(X Z i f ().

Par ailleurs, soit )\ =X +...+ Ay alors 1 — )\ Ant1-
On applique la définition de la convexité entre X et x,41 :

FOX + (1 =Nrptr) < )\fq(lX) + (1= A) f(znt1)
< )\Zﬂif(%‘) + A1 f(Tny1)

=1

n

Do Xif (@) + A f (Tng)-

n+1 n+1
Ainsi, f (Z /\ﬂ?,) < Z)\Zf(wl)
=1 =1

6. (a) Soit a < 8 < . D’aprés le résultat préliminaire, en posant A =

convexité, f(B) < Af(a) + (1 —=XN)f(v) (%)
et donc f(B) — f(7) < Af(e) = Af(7).
Finalement, | f(v) — f(B8) = AM(f(7) — f(«

)|
De (%), on peut aussi obtenir ’f( )— fla) < (=N (f(y) — fla)) ‘
De (%), on tire aussi (A + (1 = X)) f(B) < Af(«) ‘+ (I=XN)f()

et done | A(f(8) — () < (1 =N (f(0) ~ £(B)|
(b) Soit a € I.

Supposons f convexe. Soit z,y dans I \ {a} tels que z < y.

-8

, B=Xa+ (1 —X)y. Par

1" cas : z <y < a.

a
D’apres I'inégalité (1), avec A =
a

—2 ona f(a) = f(y) > A(f(a) - f(a)),

soit f(a) = f(y) > =2 (f(a) = f(a)).
)~ f(a) _ f@) = f(a)

=
Yy—a T —a

Finalement,

, C’est a dire ’ D, (z) < Pu(y) ‘

2°cas: x <a<y.

D’aprés Iinégalité (3), avec \ = ~ _z, on a A(f(a) — f(z)) < (1 - N (f(y) - f(a)),

y—
soit Z:Z(f(a) — f(z)) < Z : i(f(?/) — f(a)).
Finalement 1 ;:i(a) < f(y; : i(a)7 c’est a dire ’ Pu(z) < Pu(y) ‘
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Jecas: a<x<y.
D’apres linégalité (2), avec A= 2~ on a f(z) — f(a) < (1 — N (f(y) — f(a)),
y—a
r—a

soit f(x) — f(a) < - L (f) = f(a)).
fle) — fla) _ f) - f(@)
T —a y—a

Ceci montre que ’ D, est croissante‘

Supposons ®, croissante pour tout a € I.

Soit x1,x9 € I. On suppose, quitte a les renuméroter, que x; < xg. Soit A € [0, 1]. On pose
y—1
y—x

Finalement, , Cest a dire ’ D, (z) < Pu(y) ‘

t=Xr+ (1 - ANy € [z,y], ainsi A =

o, (1), don 18 =) 10— 1@)
T —y t—vy

<
soit A(f(z) — f(y)) = f(t) — f(y)- Dou f(t) < Af(z) + (1 — A)f(y), ce qui montre que
f est convexe |.

La croissance de la fonction ®, donne ®,(z) ,

P=Q
7. (a) Supposons quon a ¢ Q = R
R=P
Ona P = Qetcomme = Ret R= P,on aaussi Q= P.
Ceci montre P < @ et on montre de méme que Q < Ret R < P.
Ainsi ’P, Q@ et R sont équivalentes ‘

b) La tangente en a & la courbe Cs a pour équation
& f
y= f'(a)(x —a) + f(a).

(c) On suppose que f est dérivable.

(i)=(ii) | Supposons f convexe. Soit a,b € R tels que a < b. Pour tout x € I, on a, par croissance de @,

fla) ~ f(z) < F(b) - f(x) Par passage a la limite z — a, cela donne f'(a) < M.
a—x b—=x b—a
On a aussi, en faisant tendre x vers b, Jw < f'(b).

Ces deux inégalités montrent que f'(a) < f'(b), ce qui montre que ’f’ est croissante ‘

(ii)= (iii) | On suppose f’ croissante et pour tout a, on note (7,) la tangente a Cy en a. Etudions g(z) =
f(@) = (f'(a)(z — a) + f(a)).
g est dérivable et pour tout z € I, ¢'(x) = f'(z) — f'(a). Or f’ est croissante, d’oi1 le tableau
de variations suivant.

g (x) - 0 +
9(@) \ 0 /

g est donc toujours positive ou nulle et donc |Cy est au-dessus de (7,) |
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(ili)= (i) | On suppose que Cy est au dessus de ses tangentes.
Soit x1,x2 € I et A € [0, 1].
On note M le point de Cy d’abscisse x1 et M> le point de Cy d’abscisse xs.
Soit & = Az1 + (1 — X)x2, M le point de Cy d’abscisse x et P le point de [y My] d’abscisse .
Ainsi zp =z et yp = Af(z1) + (1 — A) f(z2).

Or la courbe est au-dessus de la tangente en M. D’ou

Donc yp > Af'(z)(z1—2) + f(@)] + (1 = N[f'(2) (22 — 2)
> f(@)+ (@) Az + (1= Naz — )
Comme x = Az1 + (1 — A\)xzg, on a finalement yp = Af(z1) + (1 — A\)f(z2) > f(x) ce qui

montre que | f est convexe |.

8. Supposons f deux fois dérivable. Alors f’ est dérivable et donc f’ est croissante si et seulement si f”
est positive.

Donc ’ f est convexe si et seulement si f” est positive ‘
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MPSI Paul Valéry 18/02/2026
DEVOIR MAISON N° 15

Probléme 1

L’objet de ce probleme est ’étude d’une famille de polynémes. On les utilisera en partie C pour évaluer
la (trés célebre) limite d’une suite introduite en partie B.

A Une famille de polynémes
On définit la suite de polynémes (73,) de la maniére suivante :
To=1, Th=X e VneN T, 1o=2XT1 -1,

1. Vérifier que vous obtenez bien Th = 2X? — 1 puis exprimer T et Tj.

2. (a) Montrer que pour tout n € N*, le degré de T), est n et son coefficient dominant est on—t,
(b) Déterminer pour tout n € N la valeur de a,, = 7,,(0).
c) Déterminer pour tout n € N la valeur de b, = T,(1).
3. (a) Montrer que pour tout n € N, on a
Vt € R, T, (cos(t)) = cos(nt). (E)
(b) Montrer que pour tout n € N, T,, est 'unique polynéme P vérifiant
vVt € R, P(cos(t)) = cos(nt).
(¢) Montrer que pour tous k,n € N, Ty o T), = T), 0 T = Tk
(d) En déduire I'expression du polynome Tg.
4. (a) Retrouver, pour tout n € N, les valeurs de a, et b, a l’aide de la relation (E).

(b) A l'aide de la relation (E), déterminer la valeur de 77, (1).
9. Montrer que
Vn e N, Vo € R, T,(—x) = (—=1)"T,, ().
En déduire, en fonction de n, la parité du polynoéme T,,.

6. Dans cette question, on considére n € N*.

2
(a) Pour tout k € Z, soit zj = cos (
n

7r). Montrer que T),(zx) = 0.

(b) En déduire ’ensemble des racines de 7), et justifier qu’elles sont toutes comprises dans l'intervalle
[—1,1].

(c) Donner la factorisation de T;, en produit de polynomes irréductibles de R[X].

- 2k — 1
(d) Déterminer H cos < 5 ﬂ').

n
k=1

n n
(e) SiT, = Z cka, justifier que Z T = —Cn—1. En déduire la valeur de cette somme.
k=0 k=1
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B Deux sommes

7. Pour tout n € N*, on considére la somme S,, = Z 7z

1 b 1
(a) Déterminer a et b tels que BT = % + 1 En déduire la valeur de Z; =1
1
(b) Montrer que pour tout n € N*, S, <2 — —.
n
(c) En déduire que (.5,,) est une suite convergente. On note £ sa limite.
8. Pour tout n € N*, on considére la somme I,, = z”: _
. y n - (2/€ _ 1)2'

k=1
(a) Pour tout n € N*, exprimer Sy, en fonction de S, et I,,. Vérifier cette formule avec n = 3.
(b) Montrer que (I,,) est convergente. On note ¢’ sa limite. Donner une relation entre £ et ¢'.

C Calcul de limite

2k —1
Soit n € N*. Pour tout k € [1,n], on rappelle la notation x; = cos ( 5 7r>.
n

9. Une formule générale de dérivation : soit fi,..., f, des fonctions dérivables. Montrer que

(1:]1f>=2 fix I £

k=1 1<i<n
itk

10. Soit I un intervalle ne contenant aucun des z;. Montrer que

T "1
Vo € 1, ”(x)zz

11. En déduire que

—_
[\V]

n
; 1 — cos (2]§—Zl7r) N

12. (a) Pour tout ¢t € R, montrer que 1 — cos(t) = 2sin?(/2).
(b) Pour tout t € R, exprimer tan2( ) a ’aide de la seule fonction sin? et des opérations usuelles.

n
etz (2= 17T)

(¢) En déduire les valeurs de Z
13. (a) Pour tout z € [0, g [, montrer que Sin(x) < z < tan(z).

sin (

k=1 4n

n

(b) Donner alors un encadrement de Z W puis de la somme I,, définie en partie B.
k=1 an

(c) En déduire la valeur de ¢'.
2
(d) Montrer finalement que ¢ = %
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MPSI Paul Valéry Corrigé

DEVOIR MAISON N° 15

Probléme 1

L’objet de ce probléme est 1’étude des polynoémes de Tchebychev?. On les utilisera en partie C pour
évaluer la (trés céleébre) valeur, solution du probléme connu sous le nom de probléme de Bale (ville de
Jacques Bernoulli et d’Euler). Cependant les questions de la partie B sont largement indépendantes des
autres parties.

A Une famille de polynémes

1. Onaalors Ty = 2X%—1 puis T3 = 2X (2X?—1)—x = |4X3 — 3X |et Ty = 2X(4X3-3X) - (2X?—1) =

2.

8xt—8x? 41|

(a)

Procédons par récurrence double. La propriété est vraie pour n =1 et n = 2.

Soit n € N*. Supposons la propriété vraie pour T), et T 1.

On aTyi0=2XT,11 —T),. Le degré de 2XT,, 1 est n + 2 et celui de T, est n. Comme ces deux
polynomes sont de degrés différents, leur somme est de et le coefficient dominant est
celui de 2X T, 41.

De plus si l'on écrit T, = 2"X""! + R par hypothése de récurrence (avec deg R < n), alors

2X Ty 41 = 2" X" 242X R, avec deg(2X R) < n+1. Donc|le coefficient dominant de T, 42 est 2|,

En évaluant en 0 la relation de récurrence, on a T,42(0) = 7,,(0). Ainsi, pour tout n pair, en
posant n = 2k, Th;(0) = (—1)*Tp(0) = (—1)* et pour tout n impair, T},(0) = £77(0) = 0.

Autrement dit, |Vk € N, aqp, = (—l)k et agryr1 =01

En évaluant en 0 la relation de récurrence, on obtient b,10 = 2b,1+1 — by, avec by = 1 et by = 1.
Puis on montre, soit en étudiant une suite récurrente & 2 termes, soit par récurrence double, que
(VneN, b, =1},
Montrons cette relation par récurrence double.
Pour n =0 : Vt € R, Tp(cos(t)) = 1 = cos(0t).
Pour n=1: Vt € R, Ti(cos(t)) = cos(t) = cos(1t).
Hérédité : Soit n € N. Supposons Vt € R, T, (cos(t)) = cos(nt) et T,,1+1(cos(t)) = cos((n + 1)t).
D’apreés la relation de récurrence, T),42(cos(t)) = 2 cos(t) cos((n + 1)t) — cos(nt).
Or 2 cos(t) cos((n+1)t) = cos((n+2)t)+cos(nt) d’apres la question précédente (et en utilisant
la parité ou la commutativité du produit).
D’out la propriété au rang n + 2.

Finalement, pour tout n € N :

| T (cos(t)) = cos(nt) | (E)

On vient de voir que T, vérifie cette relation, reste & montrer 'unicité.

Supposons qu’on ait un polynéme P vérifiant : Vt € R, P(cos(t)) = cos(nt).

Alors Vt € R, P(cos(t)) = Ty (cos(t)), i.e. (P —T),)(cos(t)) =0.

Pour tout = € [-1,1], il existe t € R tel que z = cos(t). Donc (P —T,)(z) = (P —T,)(cos(t)) = 0.

2. Pafnouti Tchebychev était un mathématicien russe du XIX¢ siécle. On lui doit de nombreuses contributions, en théorie
des probabilités et en théorie des nombres. Il est notamment l'initiateur de travaux ayant mené, avec Liapounov et Markov puis
Kolmogorov, aux probabilités telles qu’on les connait aujourd’hui
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Ainsi tous les réels de [—1, 1] sont racines du polynéme P — T,,. Donc P — T,, est le polynéme nul
et [P =T,

(c) Soit k,n € N. Méme principe : pour tout = € [—1, 1], on écrit = = cos(t).
T, o Ty (x) = Ty (cos(kt)) = cos(nkt) = Tyi(x).
Les polynémes T), o Tj, et T,,;, coincident sur [—1,1] donc sont égaux (si on veut refaire le raison-
nement : leur différence posséde une infinité de racines).
Comme T}, 0 Ty = Ty = Tion = T 0 T, on a bien | Ty 0 Ty, = Ty, 0 T = T |

(d) Ts = Tho Ty = 2(4X3 — 3X)2 — 1 = 32X — 48X + 18X2 — 1]

4. (a) On applique la relation (E) avec, par exemple, t = g Cela donne T, (0) = cos (ng) On retrouve

Vk €N, agr = (—1)k et agk+1 =01
Avec t =0 : b, = Tp(1) = cos(n x 0) =[1].

(b) Soit z € [0, 1]. Posons x = cos(t) avec t € [0, 7/2].
T, —Tn(1 T, t) —1 t)—1
Alors n(®) n(1) = n(cos(t)) = cos(nt) . On va utiliser des encadrements déja étudiés
x—1 cos(t) — 1 cos(t) — 1
pour les fonctions cos et g : t — cos(nt), dérivables en 0. On les montre en étudiant des différences

ou 4 'aide de formules de Taylor, & revoir aprés le chapitre concerné.

t2 2t n?t? n?t?  pit
) < cos(t) — 1< ) + 21 et donc 5 < cos(nt) —21 < 5 + o
t)—1 1 t)—1
Ceci montre cos(t) —Z et cos(nt) fni.
12 t—0 2 12 t>0 2
Ainsi cos(nt) — 1 _ cos(nt) — 1 12 2
cos(t) — 1 t2 cos(t) — 1 t—=0
To(z) —1

n?, donc |T)(1) = n?|.

Par composition de limites,

r—1 r—1

3. On procede par récurrence double. Les initialisations sont élémentaires.
Pour n € N, si I'on suppose la propriété vraie pour 7T, et T;,+1, alors :
Tpio(—x) = —20Tp 1 (—x) — Tp(—x) = —(=1)"" 22T}, 1 (x) — (—1)" Ty, () par H.R.
Puis Tpo(—) = (—1)""2(22Ty 41 (z) — Tp(z)) = (—1)" 2T 40 ().
Dot |Vn € N, Va € R, Ty(—z) = (—1)"T(x) |

Soit x € [—1,1]. On écrit x = cos(t).
Tn(—x) = Ty, (—cos(t)) = Ty (cos(t + 7)) = cos(nt + nm) d’apres (E).
Or cos(nt + nm) = (—1)" cos(nt), donc T,,(—z) = (—1)" cos(nt) = (—1)"T,,(x).
Ceci montre que les polynémes T),(—z) et (—1)"T,(x) coincident sur [—1, 1], donc ils coincident
sur R (leur diférence posséde une infinité de racines).

Ainsi ’Tn est pair pour n pair et impair pour n impair ‘

6. Dans cette question, on considére n € N*.

2k -1
(a) Pour tout k € Z, soit x = cos < 5 7r>.
n

T (2x) = cos <n2k2; 17r> = cos (2~ 1)7) 0]

(b) Les xx pour k € [1,n] sont des valeurs différentes (par monotonie/injectivité de la fonction cos
sur [0, 7]. Cela donne donc n racines distinctes de T),, qui est de degré n. Il n’y en a donc pas
d’autres, elles sont toutes simples et comprises (comme valeurs du cos) dans Uintervalle [—1, 1].
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(©)

(d)

n
En n’oubliant pas le coefficient dominant, on obtient | 7}, = 2"+ H(x — x1) |. Chaque facteur est
k=1

bien irréductible car de degré 1.

n

Le coefficient constant de T}, est, en développant, (—1)"2""! ka Par ailleurs, on 'obtient
k=1

comme T,,(0).

n

. a . . .

Ainsi x = | (=1)"=—=|. On laisse le soin au lecteur d’aller rechercher I’expression de a,, dans
’ 2n+1
k=1

. . . . . U .
les premiéres questions. On vérifie que quand n est impair, Tnt1 = cos(§) = 0 et le produit est
2

alors bien nul.
n n

SiT, = chxk , on obtient Zxk = —c¢p_1 en identifiant dans les deux écritures le coeflicient
k=0 k=1

de 2" 1. Le polynome T}, étant de la parité de n, il n’a pas de termes de parité opposée, donc en

particulier pas de terme de degré n — 1. Ainsi ¢,—1 = 0 et |la somme est nulle|.

B Deux sommes

n
1
7. Pour tout n € N*, on considére la somme S,, = Z 2

(a)

(b)

()

k=1
1 -1 1 -~ 1 1
- "4 | Partel S
Rh—1) kT Roqf o i¢escopage, Z;ka—U n
Soit n € N*. Pour tout k, o ai<;
1t n . Pour tout £, on kQ\k(k‘fl)'
S, <i;—l+i; Donc | S <2—l
"L k(k—1) k(k—1) " n |
k=1 k=2
1

D’une part (S,) est une suite croissante car Sp4+1 — S, = > 0 pour tout n.

(n+1)2
D’autre part (S,) est majorée par 2 d’aprés ce qui précede.

Donc ’ (Sp) est une suite convergente ‘ On note ¢ sa limite.

n

1
8. Pour tout n € N*, on considére la somme I,, = kzl m
n n
(a) Soit n € N*. En séparant termes pairs et impairs, on a Sy, = Z ! + L
' ’ M2k —1)2 T & (2K)?

"1 ITew1 1
0 ==Yy = =26,.
rg;@m2 4g;k2 1

1
Donc | Sy, = 1, + ZSn .

Aveen—3:S—1++qprpr 1ttt 1l
VEE = oo = AT T 9T 16 25 36 9 25 4 '
—_———
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(b) Soit n € N*. I, = Sy,

3
On a alors | ¢ = Zﬁ .

C Calcul de limite

Soit n € N*. Pour tout k € [1,n], on rappelle la notation xj = cos <

9. Une formule générale de dérivation : soit fi,...

que
1=

La formule est vraie pour n =1, n = 2.

Si on la suppose vraie pour un certain n € N*, on écrit i
)

2k —1
2n

1
— ZS"’ ce qui en fait une |suite convergente | On note ¢’ sa limite.

)

, fn des fonctions dérivables. On montre par récurrence

n

Z f//@XHfi

k=1

1<i<n
i#k

n+1

=1 =1

(i

> X fne1 et on applique la

formule de dérivée d’un produit de 2 fonctions puis I’hypothése de récurrence.

Pour 3 fonctions :

(fgh) = f'gh+ fg'h + fgh'|

n

10. Soit I un intervalle ne contenant aucun des zj. On a T}, = 2"+ H(w — ). On applique la formule
k=1
n
précédente avec f; : v — x;. T) () = Z 1x H (x — ;)
k=1 1<i<n
ik
T! S
Le quotient donne alors |Vz € I, n(?) =
Tn(x) T — Tk
k=1
. 1
11. On évalue cette égalité en x = 1 pour obtenir Ty = n?|.
Pl COS( 5 7r)

12. (a) La formule cos(2a) = 1 — 2sin?(a) donne |1 — cos(t) = 2sin®(¢/2) |.

(b) Soit t € R\ {= + kn, k € Z}. tan’t sin’t | _sin’s

oi —+kr .tan“t = = .
2 ’ cos?t |1 —sin?t
I 1 - 1
(c) D’apres 11, 72 — T — n?, d’ou — Ty = 2n?
2 S sin® (A7) — sin (2-tn)
Et 12b d ! ! 1D"Zn: ! 2n?
onne —— = —— — 1. D’on ————— =2n" —n|
tan?t  sin®t tan? (Z=17)
k=1 4n

13. (a) sin et tan sont toutes deux de classe C* sur [0, g [ sin est concave car sin” = — sin est négative sur

T
[0, 5 [ et tan est convexe. Donc par comparaison avec leur tangente en 0, on a’ sin(z) < z < tan(x) ‘
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Remarque. Sans convexité, on peut aussi écrire une IAF en 0 voire faire une étude de la
différence (plus long).

1 1 1
(b) Cela donne m < ? < E
- 1
Donc | 2n n < Z (2k—17r)2 < 2n° |
k=1 in
2 9,2 _ 2
Ainsi en divisant par W—Z, % 21, < % )
2
(c) D’aprés le théoréme des gendarmes, | £/ = 5
. 4 , 2
(d) Finalement, ¢ = gf donc | £ = 3
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MPSI Paul Valéry 11/03/2026
DEVOIR MAISON N° 16

Probléme 1

Dans ce probléme, on se place dans le R-espace vectoriel R[X]. On définit I'application
f:RX] - R[X], P—~P —XP.

1. (a) Montrer que f est une application linéaire.
(b) i. Soit k € N. Expliciter f(X¥).
ii. Soit P € R[X]. Donner le degré et le coefficient dominant de f(P) en fonction de ceux de P.
(c) Déterminer le noyau de l'application f.
(d) L’application f est-elle surjective 7 On ne demande pas de déterminer Im(f).
2. Un polynéme P € R[X] est dit pair si et seulement si ses coefficients de degré impair sont nuls. Un
polynome P € R[X] est dit impair si et seulement si ses coefficients de degré pair sont nuls.
On note Px I'ensemble des polyndmes pairs et Zx 1’ensemble des polynémes impairs.

(a) Montrer que
P(-X)=P(X) <= P € Px.

(b) Montrer que
P(-X)=—-P(X)«<~= PecZIx.

(c) Montrer que Px et Zx sont des sous-espaces vectoriels de R[X].
(d) Montrer que les sous-espaces vectoriels Px et Zx sont supplémentaires dans R[X].
(e) Montrer que les sous-espaces vectoriels Px et Zx sont stables par f.

3. On considére la restriction de f au sous-espace vectoriel Zx, notée g, définie par
g:Ix -1Ix, P~ P'—XP.

(a)

(b)

()

)

d) Justifier que g est un automorphisme de Zx. Déterminer ¢~ 1(X), g7 (X?) et g~ 1(X?).

Justifier que g est bien définie et que c’est un endomorphisme de Zx.
Déterminer le noyau de g.
Montrer que g est surjective.

4. On cherche dans cette question & expliciter 'image de I'application f. On considére une suite de réels
(Ak)ken et on définit application

+00
p:RX] =R, P Y NPH(0).
k=0
Soit P € R[X]. Justifier que le réel ¢(P) est bien défini.
Soit P € R[X]. Exprimer ¢(P) en fonction des coefficients de P.
Montrer que ¢ est une forme linéaire sur R[X].
Soit P € R[X].

i. Pour tout k € N, calculer la dérivée k-iéme de f(P) en fonction des dérivées successives de P.

(a
(b
(c
(d

~— N~ —

ii. En déduire une expression de ¢ o f(P).
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iii. Montrer que .
Im(f) C Ker(p) <= VieN, po f(X")=0.

iv. Montrer que la condition précédente se traduit par une relation de récurrence portant sur la
suite (Ag) que I'on explicitera.
v. Montrer que Ker(y) contient Im(f) si et seulement si
. Ao
Vi € N, )\21'_;,_1 =0 et Ay= %

(e) En déduire que

Tm(f) = {P € R[X] oo

k=0
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MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR MAISON N° 16

Probléme 1

On travaille dans Pespace vectoriel R[X] et 'on considére 'application
f:RX] - R[X], P—P —XP.
1. (a) Soient (P,Q) € R[X]* et A€ R. On a
FAP+Q)=A\P+Q)" —X(A\P+Q) =AP"+Q" - X(A\P'+ Q) = M (P) + f(Q).
Ainsi, f est une application linéaire, donc un endomorphisme de R[X].
(b) i. Soit ke N.
Sik=0, f(1) =0.
Sik=1, f(X)=-X.
Sik>2,
FXF) = k(k — 1) X572 — kX"
Ainsi,
VEeN, f(X*)=k(k-1)X"2 kX"

ii. Soit P € R[X] non nul de degré n et
n
P= Zaka, an # 0.
k=0

Par linéarité,
n

f(P) = iakf(Xk) =Y ap(k(k - 1)X*2 - kXF).
k=0 k=0

Sin=0, f(P)=0.
Sin > 1, le terme dominant de f(P) est —na, X", donc
deg(f(P)) = n.

(c) Soit P € Ker(f). Alors P — XP' = 0.
D’aprés la question précédente, cela implique que P est constant. Ainsi

Ker(f) = Ro[X].

(d) Les polynomes constants non nuls n’ont pas d’antécédent par f. Donc f n’est pas surjective.

2. On introduit
P ={P € R[X] | P est pair}, Z = {P € R[X] | P est impair}.

(a) Soit P =) arX".
k=0
On a



Donc
P(—X)=P(X) < ap(-1)* =ar < ap =0 si k impair.

Ainsi
P(-X)=P(X) < PeP.

(b) De méme,
P(—X)=—-P(X) < ap(-1)F = —a;, <= a; = 0si k pair.

Donc
P(-X)=-P(X) < PeLT.

(c) Les ensembles P et Z sont clairement stables par combinaison linéaire, donc ce sont des sous-
espaces vectoriels de R[X].

(d) OnaPNZ={0}.
De plus, pour tout P € R[X],

P(X) = 5 (P(X) + P(=X)) + 5 (P(X) - P(=X)).
Le premier terme est pair et le second impair. Ainsi
RX]=PaLT.
(e) Soit P € P. Alors
P(-X)=P(X)= P(-X)=-P(X), P'(-X)=P'(X).

Donc
f(P)(=X) = P"(-X) + XP'(-X) = P"(X) - XP'(X) = [(P)(X).

Ainsi f(P) € P.
De méme, si P € Z,
P'(-X) =P'(X), P'(-X)=-P"(X),

et donc

Ainsi P et Z sont stables par f.
3. On note g la restriction de f a 7.

(a) D’aprés la question précédente, Z est stable par f. Donc g est bien définie et linéaire : ¢’est un
endomorphisme de 7.

(b) Si P € Ker(g), alors f(P) =0 et P € Z. Le seul polyndéme constant impair étant nul,
Ker(g) = {0}.

(¢c) Montrons que tout mondéme impair appartient a Im(g).
On verifie que g(—X) = X.

On raisonne ensuite par récurrence pour montrer que

vn €N, X?"!¢cIm(g).
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(d) Comme Z admet pour base les monomes impairs, g est surjective. Etant injective, g est un auto-
morphisme.

4. On introduit une suite (\g) et la forme linéaire
p(P) =Y NPM(0).
k>0
(a) Cette somme est finie car P est un polynome.
(b) Si P= Zaka, alors
P®)(0) = klay.

(c) T est immédiat que ¢ est linéaire.
(d) On montre que
f(P)B(0) = PH(0) — kPE(0).

On en déduit
P(f(P) = > M (P*H(0) — kPH(0)).

k>0

On vérifie ensuite que
Im(f) C Ker(¢) <= VieN, o(f(X")=0.

Cela conduit a la relation

Ni—
=0, A=
1
On en déduit N
_ 20
A2ip1 =0, A2 = Sil"
(e) En choisissant A\g = 1, on obtient

P(Qk) (0)
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MPSI Paul Valéry 18/03/2026
DEVOIR MAISON N° 17

Probléme 1

Dans tout probléme, on note £ = C*(R,R) le R-espace vectoriel usuel des fonctions de classe C*.
Soit g € E. L’objectif de ce probléme est d’étudier ’équation intégrale suivante, d’inconnue f € F.

(&) : Vz eR, f(a:)—/om(x—t)f(t)dt:g(:c).

Pour tout f € E, on note A(f) la fonction définie par

vz € R, A(f)(x):/Om(x—t)f(t)dt:x/omf(t)dt—/owtf(t)dt.

1

On note aussi Dy : E — FE, I'application linéaire définie par Vf € E, Dao(f) = f".

A Etude de A

1. Soit f € E.

(a) Montrer que A(f) est de classe C*™°.
(b) Calculer A(f)'(z) et A(f)"(x), pour tout = € R.
(a)

)

2. (a) Montrer que A est un endomorphisme de E.

(b) Montrer que A est injective.
3. On pose p= Ao Dy € L(E).

(a) Montrer que p est un projecteur.
(b) Déterminer Ker p.
4. (a) Soit f € E. Justifier 'existence de u € E tel que v’ = f, u(0) = 0 et «/(0) = 0.
(b) En déduire que Imp = Im A.
5. (a) Soit f € E. Montrer que Yz € R, p(f)(z) = f(z) — f(0) — xf'(0).
(b)

b) En déduire Im A.

B Etude des solutions de (&)

i

Soit g € E. On considére I'équation différentielle (%) : y" —y = g(z), d'inconnue y € E et on note .&
Pensemble des solutions de (.%).

6. Montrer que (%) admet une unique solution h € E vérifiant h(0) = h’'(0) = 0.

7. (a) Soit u € E tel que u(0) = u/(0) = 0. Montrer que u est solution de (.#) < u” est solution de (&).

(b) En déduire que (&) admet une unique solution f € E dont on donnera une expression a ’aide de
h.

8. Déterminer la solution f € E de (&) lorsque g = exp.
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MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR MAISON N° 17

Probléme 1

A FEtude de A

1. (a) OnaVzr e R, A(f) = zFi(x) — Fa(x), avec

:z:r—>/f t)ydt et Fy:xzw—tf(t)dt

Ainsi Fj est une primitive de f sur R. F est dérivable et sa dérivée, f, est C*° donc Fj est C*°.
De méme Fj est une primitive sur R de  — z f(z) qui est C°°. Donc F» est C*°. Finalement, A(f)
est C* en tant que produit et combinaison linéaire de fonctions C*°.

A(f) e E|
(b) Soit x € R. En reprenant les notations de la question précédente, on a
A(f) (z) = Fi(z) + zF{(z) + F3()
- [ fat +25(@) - a(@)

:/Oxf(t)dt

On remarque que A(f) est une primitive de f sur R. Ainsi, on a
A(f)"(z) = f(z) |

2. (a) On a déja montré que Vf € E, A(f) € E. Il reste & montrer que A est linéaire. Soit fi, fo € E et
A1, A2 € R. Pour tout x € R, on a

At + Aofa) (@) = /0 “(@— O+ Aafa) (1)
- /O " e — A1) + ale — 0 falt)) dt

~ /0 @ — At Ay /O C@ — ) falt) dt

= MA(f1)(x) + A2 A(f2)(2)
= (MA(f1) + A2A(f2)) (x).

On en déduit que A(A1f1 + Aafa) = MA(f1) + A2A(f2). Donc A est linéaire.
Ae L(E)|
(b) Soit f € Ker A. On a A(f) = 0g. On en déduit A(f)"” = 0g. Or, d’aprés la question 2, A(f)" = f.

Ainsi f =0g.
Donc Ker A = {0g} et donc ’A est injective ‘
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(a) On a montré & la question 2 que Vf € E, A(f)" = f, cela signifie que Dyo A = id E. On en déduit
alors

pP=pop=(AoDy)o(AoDy)=Ao(DyoA)oDy=AocidEoDy=AoDy=p

Donc

’p est un projecteur ‘

(b) Soit f € E. Comme A est injectif, on a
p(f) =0 (Ao D)(f) =0 A(f") =0 " =0

Or les fonctions dont la dérivée seconde est nulle sont les fonctions affines. Donc

’Kerpz{xHaa:—i—b\a,bE]R{}‘.

(a) Soit f € E. Comme f est continue, f admet une primitive v qui vérifie v(0) = 0. v est en particulier
continue et admet donc une primitive u qui vérifie u(0) = 0. u est donc deux fois dérivable et
= f qui est C*°. Donc u est C*°. On en déduit u € E, u(0) = 0 et «/(0) = v(0) = 0. Donc

Ju € E tel que v’ = f, w(0) =0 et u'(0) =0/

(b) On montre les deux inclusions.
Soit h € Im p. 1l existe alors f € E tel que h = p(f) = (Ao D2)(f) = A(f"). Ainsi, h € Im A.
Donc Imp C Im A.
Soit h € Im A. 1l existe alors f € E tel que h = A(f). D’aprés la question précédente, il
existe u € E tel que v’ = f. On en déduit h = A(f) = A(u") = p(u). Ainsi h € Imp. Donc
ImA C Imp.

Donc

Ty =T ]

(a) Soit fe Eetz€R. On a

T

p(f)(z) = A(f")(z) = / (. —t)f"(t) dt.

0
D’aprés la formule d’intégration par parties,

p(f)(@) = [(z — 1) f' / £
= —zf'(0) + [f
o)) = f(x) — £(0 )—wf( )]

(b) D’apreés la question précédente, Im A = Im p et comme p est un projecteur, Imp = Ker (p — id E).
Soit f € E. On a alors

feImAs feKer(p—idFE)
ep(f)—f=0
&V R AN~ 1) =
& Vr eR, f(0)+xf'(0) =
< f(0)=0cet f/(0)=0.

Donc

ImA={feE]|f0)=f'(0)=0}|
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B Etude des solutions de &

6. (:F) est une équation différentielle linéaire a coeflicients constants et g est continue. Le probléme de
Cauchy admet donc une unique solution h. Il reste & montrer que h est C*. Pour cela, on montre que
pour tout n € N* h est de classe C".

h est deux fois dérivable donc h est de classe C'.
Soit n € N*. Supposons h de classe C". On a h” = g+ h. Or g est C*°, donc de classe C". On en

déduit que h” est de classe C", puis que h est de classe C"2. En particulier, h est de classe C"11.

Donc h est de classe C*°, d’aprés le principe de récurrence.
)

(#) admet une unique solution h € E vérifiant h(0) = A'(0) = 0.

7. (a) Soit u € E tel que u(0) = «/(0) = 0. D’aprés les questions 5b et 4b, u € Im A = Im p. Comme p
est un projecteur, on a donc A(u") = p(u) = u. On en déduit alors

u est solution de (F) & v’ —u=g

o — A(u”) =g

u est solution de (F) < u” est solution de (&) |.

(b) Soit f € E une solution de (&). D’aprés la question 4a, il existe u € E tel que u” = f

et u'(0) = u(0) = 0. D’apres la question précédente, u est alors une solution de (%). Comme
4 (0) = u(0) = 0, on en déduit que u = h. Par conséquent, f = h”.

Synthése | D’aprés les questions 6 et 7a, h” est bien solution de (&).

Donc

(&) admet une unique solution f € Eetona f=h"=g+h|

8. Commencons par résoudre (.%). On résout I'équation différentielle
y// —y = e

e L’¢quation homogene (%) associée a (.F) admet pour équation caractéristique r? — 1 = 0. Cette
équation admet deux racines réelles 1 et —1. Ainsi, par théoréme de cours, ’ensemble des solutions
de (%)) est

Fo={z— X" +pe " |\, peR}.

e On recherche ensuite une solution particuliere de (%) de la forme yg :  — axe”, avec a € R, car
1 est racine simple de ’équation caractéristique. On a

Vz € R, yy(z) = a(z +1)e” et Vz €R,y)(z) =alx+2)e".
On obtient alors

Yo est solution de (F) & Vo € R, yi(x) — yo(x) = €”
& Ve e R, a(x 4 2)e” — ave” = €”

o 1
a=—.
2

99



1
Ainsi yo : ¢ — ixe“ est solution particuliere de (.#). L’ensemble des solutions de (%) est donc
1 xT x —T
S = x»—>§xe + A" +pe A peRS.

1
e Tl reste & déterminer A et u a I'aide des conditions initiales. Soit y : z 533636 + Ae® 4+ pe *. On

a alors

Donc

L’unique solution h de 3" — y = €* vérifiant h(0) = h'(0) = 0 est

1 1 1 ¥ _sh
h:x&—>§$em—16x+16_l’:w

D’aprés les questions précédentes, 'unique solution f de (&) est donc

(2+x)e” —shzx

frx—g(z)+h(z) = 5
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MPSI Paul Valéry 25/08/2026

DEVOIR MAISON N° 18

Probléme 1

Pour tout entier n > 3, on définit la fonction f, : © — " — nx + 1 et on considére 1’équation

" —nr+1=0 (En)

D’un coté...

. Montrer que pour tout n > 3, I’équation (F,) admet une unique solution dans |0, 1[. On la note x,,.

Pour n > 3, déterminer le signe de fy,1+1(x,) et en déduire la monotonie de la suite (z,)p>3. Justifier
que (x,) est convergente.

Montrer que lim x; = 0.
n—+00

1
En déduire que z,, ~ — et préciser la limite de x,,.
n—+oo n
Montrer que (1 + z;,)" —— 1.
n—-+00

1
En déduire un équivalent de (xn — >
n

..de 'autre

7.

10.
11.

Montrer que pour tout n > 3, ’équation (E,) admet une unique solution sur |1, +oo[. On la note y,.

(1 %)
)
Calculer lim 7\/5

n—-+4oo n

1
En déduire qu’a partir d’un certain rang, 1 <y, <1+ T
n
En déduire le comportement de la suite (yy,).
Inn

Démontrer que y, — 1 ~ —.
n—+o0o N
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MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR MAISON N° 18

Probléme 1

D’un coté...

1. On considere f, : z +— x"™ — nx + 1, définie et dérivable sur R comme fonction polynomiale. Une étude
nous la donne strictement décroissante sur | — 0o, 1] et strictement croissante sur |1, +o0].
On a f,(0) =1>0¢et fr(l) =2 —n < 0 pour n > 3, donc d’apres le théoréme de la bijection,

’ (Ey) a une unique solution dans 0, 1] ‘

2. Soitn>3.0n a

froi(zy) =2 — (n4 Dy +1 = z,(2" — na, + 1) — 22 = —22 < 0.

Ainsi frpy1(xn) <0 = frr1(znt1), donc comme f,, 11 est décroissante, on a x,41 < Zp.

Donc ’ (Zn)n>3 est décroissante et minorée par 0, donc convergente ‘

3. Pour tout n > 3, on a z, = nx,, — 1. Comme z,, €]0,1[ et que (z,,) est décroissante, elle converge vers

{>=0.
Si ¢ > 0, alors nx,, — 400, donc x: — 400, contradiction. Donc ¢ = 0, et ainsi .
) 1 T .. 1 .
4. Soit n > 3. On pose y, = x, — —, donc Tn =nx, =1+2x, — 1. Ainsi |z, ~ —|et en particulier
n P n—+oo n

200}

5. On écrit (1 4+ 2" = exp (nIn(1 + 2)))) ..
Orn(l+az) ~ acarz, — 0.
n—-+oo

Donc nln(1 + z7)) ~ nx, = n(nw, —1).
n—-+0o0

. 2 . "
Or nxy, — 1 donc apcr, nx, < 2 puis z, < o soit x;, < -
2 n
Par croissances comparées, nx, < n () — 0.
n

Finalement nln(1 + ;) — 0 et donc | (1 +z)" — 1|
n—-+00

1 1 1
6. Soit n > 3. On pose u,, = x,, — —, si bien que u, = o [ — |. On remplace x,, = — + u,, dans ’équation.
n n n

1 n 1 . 1 "
—+u,) —n|l—74u, | +1=0,%e | —4+u, | —nu,=0.
n n n

1
Alors —nen In(l+nun) — pg,
Or nu, = nz, —1 = z;, qui tend vers 0, donc nln(1 + uy,) T X .
n—-+00o

De plus (z,,) étant décroissante, nu, < % donc par croissances comparées, n X nu, < nxy — 0.
1

~ s
n—+oo phtl

Finalement e™™(

1
I+nun) s 1 ot donc nay, ~ —. Donc |u
n
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..de l'autre

7. Nouvelle application du théoréme de la bijection.

8.

10.
11.

Soit n > 3.

Ortn (14 -1 1
i \/ﬁ n—+o00 \/ﬁ
Donc nln <1+

)~ va

Inn

1
Nﬁ—ﬂ)et donclnn-o(ln(l—i—\/ﬁ)).

1
ann(1+\/ﬁ)~\/ﬁ%+oo.

Finalement, par compositions de cette limite avec celle de exp en +o0,

Ona f,(1) <0et

Orn<1+

NG

1
ﬁ) n—>+oo

Donc f, (1 + \/1%) A (
Ainsi f, <1 +

n( ) -

n

\/ﬁ

(1

car cette derniére quantité tend vers 0.

3 el ) e
()=l

— 400 et est donc positive apcr. Donc

1<y, <1+

N

a partir d’un certain rang.

Par théoréme d’encadrement, .

On écrit y,, = ny, — 1. Posons v, = y, — 1 avec v, — 0.

Alors a l’aide de la fonction In, on a nln(1 4+ v,) = In(n — 1 + nw,).
D’une part, nln(1l + v,) ~ nv, car v, — 0.

1 1
D’autre part, In(n — 1+ nv,) = In(n) + In (1 ——+ vn) ~ In(n) car —— + v, — 0.
n n

Finalement

Un

Inn

~ —_— .

n—+oo N
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MPSI Paul Valéry 01/04/2026
DEVOIR MAISON N° 19

Probléme 1

On s’intéresse a la population de la planéte Wagal, dont le fonctionnement est le suivant. A 'origine était
un individu, appelé ancétre, seul représentant de la génération 0. Ensuite, chaque individu de la génération
n peut avoir de 0 & 3 enfants, formant la génération n + 1. En pratique un individu aura

e 3 enfants avec la probabilité 1/8,
e 2 enfants avec la probabilité 3/8,
e 1 enfant avec la probabilité 3/8,
e 0 enfant avec la probabilité 1/8,

et ce indépendamment des descendances des autres individus.

On suppose que la situation peut étre modélisée par un espace probabilisé fini (©2, P(Q2), P). On s’intéresse
pour tout n € N a I’événement E, : «la lignée g’éteint & la génération n », qui signifie qu’il n’y a aucun
individu a la génération n. On note p, = P(E,).

1. Calculer pg et p1.
Pour k£ € [0, 3], on note Ay I'événement « I’ancétre a eu k enfants ».

2. Préciser P(Ay) pour tout k € [0, 3].

3. Supposons que 'ancétre a eu 2 enfants. Sa descendance se divise ainsi en deux parties : les descendants
de son premier enfant et ceux de son deuxiéme enfant. Pour n € N*, on note les événements :
E1, : «il n’y a plus de descendants du coté de son premier enfant a la génération n » ;
Es, : «iln’y a plus de descendants du c6té de son deuxiéme enfant & la génération n ».

(a) Expliquer les égalités Pa,(E1 nt1) = Pa,(E2n41) = Pn-
(b) En déduire que Py, (Epy1) = p2.
4. De méme, donner Pa,(En+1), Pa, (Ent1) et Pag(Epg1).

1 3 3 1
5. En déduire que pour tout n € N*, p,11 = 3 + gpn + ép,% + gpi et discuter le cas n = 0.
L 3

1 3 3
6. Soit f:x— =+ x4 —x® + a3
oit f:x 8+81‘+85L’ +83:
(a) Déterminer a,b € R tels que

Ve eR, f(z)—z = é(m —1)(z% + az +b).

On notera o et 3 les deux racines de X2 +aX +bavec a <0< 3 < 1.
(b) Montrer que Vn € N, 0 < p, < .
(c) Déterminer les variations de py,.
(d) En déduire le comportement de p, lorsque n tend vers +oo. Interpréter.
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MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR MAISON N° 19

Probléme 1

On s’intéresse a la population de la planéte Wagal, dont le fonctionnement est le suivant. A 'origine était
un individu, appelé ancétre, seul représentant de la génération 0. Ensuite, chaque individu de la génération
n peut avoir de 0 & 3 enfants, formant la génération n + 1. En pratique un individu aura

3 enfants avec la probabilité 1/8,

2 enfants avec la probabilité 3/8,

1 enfant avec la probabilité 3/8,

0 enfant avec la probabilité 1/8,

et ce indépendamment des descendances des autres individus.

On suppose que la situation peut étre modélisée par un espace probabilisé fini (©2, P(Q2), P). On s’intéresse
pour tout n € N a I’événement E, : «la lignée g’éteint & la génération n », qui signifie qu’il n’y a aucun
individu a la génération n. On note p, = P(E,).

1. La génération 0 n’est pas éteinte (il y a 'ancétre), donc .
Les individus de la génération 1 sont exactement les enfants de ’ancétre. Donc E; est réalisé si I’ancétre

1
n’a pas d’enfant (Ag avec les notations de la suite). Donc |p; = 3 d’apres ’énonce.
Pour k£ € [0, 3], on note Ay I’événement « I’ancétre a eu k enfants ».
. ) . . 1 3 3 1
2. L’énoncé nous donne aussi les autres probabilités : | P(Ag) = 3! P(Ay) = 3! P(As) = 3 et| P(As) = 3!

3. Supposons que 'ancétre a eu 2 enfants. Sa descendance se divise ainsi en deux parties : les descendants
de son premier enfant et ceux de son deuxiéme enfant. Pour n € N*, on note les événements :
Eq, : «il n’y a plus de descendants du coté de son premier enfant a la génération n » ;
Es,, : «il n’y a plus de descendants du coté de son deuxiéme enfant a la génération n ».

(a) L’arbre qui représente la descendance du premier enfant de 'ancétre est exactement le méme que
celui qu’étudie le probléme en faisant jouer a ce premier enfant le role d’ancétre. Ainsi Ey 5,41
se produit avec la méme probabilité que I'extinction de la lignée en n générations a partir d'un
individu seul donné.

Ce raisonnement vaut bien str également pour le c6té du deuxiéme enfant. Ainsi Pa,(E1n41) =

Pa,(Eany1) = P(Ey), soit | Pay(E1nt1) = Pay(Bany1) = pa .

(b) L’extinction de la lignée a la génération n + 1 suppose 'extinction des deux descendances exami-
nées : celle du premier enfant et celle du deuxiéme enfant de I’ancétre, a échéance de la génération
n+ 1, soit Pa,(Fnt1) = Pa, (E17n+1 N E27n+1).

2

Par indépendance, Pa,(Ept+1) = Pay(E1n+1) X Pay(Eapnt1) =|p;, |

4. De méme, | Py (Epy1) =1, Pa,(Ept1) = pp et Pag(Eny1) = pi , toujours par indépendance (notam-

ment pour cette derniére probabilité) des descendances de chaque enfant de I'ancétre.

5. Soit n € N*. Comme Ag, A1, As et As forment un s.c.e, d’aprés la formule des probabilités totales, on

3
a P(Epi1) = Z P(A;)Pa,(Ept1), ce qui donne d’aprés les questions précédentes :
i=0
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1 3 3 4
Pn+1 :§+§pn+§pn+

1

3
8pn -

D’aprés la premiére question, on constate que cette formule reste vraie pour n = 0.

L 3

1 3 3
6. Soit f:ax s — + —x + —a® + —a3.

(a)

(b)

8 8 8 8

1
On obtient Vz € R, | f(x) -2 = (x — D(z? 44z —1) |,

On notera « et 3 les deux racines de X2 +aX +bavec a <0< 3 < 1.
Vn €N, E, C E,y1 (sila lignée s’éteint, elle est éteinte a toutes les générations suivantes).

Donc pp < pn+1, i-€. 0 < ppt1 — pn = f(pn) — Pn-
Or f(x) — x est positif sur [a, 8] puis négatif sur [, 1] d’apres la factorisation ci-dessus.

Donc p,, (qui est dans [0,1] a priori) est |dans [0, 4] |

Sur [0, 8], f(z) — x est positif. Comme p, € [0,5], pnt1 — pn = f(Pn) — pn = 0 donc (py) est
croissante.

(pn) est croissante et majorée, donc (py,) converge. La seule limite possible est un point fixe de f,

compris entre 0 et 8. Seul 8 convient. Donc |p, ——— S |.
n—-+00

1, .
Les risques d’extinction sont non nuls (dés la premiére génération, p; = —). A chaque génération

le risque d’extinction augmente, mais de moins en moins vite. Il serait intéressant d’étudier la
variable aléatoire qui mesure a quelle génération l'extinction se produit (étude peut-étre ardue).
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MPSI Paul Valéry 15/04/2026
DEVOIR MAISON N° 20

Probléme 1| Des carrés magiques

Dans tout le probléme, les matrices considérées appartiennent a M3(R). Une matrice M € M3(R) est

notée
c

b
Il m
s t

M =

= ™R

On rappelle que M3(R) est un espace vectoriel de dimension 9 et sa base canonique, notée B, est formée
des matrices suivantes :

B =

, By = , B3 =

E, = , Eg =

E7: ) E9:

_ OO O, OO0 O
(e R e B en B en B e e e e )
(=R e B s JN e B e e N e e N
s
I
(e R e B en M en B e Mo e o)
— O OO OO O
OO OO oo o oo
(e Rien B en e B e M e Mo e N o)
SO oo oo
— O OO, O OO

On peut donc écrire
M = aFEj + bEy + CE3 + kE4 + ZE5 + mE6 + T‘E7 + SES + tEg.

Etant donnée une telle matrice, on étudie la somme des coefficients d’une ligne, d’'une colonne ou d’une
diagonale. On définit ainsi huit nombres :

si=a+b+c, so=k+Il+m, s3=r+s+t,
sa=a+k+r, ss=b+l+s, sg=c+m+t,
sT=a+l+t, sg=r+Il+ec

Notons que s7 s’appelle la trace de la matrice.

On appelle
1 00 1 11
I=10 10 et J=1|1 11
0 0 1 1 11
On note :

S T'ensemble des matrices symétriques dans M3z(R),
A Tensemble des matrices antisymétriques dans M3(R),
V' le sous-espace Vect J, engendré par J,

T Tensemble des matrices de trace nulle (i.e. pour lesquelles s7 est nul).

Généralités
1. Donner les dimensions et des bases de S et A. Justifier que M3(R) =S & A.

2. Montrer que T est un sous-espace vectoriel de M3(R). Quelle est sa dimension ?

3. Montrer que S NT et V sont deux sous-espaces supplémentaires de S et donner leurs dimensions
respectives.
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Une application linéaire
Soit p: M3(R) — RS
M — (81,...,88)
4. Montrer que ¢ est une application linéaire de Mz(R) dans R®.
5. Ecrire la matrice de ¢, de la base B pour I'espace de départ, dans la base canonique de RE.

6. Montrer que le rang de cette matrice est 7. (On pourra par exemple exprimer une ligne comme com-
binaison des précédentes puis montrer que les autres sont libres, mais ce n’est pas la seule méthode
possible.)

7. En déduire la dimension de Ker ¢.

Matrices magiques
On s’intéresse maintenant a ’ensemble M des matrices magiques, c’est-a-dire pour lesquelles les huit
nombres sy, ..., Sg sont tous égaux & un méme nombre s, appelé somme de la matrice magique.
8. Montrer que M est un sous-espace vectoriel de M3(R).
9. Montrer que M NT et V sont des sous-espaces supplémentaires de M.
10. Montrer que M NT = Ker ¢ . En déduire la dimension de M.
11. Donner une matrice de M NT N S et une matrice de M NT N A.
12. En déduire une base de M.

Probléme 2

1. Soit a € C\ R.

roodt
(a) Soit n € N tel que n > 2. Montrer que x / (
—X

ti)" admet une limite lorsque x tend vers
-«

+o00 et calculer cette limite.

Indication : calculer/ i
e (t—a)n

admet une limite lorsque = tend vers +o0o et calculer cette limite.

en utilisant les méthodes vues en cours, puis passez a la limite.

xT

(b) Montrer que x

s t—«

Indication : attention ! o est un nombre complexe non réel! Donc pas de In hdtif pour le calcul

de primitive. Ecrivez o = a + ib, avec a,b € R. Calculer ensuite séparément les parties réelles
xX

et imaginaires de / T a puis passez & la limite. Vous devriez trouver une limite égale & 1w si
o

—T

b > 0 et autre chose s1 b <0...

2. Soit R € C(X) sans pole réel et telle que deg R < —2. On note & I'ensemble des poles de R et 22+
I’ensemble des poles de R de partie imaginaire strictement positive.

(a) Ecrire la décomposition en éléments simples de R dans C(X) (On ne demande pas de calculer les
coefficients de chaque élément simple).

1
(b) Pour tout o € &, on appelle résidu de R en a, et on note Res,(R) le coefficient de X dans

-«
la décomposition en éléments simples de R sur C. Montrer que

Z Resy(R) = 0.

aEP

Indication : calculez de deuzr maniéres lim xR(x).
T—+400
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x
(c) Montrer que x +— R(t) dt admet une limite finie lorsque x tend vers +o0o et établir la formule
—XT

des résidus : .

lim R(t)dt = 2im z Resq(R).

T—+00 o
aceP+t

3. Application. Soient m,n € N tels que m < n. En utilisant la formule des résidus, calculer

T t2m
I = lim

— dt.
z—too J_. t2n 41

Indication : Vérifier qu’on peut appliquer la formule des résidus, puis déterminer tous les pdles de
2m

R(X) = X1 de partie 1maginaire strictement positive et leurs résidus. Simplifier ensuite le plus

possible le résultat.
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MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR MAISON N° 20

Probléme 1| Des carrés magiques

Dans tout le probléme, les matrices considérées appartiennent & M3(R). Une matrice M € M3(R) est

notée
c

b
Il m
s t

M:

S &R

On rappelle que M3(R) est un espace vectoriel de dimension 9 et sa base canonique, notée B, est formée
des matrices suivantes :

100 010 00 1
Er=|0 00|, Ea=(0 0 0|, Es5=[0 0 0],
000 000 000
000 000 000
Es=(1 00|, Es=(0 1 0|, Es=[0 0 1],
000 000 000
000 000 000
Er=(0 0 0|, Bs=[0 0 0], Bo=[0 0 0
100 01 0 00 1

On peut donc écrire
M = aFE;] 4+ bEy + CE3 + kE4 + ZE5 + mE6 + T‘E7 + SES + tEg.

Etant donnée une telle matrice, on étudie la somme des coefficients d’une ligne, d’une colonne ou d’une
diagonale. On définit ainsi huit nombres :

si=a+b+c, sa=k+1l+m, s3=r+s+1t,
sas=a+k+r, ss=b+l+s, sg=c+m+t,
sr=a+1l+t, sg=r+l+c

Notons que s7 s’appelle la trace de la matrice.

On appelle
1 00 1 11
I=10 1 0 et J=11 11
0 01 1 1 1
On note :

S l’ensemble des matrices symétriques dans M3(R),
A lensemble des matrices antisymétriques dans M3(R),
V' le sous-espace Vect J, engendré par J,

T l'ensemble des matrices de trace nulle (i.e. pour lesquelles s7 est nul).
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(Généralités

1. ’S = Vect(Eh, E5, Eg, Eo + Ey, Es + E7, Eg + Eg) ‘ est de dimension 6

et | A = Vect(Ey — Ey, E5 — E7, Eg — E3) | est de dimension 3.
La concaténation de ces deux bases forme une base de M3(R) (9 matrices, vérifier qu’elle est libre).
Donc ’MS(R) =5S® A‘.

2. M s tr(M) = sy est linéaire et son noyau est 7' qui est donc un sev.
La trace est une application linéaire de M3(R) dans R, surjective car non identiquement nulle. D’aprés

le théoréeme du rang, | dim(T") = 8|.

3. On vérifie que SNT C Set V C S. De plus ils sont d’intersection nulle et sont de dimensions respectives
5 et 1, dont la somme vaut bien dim .S = 6, donc ’S =SNnT)sV ‘

Une application linéaire

Soit ¢ : M3(R) — RS
M — (81,...,88)

4. ¢ est une application linéaire de M3(R) dans R8. On peut le vérifier pour chacune de ses applications

coordonnées.
111000000
000111000
000O0OO0OT1T11
. 100100100
5. Notons C cette matrice : C = 010010010
001001001
100010001
001 01O0T1O00
6. Par exemple : Lg = L1+ Lo+ L3 — Ly — L5 puis un pivot de Gaub montre que les autres lignes forment

une matrice de rang 7.

7. D’aprés le théoréme du rang, on a alors ’dim(Ker v) =2 ‘

Matrices magiques

On g’intéresse maintenant a ’ensemble M des matrices magiques, ¢’est-a-dire pour lesquelles les huit
nombres s1, ..., sg sont tous égaux & un méme nombre s, appelé somme de la matrice magique.

8. Soit 'application ¢ : M > (s1 — $2,81 — S3, ..., $1 — Sg), linéaire de M3(R) dans R7. On peut exprimer
M comme son noyau, ce qui en fait un sous-espace vectoriel de M3(R).

9. Le plus convaincant est de procéder par analyse-synthése. Une matrice magique M, de somme s, se

décompose de maniére unique M = (M — s.J) —I—\s;]/.
eMnT eV
10. On montre aisément par double inclusion que M NT = Ker ¢. Par théoréme du rang, dim(MNT) = 1.
0 1 -1
11. Seule la matrice nulle est dans MNTNSet D=-1 0 1 | eMnNnTnNA.
1 -1 0
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12. Une base de M s’obtient, d’aprés 9, en concaténant une base de M NT et une base de V, soit (avec la
matrice ci-dessus) : ’{D, J} est une base de M |.

Probléme 2

1. (a)

b
(t—a)r

T est une primitive de f sur R.

Soient « € C\ R et n € N tel que n > 2. La fonction f : ¢t — = (t — )" est définie et
—1

(=Dt —a)"

continue sur R et F': t —

Soit z € R. On a

L= lomam]  ~r1 (o - mm o)

Comme n — 1 > 0, on en déduit le résultat par opération sur les limites.

rooodt . ) roodt
T —— admet une limite lorsque x tend vers +oco et lim ——F— =0.
- (t - a)n T340 J_g (t - a)n

—n+1( @)

1
Soit aw € C\ R. On écrit o« = a+ib, avec a,b € R. Comme « ¢ R, b # 0. La fonction f : t — o
-«

est définie et continue sur R, donc admet une primitive sur R. De plus

1 1 t—a+ib t—a b
vVt e R = = '
R (t—a)—ib (t—a)?+ b2

/mdt —/It_a dt+i/mb dt
Lt—a ), (t—a)?+ b2 e (t—a)2+b2

T R T

Soit z € R. On a

Or
/w 15—70,(%: 1ln((t—a)g—i—bQ) ’ _1 (In ((z —a)* +b*) —In ((—z — a)® +b?))
_p (t—a)?2+b? 2 . 2
1 _ 2 2
_ L (lema) by
2 (—z —a)? +b?
—4)2 2 T -

Comme lim (z—a) +b =1, on en déduit lim _tma dt = 0.

z—+oo (—x — a)? + b2 z—+oo [ (t —a)? + b2

t—a
D’autre part, en effectuant le changement de variable affine u = 3 on obtient

z—a
/x b Y / 1 d " Tr—a " —r—a
————dt = ——— du = arctan — arctan .
s (t—a)>+ b2 u? +1 b b
—r—a
On distingue alors deux cas.
. . r—a . —Tr—a L .
— Sib > 0, alors lim = +o0 et lim = —o00, ainsi par opérations sur les
T—+00 b T—+00 b
limites,
* b
lim dt =



) . xT—a . —x—a
— Sib < 0, alors lim = —o0 et lim
r—r+00 b r—r+00

v b
N B e

= 400, ainsi par opérations sur les

limites :

On en déduit le résultat, par opération sur les limites.

x
T —

admet une limite lorsque x tend vers +oo et

Toodt [ ir st Im(a) >0
| —im si Im(a) <0

—

lim
z—too J_ 4 (t - a)n

Comme deg R < 0, la partie entiére de R est nulle. Pour tout a € &, notons v, la multiplicité de
a en tant que pole de R. D’aprés le théoréme de décomposition en éléments simples dans C(X),

il existe des nombres complexes (A\a,j) acz tels que :
1<j<va

ZZ

a€EZP j= 1

Comme deg R < —2, deg(XR(X)) < —1. Donc lim zR(xz) = 0. D’autre part, pour tout o € &,

T—+00

et tout j € N*, on a

lim —m— =
T—+00 (m — Oz)ﬂ

T 1 sig=1
0 sij>2.

Ainsi, d’aprés la question précédente, et par opérations sur les limites, on en déduit

lim zR(x Z Aa,1 = Z Resq(R).

T—+00 /
acEP aeP

Par unicité de la limite,

Comme R n’a aucun pole réel, t — R(t) est définie et continue sur R, et admet donc une primitive
sur R. Soit x € R. Par linéarité de I'intégrale, on a, d’aprés la question 2b :

/x fdi = ZZ/ t—a

ac? j=1

Soient o € & et j € N*.

x

Aa

— D’aprés la question la, si j > 2, lim —=—dt =0.
z—=+00 J_g (t - Oé)
T A,

— D’apres la question 1b, si j =1 et Im(a) > 0, lim ———dt = im\,; = imResq(R).

T—+00 (t — ) ’

A

— D’apres la question 1b,si j = 1 et Im(a) < 0, mgrfoo m dt = —imAa,; = —imResq(R).

Par opérations sur les limites, on en déduit déja que
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xT

x R(t)dt admet une limite finie lorsque x tend vers +oo
—X

De plus
IEIEOO R(t)dt =im Z Resq(R) — Z Resq(R)
- acP acP
Im(a)>0 Im(a)<0
Or, d’aprés la question précédente, Z Resy(R) = — Z Resy(R). D’ou
ac? ac?
Im(a)<0 Im(a)>0
Jim [ R(t)dt =2im ) Resa(R)|
x aeP+
X2m
. Soient m,n € N tels que m < n. Posons R(X) = X1 On adeg R = 2(m—n) < —2. De plus,

R 1’a aucun pole réel, car Vo € R, 22" +1 > 0. D’aprés la formule des résidu, I est bien défini et

on a
T

I= lim g R(t)dt = 2im ) Resa(R).
aeP+
Déterminons les poles de R. Remarquons déja que R est écrit sous forme irréductible car 0 est la
seule racine possible du numérateur et 0 n’est pas racine du dénominateur. Les poles de R sont
donc les racines de X?™ + 1. Soit 2 € C. On a 2> +1 = 0 & 2%® = —1. Les poles de R sont
donc les racines 2n-iémes de —1. Il y en a 2n. Donc R n’a que des pdles simples. D’autre part

T , . T
£ =exp <2) est une racine 2n-iéme de —1. Les autres sont les £w”, avec w = exp (> =& et
n n

k € [0,2n — 1]. Autrement dit

P = {5%“ | k€ [0,2n — 1ﬂ} .

Déterminons maintenant les poles de R qui ont une partie imaginaire strictement positive. Soit
k€[0,2n —1]. On a

Im(¢2F+1) = Im <exp (M» = sin (W) :

2n n

Ainsi

2k + 1
— si k€ [0,n— 1], alors 0 < (;)” <, donc Im(§*1) > 0,

n
2k +1
— sik € [n,2n — 1], alors 7 < (;—)W < 2, donc Im(£%+1) < 0.
n

On en déduit :

Pt = {g%ﬂ | k€ [0,n — 1]]}

Calculons maintenant les résidus de ces poles. Soit k € [0,n — 1]. Posons ay, = §2k+1. On sait que

X2m a%m
Res,, (R) = (R(X)(X — « e = | == = —%—
k( ) ( ( )( k)leozk <2nX2n—1>Xak 2nai’n—1
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2m—+1

En multipliant numérateur et dénominateur par ag, on obtient Resy, (R) = (;Z - Donc, comme
o =1, 2m+1 k
—Q m
Resq, (R) = 2’“7”
On en déduit que
79 n_lR Ry — ﬂn_l Q2mHl ﬂn_l( 241y 2mtl ;”rn_l 2m+142k+1
I AP L P PP P

. . . . 2m +
On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de raison (£ 2m+1)2 = exp <H> #*
n

1lcar 0 < 2m + 1 < 2n. Ainsi

T €2m+1 _ (£2m+1)2n+1 _ —iT 1— (£2m+1)2n

I= n % 1 — £2(2m+1) T n X £-@m+1) _ ¢2m+1

Or (§2m+1)2n — )
o (2m + 1
—218in < )

2m+1 _ )2m+1 —1 et comme |€’ =1, €7(2m+1)_§2m+1 - —9 Im(§2m+1) —

x t2m T
r—+oo J_ . t2n 41 nsin ((2"1;‘1)7")
n

115



MPSI Paul Valéry 27/05/2026
DEVOIR MAISON N° 21

Probléme 1

L’échauffement est indépendant de la suite du probléme. Simplement, il rappelle quelques résultats que
vous étes libres d’utiliser par la suite.

A  Echauffement

1. Soit E un espace vectoriel et u et v deux endomorphismes de E. Montrer que

vou=0«<Imu C Kerw.

2. On définit Pendomorphisme de R? suivant :

f:R? - R?
(x,y) = (2z—dy,x—2y)
On ne demande pas de montrer que cette application est linéaire.
(a) Déterminer A la matrice de f dans la base canonique B de R2.
(b
(c
(d

Déterminer f o f. Que peut-on en déduire sur Im f et Ker f 7

Déterminer une base de Ker f et une base de Im f.

Soit X = (3,1).

Calculer f(X) et montrer que (X, f(X)) est une base de R?. On la notera &.

(e) Donner la matrice C' de f dans cette base et expliciter P la matrice de passage de B a £. Quelle
relation lie A, C et P?

)
)
)
)

B Généralités en dimension 2

Soit E' un R-espace vectoriel de dimension 2, Id désigne 'application identité¢ de E. Soit f € L(F). On
note usuellement f2 = fo f.
3. Dans cette question, on suppose que f n’est pas 'endomorphisme nul et qu’il vérifie f2 = 0.
(a) Montrer qu'il existe un vecteur = € E tel que (z, f(x)) soit une famille libre de E.
(b) Montrer que cette famille £ est alors une base de F.
(c) Donner la matrice de f dans la base £.

4. Dans cette question, on suppose que f veérifie f2 = —21Id.
(a) Montrer que pour tout A € R, I'équation f(z) = A -z admet une unique solution (que l'on
précisera).

(b) Soit a € E un vecteur non nul. Montrer que la famille £ = (a, f(a)) est une base de E.
(c) Donner la matrice de f dans la base £.
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C Un espace de polynomes

Dans cette partie, on appelle E = R3[X] I’espace des polynémes de degré maximum 3, dont on appelle
B=(1,X, X2, X3) la base canonique. On définit

— N~
o T
NP NSNS

o

(f)

E

f:E
P (1+X%)P"—2XP -

%
+_>
Montrer que f est un endomorphisme de E.

Donner la matrice de f dans la base B et calculer son rang.
Déterminer une base de Im f.

On appelle F' 'ensemble des polynémes P € E qui vérifient f(P) = —2P. Montrer que F' est un
sous-espace vectoriel de E et en déterminer une base.

En déduire qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est

00 0 O
00 0 O
00 -2 0
00 0 =2

Vrai ou faux ? (justifier)
i. Imf=F.
ii. E=1Imfe Ker f.

6. Le but de cette question est de déterminer les endomorphismes ¢ de E qui vérifient ¢? = f.
Soit ¢ € L(FE) solution du probléme.

(a)
(b)
()

Montrer que fop = o f.
Montrer que VP € Ker f, ¢(P) € Ker f.
On définit g : Ker f — Ker f .
P — ¢(P)
On remarque que, d’aprés ce qui précéde, ¢ est un endomorphisme de Ker f.
Montrer que cpg = 0. En déduire que soit @y = 0, soit il existe une base de Ker f dans laquelle la

. 0 0
matrice de g est (1 0).

De la méme maniére, justifier ’existence d’un endomorphisme ¢ de F' défini par : VP € F, p1(P) =
@(P). Calculer ¢?. Que la partie B nous permet-elle de conclure ?

En déduire la forme de la matrice de ¢ dans une base bien choisie.
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MPSI Paul Valéry Corrigé

DEVOIR MAISON N° 21

Probléme 1

A

B

Echauffement

1. Supposons que vou = 0. Soit y € Imu. Il existe x € E tel que y = u(z). On a alors v(u(z)) = 0, donc
u(z) € Kerv. Ainsi Imu C Kerv.
Réciproquement, si Imu C Ker v, alors pour tout € F, on a u(z) € Imu, donc u(z) € Kerv. Ainsi
v(u(x)) =0, donc (vowu)(z) =0. Ceci montre vou = 0.
Donc’vou:() <— Imu C Kerv‘

2. (a) Ona f(1,0) = (2,1) et f(0,1) = (—4,—2). Donc | A = G _;1>

(b) Le calcul de A% donne A? = A. Donc . D’aprés la question précédente, on en déduit

que |[Im f C Ker f |

(c) Soit (z,y) € R%: On a f(z,y) =0 < {

20 —4y =0
r—2y=20
s’agit bien d'une base car c¢’est un seul vecteur non nul.
D’apres le théoréme du rang, rg(f) = let f((1,0)) # Oge. Donc’Imf = Vect(f((1,0)) = Vect((2,1)) ‘
(d) Ona f(X) = f(3,1) = (2,1). Montrons que (X, f(X)) est libre. Si A\(3,1) + u(2,1) = (0,0), alors
SA+2u=0
A+ pu=0

Comme elle contient deux vecteurs dans un espace de dimension 2, c’est une |base de R?|.

(¢) Dans la base £ = (X, f(X)), on a f(X) = 0- X +1- f(X) et F(f(X)) = 0. Donc|C = (0 0) La

i.e. & = 2y. Done | Ker f = Veet((2,1))] (il

, ..e. A= p = 0. La famille est donc libre.

10

. 3 2
matrice de passage de Ba & est | P = < ) . car ses colonnes sont les coordonnées des vecteurs

de £ dans la base B.

La relation entre les matrices est | A = PCP™L|.

Généralités en dimension 2

3. On suppose que f # 0 et f2 =0.

(a) Comme f # 0, il existe x € F tel que f(x) # 0. Montrons que (x, f(x)) est libre.
Soit (A, 1) € R? tel que Az + pf(x) = 0. En appliquant f, on obtient A\f(x) + uf?(z) = 0. Comme
f? =0, cela donne Af(z) = 0. Or f(z) # 0, donc X = 0. L’égalité initiale donne alors jf(z) = 0,
donc = 0.

Finalement,

(w, f(x)) est libre |
(b) La famille £ = (z, f(z)) est libre et contient deux vecteurs dans un espace vectoriel de dimension
2. Donc ’8 est une base de £ ‘

118



(c) Dans la base £ = (z, f(z)), on a f(z) =0-z+1- f(x) et f(f(z)) = f*(z) = 0. Donc

Mate(f) = ((1) 8)

4. On suppose que f2 = —21Id.

(a) Soit A € R. On résout f(z) = Az. En appliquant f, on obtient f?(x) = Af(z), donc —2z = A\%z.
Ainsi (A +2)z = 0p. Comme A\ +2 #0, on a z = 0p.

Réciproquement, = Og est bien solution. Donc

I'unique solution est x =0 ‘

(b) Soit a € E non nul. Montrons que (a, f(a)) est libre. Soit (X, ) € R? tel que Aa + puf(a) = 0.

Si u # 0, alors f(a) = ——a, ce qui contredit la question précédente, puisque a # 0. Donc
nécessairement, p = 0.

Puis Aa = 0, donc A = 0 puisque a # Og.

La famille (a, f(a)) est libre. Comme E est de dimension 2,

€ = (a, f(a)) est une base de F ‘
(¢) Dans la base £ = (a, f(a)), on a f(a) = f(a) et f(f(a)) = f*(a) = —2a. Donc

Matg(f) = <(1) _02)

C Un espace de polynémes

5. (a) Soit P € E. Alors P/ € Ry[X] et P” € Ry[X]. Donc (1 + X?)P” € R3[X] et XP' € R3[X]. Ainsi
f(P) € E,donc f(E) C E.
Par ailleurs, la dérivation est linéaire, donc f est linéaire. Détails laissés en exercice.
Finalement, | f est un endomorphisme de E ‘

(b) On calcule :

fy=0, f(X)=-2X, f(X?))=2-2X%  f(X°)=6X.

0 0 2 0
o 0 -2 0 6
Ainsi, | Matg(f) = 0 0 -2 0
0 0 0 O

0 -2 0 6

| ‘ 0 0 20

Un rapide pivot de Gauf montre que Matg(f)z 0 0 00 , donc [rg(f) =2|
0 0 00

(c) D’aprés la position des pivots dans le calcul précédent, Im f = Vect(f(X), f(X?)) = Vect(—2X,2—
2X?) = Vect(X,1 — X?).
La liberté est acquise par le calcul précédent, mais on peut aussi la justifier car les deux polynoémes
sont de degrés différents.

Finalement, ils forment une base de Im f et | Im f = Vect(X,1 — X?)|

119



(d)

(f)

Posons F' = {P € E | f(P) = —2P}. F = Ker(f + 2id) et f + 2id est linéaire car f et id le
sont. Donc F' est un sev de F. Mais cette déduction n’est méme pas utile car le calcul suivant va
montrer que F' est un sev en tant que sev engendré par...

2020 2 020
- . 0 00 6 0 00 6
Matriciellement, Matg(f + 2id) = 00o0o0l%loo0 0o
0 00 2 0 00O
a
Donc avec P = a + bX + cX? + dX? tel que Matg(P) = lc) ,on a
d

PeF@{Z:;a & P=c(X?-1)+bX.

Donc | F = Vect(X 2_1,X ) | et c’est bien une base car c’est une famille libre (polynomes de degrés
distincts).

D’aprés les questions précédentes, Ker f = Vect(1, X3 — 3X) et F = Vect(X2 -1, X).

Ainsi, dans la base £ = (1, X® — 3X, X% — 1, X),

00 0 0
00 0 0
00 0 -2

i. Vrai. En effet, les bases obtenues précédemment sont (quasiment) les mémes, au signe prés
d’un des vecteurs.

ii. Vrai, par concaténation des bases.

6. Soit ¢ € L(F) tel que p? = f.

Onafop=¢’op=¢p’=pop’=pof.

Donc | fop = o f]

Soit P € Ker f. Alors f(P) = 0g, donc f(¢(P)) = ¢(f(P)) =0g.
Ainsi ’VP € Ker f, p(P) € Ker f ‘

Soit, P € Ker f. Alors

Donc |3 =0|.

Comme dim(Ker f) = 2, la partie A permet de conclure que soit ¢y = 0, soit il existe une base de

Ker f dans laquelle la matrice de ¢q est <(1) 8) .

Soit P € F. Alors f(P) = —2P, donc f(¢(P)) = ¢(f(P)) = p(—2P) = —2¢(P).
Ainsi ¢(P) € F et on a montré que F est stable par .
On peut donc définir 'endomorphisme ¢ : F' — F' induit par ¢.

Soit P € F. Alors ¢?(P) = ¢?(P) = f(P) = —2P. Donc | p? = —21dp |
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Comme dim(F) = 2, la partie B permet de conclure qu’il existe une base de F' dans laquelle la

. 0 -2
matrice de ¢ est <1 0 > )

(e) On choisit une base de E obtenue en concaténant :

e une base de Ker f adaptée a ¢g (i.e. dans laquelle la matrice de ¢g sera de la forme obtenue

en 6¢) ;
e une base de F' adaptée a o1 (i.e. dans laquelle la matrice de ¢ sera de la forme obtenue en
6d).
000 O
. e 00 O .
Dans cette base, la matrice de ¢ est 00 0 —olpouc € {0,1}.
001 O
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MPSI Paul Valéry 03/06,/2026
DEVOIR MAISON N° 22

Probléme 1

Ce probléme modélise un jeu de fléchettes, avec quelques libertés par rapport a la réalité pour les besoins
de la cause. On suppose que chaque situation peut étre représentée par un espace probabilisé fini (2, P(Q2), P)
qu’on ne cherchera pas & expliciter.

Premier jeu

Je joue aux fléchettes sur une cible divisée en 20 secteurs numérotés de 1 a 20.

5 20 4

14 13
11 6
8 10

19 g5 17

Je joue suffisamment mal pour que la probabilité pour chaque fléchette de tomber dans chacun des 20

1
secteurs soit égale & —.
52290

1. Je décide de lancer 20 fléchettes (lancers indépendants).

(a) Je gagne si j’atteins le secteur 20 au moins une fois. Déterminer la probabilité de victoire.

(b) On appelle X la variable aléatoire du nombre de fléchettes qui ont atteint le secteur 20. Identifier
la loi de X (justifier sans calculs).

2. J’ai maintenant une cible divisée en n secteurs (n € N*), ou je décide de lancer n fléchettes.

(a) Je gagne si j'atteins le secteur numéro n au moins une fois. Quelle est la probabilité de victoire et
la limite de cette probabilité quand n — +o00?

(b) On note X,, la variable aléatoire du nombre de fléchettes qui ont atteint le secteur n. Déterminer
la loi de X, et, pour tout k& € N, calculer li]}_l P(X, =k).
n—-+0o0

Remarque. On dira plus tard que la suite de variables aléatoires (X,,) converge (en loi) vers une
variable aléatoire qui suit une loi de Poisson.

Deuxiéme jeu

La cible est maintenant dessinée sur un support carré percé de n xn petits trous dans lesquels les fléchettes
peuvent se planter.
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On ne s’intéresse plus aux différentes zones ou au score. Le jeu est de lancer successivement n fléchettes, sans
les reprendre (elles restent donc plantées dans le support). Je lance suffisamment mal pour que tous les trous

alent la méme probabilité — d’étre atteints par chaque fléchette. Si un trou déja atteint est atteint & nouveau

par une deuxiéme fléchette, celle-ci ne peut pas s’y planter. La partie est alors perdue. Si au contraire les n
fléchettes atteignent n trous différents, j’ai gagné.

n—1 .

i
3. Montrer que la probabilité de victoire est p,, = H <1 - 2>.
i=1 "

4. A l'aide du calcul de In(p,,), déterminer la limite de p,, lorsque n — +oo.
Troisiéme jeu

La cible est maintenant constituée de 10
couronnes concentriques d’épaisseur 1 centi-
métre (i.e. les cercles tracés ont pour rayons
1,2,3,...,10). On associe a chaque zone un score
entier entre 1 et 10, avec bien sir 10 pour le
disque central (de rayon 1), 9 pour la premiére
couronne (en partant du centre), 8 pour la sui-
vante, etc. comme indiqué sur le dessin. Je lance
suffisamment mal pour que la probabilité que la
fléchette tombe dans une zone donnée soit pro-
portionnelle & l'aire de cette zone.

Je joue dans une féte foraine ou les regles sont les suivantes : je lance une fléchette. Si je fais 6 ou plus,
je gagne une somme égale au numeéro de la zone (6 euros si j'atteins la zone 6, etc.). Si je fais 5 ou moins, je
perds 2 euros.

5. La variable aléatoire IV représente le numéro de la zone atteinte. Déterminer la loi de N.
6. La variable aléatoire G représente le gain lors d’un lancer (négatif si je perds de 'argent).

(a) Déterminer la loi et 'espérance de G. Vous remarquerez que le jeu m’est favorable (espérance de
gain strictement positive).

(b) Le créateur du jeu souhaite modifier les régles pour que son jeu devienne rentable. Sur le méme
principe, je lance une fléchette et j’appelle N le numéro de la zone atteinte. Si N < k, je perds
2 euros et si N > k, je gagne la somme correspondante (N euros). On a vu que pour k = 5,
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mon espérance est positive. Quelle est la plus petite valeur de k qui rende mon espérance de gain
négative 7
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MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR MAISON N° 22

Probléme 1

Ce probléme modélise un jeu de fléchettes, avec quelques libertés par rapport a la réalité pour les besoins
de la cause. On suppose que chaque situation peut étre représentée par un espace probabilisé fini (2, P(Q2), P)
qu’on ne cherchera pas & expliciter.

Premier jeu

Je joue aux fléchettes sur une cible divisée en 20 secteurs numérotés de 1 a 20.

5 20 4

14 13
11 6
8 6

19 g5 17

Je joue suffisamment mal pour que la probabilité pour chaque fléchette de tomber dans chacun des 20

secteurs soit égale & —.
52290

1. Je décide de lancer 20 fléchettes (lancers indépendants). Je note S; le numéro du secteur atteint par la
i-iéme fléchette. S; suit une loi uniforme sur [1,20].
(a) Soit V I’événement correspondant & une victoire. On passe par I’événement complémentaire.

20

_ 19

V= m [Si # 20]. Or pour tout i, P(S; # 20) = 2 (loi uniforme) et les lancers sont indépendants,
i=1

donc les événements concernant des .S; différents le sont aussi.

B 19\ 2 19\ %°
Finalement P(V) = HP(Si #20) = (20) .Puis |[P(V)=1— (20> )
=1

(b) X représente le nombre de succes (atteindre le secteur 20) lors des 20 lancers, chaque lancer ayant

1 1
une probabilité de succés de 20" Donc | X ~ B (20, 20) )

2. J’al maintenant une cible divisée en n secteurs (n € N*), ou je décide de lancer n fléchettes.

—1\"
(a) Comme pour la premiére partie, | P(V) =1 — (n > :
n

—1\" 1
Pour tout n € N, (n ) = exp (nln <1—>>.
n n
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In(1-41 -
Ornln(1-— l = u ~ 1/n —1, donc tend vers —1.
n 1/n no+oo 1/n

. ., . n — 1 n _1 1
Par continuité de exp,| lim =e " =-|

n—-+oo n

1 1 k 1 n—k
(b) Ona X, ~ B <n, n) et donc pour tout k € N, P(X,, = k) = (Z) <> (n ) )

Alors P(X, = k) = k!(nni 5! <n i 1>k (n; 1)”

k-1 _
n! , n!
Or (n—k)!_]-_[(n_Z> et donc (n—k)! <n—1> H n—1 notoo oo |

i=0 N =0
-1
De plus on a déja lim (n ) =e L
n—-4o0o n
o1
Finalement nEI—iI-loo P(X,=k)= o

Remarque. On dira plus tard que la suite de variables aléatoires (X,,) converge (en loi) vers une
variable aléatoire qui suit une loi de Poisson.
Deuxiéme jeu

La cible est maintenant dessinée sur un support carré percé de n xn petits trous dans lesquels les fléchettes
peuvent se planter.

On ne s’intéresse plus aux différentes zones ou au score. Le jeu est de lancer successivement n fléchettes, sans
les reprendre (elles restent donc plantées dans le support). Je lance suffisamment mal pour que tous les trous

aient la méme probabilité — d’étre atteints par chaque fléchette. Si un trou déja atteint est atteint & nouveau
par une deuxiéme fléchette, celle-ci ne peut pas s’y planter. La partie est alors perdue. Si au contraire les n

fléchettes atteignent n trous différents, j’ai gagné. On note V I’événement « gagner & ce jeu ».

3. Pour tout ¢ € [1,n], on note V; 'événement « la i-iéme fléchette se plante dans un trou pas encore
n

occupé ». Alors V = ﬂ V.
i=1
Chaque trou a la méme probabilité d’étre atteint. Lorsqu’on lance la i-iéme fléchette, ¢ — 1 trous sont

n?—i

occupés. Donc P(V;) = —
n
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“ <n2—(i—1)

De plus les lancers sont indépendants, donc P(V) = H 5
n

>. Une réindexation donne
i=1

()

4. Tout d’abord, on redémontre avec Taylor reste intégral que pour tout x € [O, 2]

—z—22<In(1 —z) < —z.

Puis In(py,) Zln (1 - >

1
On utilise I’encadrement précédent avec < 5 lorsque ¢ < n — 1 (valable dés que n > 2) :

1
X
n2

‘ Z.2<1 1 : < :
T sl ) s

—1 —1)(2n -1 —1
On somme de 1 & n — 1, ce qui donne n(ZnQ ) — n(n 6)n(4n ) < In(pp) < n(gn2 )
—1 —1)(2n -1 —1
Finalement, | Vn > 2, _n2n - (n éiian ) < In(py) < _n2 )
-1 - 1)(2n—1 -1
Par croissance de exp, exp _n (n )( ‘n ) < pp < exp _n .
2n 6n3 2n

ex
n—1 1 n—1)2n—-1)
Or exp <— o > p— 2 et exp < 6n3 ) p— 1.

_1
Donc par encadrement, | lim p, =e 2|
n——+00

Troisiéme jeu

La cible est maintenant constituée de 10 couronnes concentriques d’épaisseur 1 centimeétre (i.e. les cercles
tracés ont pour rayons 1,2,3,...,10). On associe & chaque cercle un score entier entre 1 et 10, avec bien
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stir 10 pour le disque central (de rayon 1), 9 pour la premiére couronne (en partant du centre), 8 pour la
suivante, etc. comme indiqué sur le dessin. Je lance suffisamment mal pour que la probabilité que la fléchette
tombe dans une zone donnée soit proportionnelle & 'aire de cette zone.

Je joue dans une féte foraine ou les régles sont les suivantes : je lance une fléchette. Si je fais 6 ou plus, je
gagne la somme correspondante (6 euros si jatteins la zone 6, etc.). Si je fais 5 ou moins, je perds 2 euros.

5. La zone 10 a pour aire  x 12, la zone 9 a pour aire m x 22 — 7 x 12 = 7(2% — 1?) (le disque de rayon 2
privé du disque de rayon 1) et de meéme pour i € [1,9], la zone i a pour aire 7 x ((11 — )% — (10 —14)?).
Si bien que Paire des zones est proportionnelle & 1 (pour la zone 10), 3 (pour la zone 9), etc., & 2i + 1
pour la zone 10 — i. Et laire totale est proportionnelle & 10> = 100. Dot la loi de N :

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 1 1 1 11 1

pov—p | o[l lulo 75 3] 1
100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100

6. La variable aléatoire G représente le gain lors d’'un lancer (négatif si je perds de 'argent).
(a) On a G(Q) = {-2,6,7,8,9,10}. Pour i > 6, [G =i = [N =] et [G = —=2] = [N < 5]

k -2 6 7 8 9 10
75 9 7 ) 3 1

PG=k) | 2| 2| L] 2| 2| 2
( ) 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100
75 9 7 5 3 1 30
Puis E = (-2 — — — — —+1 — = —
uis B(G) = (=2 756 6 156 77 100 T8 100 T2 100 T 100 7| 100
k -2 7 8 9 10
(b) Avec k = 6, la loi devient : G- EEERERE
N 100 | 100 | 100 | 100 | 100
84 7 ) 3 1 42
Et Despé ' E = (-2 — — — — 41 — =1 C
t U'espérance : E(G) = (—2) x 1004—7>< 1004—8>< 1004—9>< 100+ 0 x 100 100 Clest

donc a partir de que espérance devient négative
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MPSI Paul Valéry 12/06/2026
DEVOIR MAISON N° 23

Probléme 1

On note S, I'ensemble des permutations de [1,n]. On choisit une permutation o uniformément au hasard
dans S,,.

Pour tout entier k € [1,n], on note X}, la variable aléatoire qui compte le nombre de cycles de longueur
k apparaissant dans la décomposition de o en produit de cycles & supports disjoints.

A Nombre moyen de cycles de longueur &

1. Soit A C [1,n] une partie de cardinal k. Déterminer le nombre de permutations de S,, pour lesquelles
I’ensemble A constitue le support d’un cycle de longueur k présent dans la décomposition en produit
de cycles.

2. Pour chaque partie A de cardinal k, on introduit la variable aléatoire

7 {1 si A constitue un cycle de o,
A =

0 sinon.

Déterminer la loi de I4.

3. Exprimer X}, a l'aide des variables (I4). et en déduire que

B(Xy) = %

n

4. On note X = ZXk le nombre total de cycles de o. Déterminer E(X) puis un équivalent de E(X)

k=1
quand n — —+o00.

B Cycles longs

L’expérience aléatoire est toujours le tirage aléatoire uniforme d’une permutation o € 5.
Pour k € [1,n], soit Cy 'événement « o posséde un cycle de longueur k » et L I'événement « o posséde un
cycle long », c’est-a-dire un cycle de longueur strictement supérieure a n/2.

1
5. Soit k € [1,n] tel que k > g Montrer que P(Cy) = T
6. En déduire que P(L) sous forme de somme puis P(L) & I"aide d'une somme harmonique.

C Le probléme des prisonniers

On dispose de 100 prisonniers et de 100 boites numérotées. Chaque boite contient un numéro entre 1 et
100, chaque numéro apparaissant exactement une fois.

Les prisonniers entrent successivement dans la salle. Chacun peut ouvrir au plus 50 boites. Si tous les
prisonniers retrouvent leur propre numeéro, ils sont tous graciés; sinon ils sont tous laissés en prison.
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7. Sans consultation préalable, si chaque prisonnier ouvre indépendamment de ses congénéres 50 boites
au hasard, quelle est la probabilité qu’ils soient graciés?

8. Les prisonniers ont la possibilité de se consulter avant le début de ’expérience et d’élaborer une stratégie
commune (aprés le début de Pexpérience, ils ne peuvent plus communiquer). A l'aide des parties
précédentes, proposer une stratégie leur offrant une meilleure chance d’étre graciés et donner une
valeur approchée de la probabilité de succes.

9. Comportement asymptotique.
On pose exactement le méme probléme avec n prisonniers et n boites, chaque prisonnier pouvant ouvrir

n
exactement L§J boites. On note p, la probabilité de succeés de la stratégie.

n—00
k=|n/2|+1

(b) En déduire le Dn.-

n
1
(a) Déterminer lim Z T
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MPSI Paul Valéry Corrigé

DEVOIR MAISON N° 23

Probléme 1

A

1
Ainsi, | E(Xy) = zl
n n 1
. Par linéarité de 'espérance, E(X) = Y E(Xj) = zl
k=1 k=1

Nombre moyen de cycles de longueur &

. Une telle permutation o s’écrit yo o’ avec v un cycle de support A et ¢’ une permutation de [1,n] (qui

n’est autre que la permutation induite par o.

e Il ya (k—1)! cycles de support A. En effet, écrire un cycle revient a ordonner les éléments de A
(k! possibilités), chaque cycle ayant k écritures différentes possibles. Le principe des bergers donne
alors E = (k — 1)! cycles.

Autrement dit, déterminer un cycle revient & choisir le premier élément écrit puis une permutation
des (k — 1) autres éléments de A.

e Puis les n—k éléments de [1,n]\ A peuvent étre permutés arbitrairement, soit (n—k)! possibilités.

Ainsi, le nombre de permutations recherché est ’ (k—1D!(n—k)! ‘

. La variable I4 suit une loi de Bernoulli. Le tirage est équiprobable et |S,| = n! donc

— 1\ n — k)!
P(Iy=1) = (k—1)(n k)
n!
— 1N\ n = k)!
Ainsi, IA~B<(k Li(n k)‘) :
n!
. En notant Pg([1,n]) 'ensemble des parties de [1,n] de cardinal k, on a X = Z I4. Par

. . AePy([1,n])
linéarité de ’espérance,

EXy) = ) E(IA):<Z>(I€_1)!(.“_]€)!

AePr([1,n])

Ainsi, | E(X) ~ Inn| (équivalent du reste de la série harmonique divergente).

Cycles longs

n
. Soit k& > —.
Soi > 5

Une permutation ne peut posséder qu'un seul cycle de longueur k, donc X;, = 1¢,. Autrement dit,
Cr=Xr=21)=(Xr=1).

1
Par conséquent, P(Cy) = E(Xg) = .
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n : .
6. Pour k£ > 5 les événements Cj sont deux a deux incompatibles. En effet, deux cycles de longueur

strictement supérieure a n/2 utiliseraient strictement plus de n éléments.
n

Ainsi, L = U C}, est une union disjointe, donc
k=|n/2|+1
n n 1
PL)y= > PCy= >, =
k=|n/2|+1 k=|n/2]+1
Donc P(L) =1 — i =
= -
k=|n/2|+1

n
. 1 . -
Avec la notation H,, = kgl z (somme harmonique), P(L) =1 — (Hn — HLn/QJ)'
Finalement,

P(Ly= Y | et |P(L)=1— (Hy—Hpp))|
k=|n/2|+1

Le probléme des prisonniers

7. Soit G I'événement « ils sont tous graciés ». Un prisonnier donné trouve son numéro avec probabilité

50 _ 1 1o choix ctant indépendants, P(G) = (L)
100 = 3 Les choix étant indépendants, =3 .

Ainsi, | P(G) =270 ~ 7,89 x 10731 |

8. Les prisonniers adoptent la stratégie suivante : les prisonniers s’attribuent tous un numéro différent de
1 &4 100 (par exemple 'ordre dans lequel ils vont aller ouvrir les boites). Le prisonnier ¢ ouvre d’abord
la boite 4. S’il y trouve le numéro j, il ouvre ensuite la boite j, puis continue ainsi jusqu’a retrouver
son propre numéro ou avoir ouvert 50 boites.

Le contenu des boites définit une permutation o de [1,100].

Chaque prisonnier parcourt alors le cycle de o qui contient son numéro (I’orbite de son numéro).
Tous les prisonniers réussissent si et seulement si tous les cycles de o sont de longueur inférieure ou
égale & 50, c’est-a-dire si et seulement si I’événement L est réalisé.

100
1
D’aprés 1 i bcé P =1- —
apres la question précédente, | P(G) Z :
k=51
100
Numeériquement, Z 7 0,688172, donc P(G) =~ 0,311828, soit une spectaculaire probabilité de succes
k=51

de plus de 31%!

9. Comportement asymptotique.

(a) On écrit

> e X

n /n
k=|n/2|+1 k=|n/2|+1
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Cette somme est une somme de Riemann associée a la fonction ¢ — 1/t sur [1/2,1].

n 1
1 dt
Par conséquent, nll_%lo Z k- /1/2 o .
k=|n/2|+1
n

(b) Onap,=1- Z %

k=|n/2|+1

En passant & la limite, | lim p, =1 —1n2 = 0,30685 |.

n—o0
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MPSI Paul Valéry 23/06/2026
DEVOIR MAISON N° 24

Probléme 1

Soit n > 2. Pour tout matrice A € M, (R), on note A la transposée de la comatrice de A. On rappelle
que pour tout (i,j) € [[1,n]]2, le coefficient de la i-éme ligne et j-éme colonne de la comatrice de A est
(—1)""7 det(A;;), oit A;; est la sous-matrice de A obtenue en supprimant la i-éme ligne et la j-éme colonne.

On rappelle de plus la relation
Ax AT =det(A), = AT x A.

A Généralités
Soit A € M, (R).
1. On suppose que A est inversible. Déterminer une relation entre AT et A™1.
2. Calculer A1 dans le cas ot rg(A) < n — 2.

3. On suppose dans cette question rg(A) =n — 1.

(a) Montrer que AT # 0.
(b) Comparer les noyaux et les images de A et AT et déterminer rg(A™).

4. Montrer que det(A") = (det(A))" .

5. Exprimer (A+)+ en fonction de A.
Attention au cas particulier n = 2...

B Une relation
Dans cette partie, on cherche & démontrer la relation suivante :
VA, B € M,(R), (AB)T = BT A",

6. Démontrer le résultat lorsque A et B sont inversibles.
7. On suppose maintenant A, B € M, (R) quelconques.

(a) Montrer que l'application Py : x — det (A + z1I,,) est une application polynomiale de degré n.

(b) En déduire que pour tout x € R, sauf pour un nombre fini de valeurs, A + zI,, et B + xI,, sont
inversibles.

(c) Pour tout = € R, on pose
M(z) = (A+=zI,) (B+zl,)" — (B+zl,)" (A+aL,)".

Montrer que M (x) est nulle pour une infinité de valeurs de x, puis pour tout x € R. Conclure.
8. Application. Soit A € M, (R).
(a) Soit B € M,(R) et P € GL, R tels que B = P"*AP. Montrer que BT = P"1ATP.
(b) Soit E un R-espace vectoriel de dimension n, & une base de E et f € L(E) de matrice A dans la

base &. Soit g 'endomorphisme de E dont la matrice dans la base & est A™. Montrer que g ne
dépend que de f et pas de la base &, ce qui permet de définir f7.
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C Equation A" = B, d’inconnue A
Soit B € M, (R). Dans cette partie, on cherche a résoudre 1’équation
(E) : A" =B,

d’inconnue A € M, (R).

9. Résoudre (E) lorsque B est inversible.
On sera amené & distinguer plusieurs cas...

10. Résoudre (E) lorsque rg(B) > 1 et B n’est pas inversible.
11. On suppose maintenant rg(B) = 1.

(a) Résoudre (F) dans le cas ou B est la matrice élémentaire E 1, puis dans le cas ou B = Es .

(b) On revient au cas général : B quelconque de rang 1. Montrer que B est semblable & AEy 1, avec
A € R* ou & Ey ;. En déduire que (E) admet au moins une solution.

D Un exemple

Soit n € N*, z € R et A,, € M,,(R) la matrice dont les termes diagonaux valent 1 — x et les autres 1.

12. Calculer det(A,,).
13. Déterminer le rang de A,,.

14. Calculer explicitement A} lorsque n > 2.
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MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR MAISON N° 24

1. Si A est inversible, alors en multipliant a gauche par A~" dans I'égalité A x AT = det(A)I,,, on obtient

AT = det(A)A™!

2. Sirg(A) < n— 2, alors les plus grandes sous-matrices de A inversibles sont de taille au plus n — 2. En
particulier, toutes les sous-matrices de A de taille n — 1 sont non inversibles et donc de déterminant
nul.

Sirg(4)<n-—2, AT =0.

3. (a) Sirg(A) =n—1, alors A posséde une sous-matrice de taille n—1 inversible et donc de déterminant
non nul. Ainsi, il existe (7,7) € [1,n]? tel que det(4; ;) # 0 et AT 0.

Sirg(A) =n—1, alors AT # 0.

(b) Comme rg(A4) = n —1 < n, det(A) = 0. Ainsi A x AT = 0 et Im(A") C Ker(4). De méme,
At x A=0et Im(A) C Ker(A"). Comme dimIm(A) =n—1, on en déduit n—1 < dim Ker(A™).
Or d’aprés la question précédente AT # 0, d’oit dim Ker(A™) < n. Par conséquent, dim Ker(A™) =
n—1=dimIm(A) et Ker(AT) = Im(A). D’aprés le théoréme du rang, on en déduit dim Im(A™) =
1 = dim Ker(A), et comme Im(A™) C Ker(4), on en déduit Im(A™) = Ker(A4).

Ker(A") =Im(A) |, [Im(A") = Ker(A) | et [rg(A1) =1

4. On peut distinguer trois cas.
e Si A est inversible, alors AT = det(4A)A™!. On en déduit det(A") = (det(A4))” x det(A™1) =
(det(A))™ x = (det(A))" 1.

1
det(A)
e Sirg(A) <n—2, alors det(A) =0 et AT = 0. Ainsi det(AT) =0 = (det(A))" " car n > 2.

e Sirg(A) = n —1, alors det(4) = 0 et rg(AT) = 1 < n. Ainsi det(4") = 0 = (det(A))" ' car

n > 2.

det(AT) = (det(A))"*

5. On distingue aussi plusieurs cas.
e Si A est inversible, alors AT est inversible et on a les relations
Ax AT =det(A), = A" x A
(AT)" x AT = det(AT)L, = AT x (A1)T

Ainsi
—1 1 1
(47 = det(A) "~ det(AT) (49"
On en déduit (A+)+ = (mA = (det(A))" 2 A.

e Sirg(A) <n—2, alors AT =0 et donc (fﬁ)Jr =0.
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Sin>3etrg(A)=n—1,alors rg(A") =1 < n—2 et donc (AJF)Jr =0.

Si n = 2, alors on peut faire un calcul direct. Si A = (CCL Z), alors : AT = < d ab> et donc

(AH)F = <Z Z) = A _

On vérifie alors que dans tous les cas, on obtient

(AT)" = (det(A)" 2 A

6. Si A et B sont inversibles, alors AB est inversible et, d’aprés la question 1,

7.

(a)

(AB)T = det(AB)(AB)™! = det(A)det(B)B~ A}
= (det(B)B_l) (det(A)A_l)

(AB)* = Bt A*

Pour tout « € R, notons (m; ;(x))1<i j<n les coefficients de la matrice A + z1,,. Pour tout 7,j €
[1,n],  — m; j(z) est une fonction polynomiale, de degré 1 si i = j, constante sinon. On a alors

c€eSh i=1

On en déduit que Py : x — det(A + z1,,) est une fonction polynomiale en tant que combinaison
linéaire et produit de fonctions polynomiales. De plus, pour tout o € S,

deg (H mo(i)ﬂ) = Z deg (mU(i)vi) { < n sinon o
i=1 =1

’PA : x — det(A + xI,) est une fonction polynomiale de degré n. ‘

Notons Z4 (resp. Zp) I'ensemble des racines réelles du polynome P4 (resp. Pg). Comme deg(Py) =
deg(Pp) = n, Z4 et Zp sont des ensembles finis de cardinal au plus n. Notons Z = Z4 U Zp. Z
est alors une partie finie de R, et si x € R\ Z, alors P4(x) # 0 et Pg(x) # 0. On en déduit que
A+ xI, et B+ xl, sont inversibles.

’Pour tout € R, sauf pour un nombre fini de valeurs, A 4+ x1,, et B + x1,, sont inversibles‘

Pour tout x € R\ Z, A+ zI,, et B + xI,, sont inversibles, ainsi d’aprés la question 5, M (z) = 0.
Comme Z est infini, la matrice M (x) est nulle pour une infinité de valeurs de z. Or tous les
coefficients de « — A + x1,, sont des fonctions polynomiales. De la méme maniére qu’en 7a, on
montre que les coefficients de z — (A + a:In)Jr sont des fonctions polynomiales. On en déduit
que tous les coefficients de M sont des fonctions polynomiales, en tant que somme et produit de
fonctions polynomiales. Comme M est nulle pour une infinité de valeurs, on en déduit que toutes
ces fonctions sont des fonctions nulles. On en déduit Va € R, M (z) = 0, puis

Vz eR, (A4 zl,) (B+zl,))" = (B+zL,)" (A+zL,)".

En particulier, pour z = 0, on obtient le résultat

(AB)" = Bt A"
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8. (a) Comme B = P7YAP, et d’apreés la question précédente
Bt =ptat (P )",

Comme P, et donc P, sont inversibles, on a d’aprés la question 1

1

Pt = det(P)P! PN — det(P~ )P = P
det(P) et (P71 det(P™7) det(P)

On en déduit le résultat

Bt = plaA*P]

(b) Soit & une autre base de E, B la matrice de f dans la base &' et ¢’ I'endomorphisme dont la
matrice dans la base & est BT. On a alors B = P"1AP, avec P la matrice de passage de la base
& ala base &'. D’aprés la question précédente, BT = P71ATP. Comme AT est la matrice de g¢
dans la base &, B est la matrice de g dans la base &’. Donc g = ¢'.

’L’endomorphisme g ne dépend pas de la base & choisie. ‘

9. Soit B € M, (R), inversible. On raisonne par analyse-synthése.
An. Soit A € M, (R) tel que AT = B. D’apres les premiéres questions, A est inversible et det(A4)A™ =
B, d’on A=B"1et A=det(A)B™'. De plus, det(B) = det(A™") = det(A)" 1.

det(A)
Syn. Soit A € R tel que A"~ ! = det(B). On pose A = AB~!. Comme det(B) # 0, A # 0 et A est
inversible. Ainsi, A = det(A)A™! = A" (det(B)) ' A7'B = A" ! (det(B)) ' B = B.

On en déduit que 'équation A™ = B admet autant de solutions que 1'équation \* ' = det(B) en a.

Si n est pair, alors ’équation A™ = B admet pour unique solution A = "/det(B)B™1.
Si n est impair et det(B) > 0, alors ’équation AT = B admet deux solutions A = & "/det(B)B~L.
Si n est impair et det(B) < 0, alors ’équation AT = B n’admet aucune solution.

10. D’aprés les premiéres questions, AT est soit inversible, soit nulle, soit de rang 1. Donc :

’Si rg(B) > 1 et B n’est pas inversible, (E) n’a pas de solution.

11. (a) On suppose B = Ej; et on raisonne par analyse-synthese.

An. Soit A € M,(R) tel que AT = B. On écrit A = <%> ,avecar € R, L € My ,1(R),

Ce ./\/ln_171(]R) et A’ € Mn_l(R). Notons B = (bi,j)lgi,jéw Par définition de A+, b1,1 =1=
det(A’). En particulier, A" est inversible. Notons Cs,...,C,, (resp. Lo,..., L,) les colonnes
(resp. lignes) de A’. Celles-ci forment une base de M,,_11(R) (resp. My ,—1(R)). Donc il

n

n

existe des scalaires (\;)2<i<n (resp. (i)2<i<n) tels que C' = Z AiC; (resp. L = Z,uiLi). On
i=2 =2

a alors :
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e Pour tout i € [2,n] :

L L2 L2
Ly : :
, : Li n Li
(—1)Z+1b17i =0=det | Li_1 | = —det L = — Z'u’k det | Ly
Lia Liyy k=2 Ly
Ly, Ly, Ly,

On en déduit Vi € [2,n], u; =0, donc L = 0.
e De méme, pour tout j € [2,n] :

(—1)j+1bj71:0:det(C Cy --- Cj_l Cj+1 Cn)
:—det(CQ ”-Cj_l C Cj+1 Cn)
:*Z)\kdet(cg Cj_l C Cj+1

k=2

== Mebpj =N
k=2

On en déduit Vj € [2,n], A\; =0, donc C = 0.

/ . - . . / - .
e Enfin, comme A’ est inversible, un des mineurs au moins de A" est non nul. Donc il existe

i,j € [1,n — 1] tel que det(A; ;) # 0. Ainsi, on a
0

L. a
(=1)"bji1,41 = 0 =det < [1)’1 i > = a1, det(Af ;).

On en déduit que a; ;1 = 0.

Syn. On vérifie aisément que les matrices de la forme ( 8 j/ ),

avec A" € My,_1(R) et det(A’) = 1 conviennent.

avec A" € M,,_1(R) et det(4’) = 1.

Si B = Ej 1, les solutions de (E) sont les matrices de la forme ( 8 j/ >7

De la méme maniére, on montre que

si B = Es 1, les solutions de (E) sont les matrices de la forme

0
C
avec C € My_11(R), A" € My,_1,,—2(R) et det( C ‘ A ) =

—1.

(b) Soit B € M, (R) derang1etb e L(R"™)’endomorphisme canoniquement associé. Comme rg(B) =
rg(b) =1, on a dimIm(b) = 1 et dimKerb =n — 1. On a alors deux cas possibles.

1¢* cas : Imb C Kerb. Soit (e3) une base de Imb. D’aprés le théoréme de la base incompléte,
il existe des vecteurs (es,...,e,) tels que (eg,...,e,) est une base de Kerb. Enfin, comme
eo € Imb, il existe e; € R"™ tel que b(e1) = ea. Comme eg # 0, e1 ¢ Kerb, donc & = (eq, ..., ey)
est une base de R". Dans cette base, la matrice de b est Eo 1. Donc B est semblable & Ey ;.
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2¢ cas : Imb ¢ Kerb. Dans ce cas, comme Imb est une droite vectorielle, KerbNImb = {0} et
alors Kerb @ Imb = R". Soit (e1) une base de Imb et (e2,...,e,) une base de Kerb. Alors
(e1,...,ey) est une base de R™. De plus, b(e1) € Im b, donc il existe A € R tel que b(e1) = Aey.
Et A # 0 car e; ¢ Kerb. Dans cette base, la matrice de b est donc AE; ;1. Donc B est semblable
a )\El,l-

Si rg(B) =1, alors B est semblable & Fs 1 ou & AE] 1, avec A € R™.

B est semblable & B', avec B’ = Fy7 ou B’ = AEj;. 1l existe alors P € GL, R tel que B =
P~1B'P. D’aprés la question précédente, Péquation AT = B’ admet au moins une solution A’.
(en multipliant par A une ligne non nulle d’une solution de ’équation A" = E 1, on obtient une
solution de P'équation AT = A\FEy1.) En posant A = P7YA'P, on a alors, d’aprés la question 8a,
At = p7'A*P =P 'B'P = B. Donc l'équation AT = B admet au moins une solution.

Si rg(B) = 1, 'équation AT = B admet au moins une solution.

12. On effectue des opérations sur les lignes et les colonnes pour calculer det(A4,,).

n—x 1 1
1—a 1 1
) . ) . n—z l—x : n
det(A)=| T |=la—e 1 . [ Cie ) G
: P 1 . k=1
n—x 1 1 1—=x
1 1 o 1 1 0 R 0
1 1—=x 1 —=z
=n-z)]1 1 =mn-x)]1 o Ci«+ C;—Ch,i€[2,n]
1 1 1 o0
1 1 1 1—=x 1 0 0 —=x

det(A,) = (-1)"z"Y(z — n)

13. Sin > 2, d’apreés la question précédente, A, est inversible ssi x ¢ {0,n}. Donc rg(Ay,) =nsiz ¢ {0,n}.
Si x = 0, alors rg(A,) = 1, car dans ce cas toutes les colonnes sont identiques. Enfin, si x = n, alors
rg(A,) = n — 1. En effet, dans ce cas, A, n’est pas inversible, mais A,,—1 qui est une sous-matrice de
Ay, de taille n — 1 est inversible. D’ou le résultat (et on vérifie que ce résultat est encore valable pour
n=1).

n six ¢ {0,n}
rg(An,) =4 1 siz=0

n—1 six=n.

14. 11 y a plusieurs maniéres de parvenir au résultat.

e Calculer chacun des coefficients de A,f. Tl n’y a en fait que deux calculs de déterminant & effectuer,
car on peut montrer que les coefficients diagonaux de A sont tous identiques, et que les autres
coeflicients sont aussi tous identiques.
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e Calculer A, U lorsque A, est inversible, puis AT dans ce cas et ensuite en déduire la valeur de A
dans tous les cas, en utilisant le fait que tous les coefficients de A} sont des fonctions polynomiales
en z. Pour calculer 'inverse de A,,, on peut effectuer des opérations sur les lignes ou les colonnes,
ou bien remarquer que A, est annulé par un polynéme du second degré. C’est cette derniére
méthode que nous allons employer ici.

Notons J,, la matrice de M,,(R) dont tous les coefficients sont égaux a 1. On a alors A,, = J,, — z1,.
Ainsi, comme J,, commute avec I, et J,2L =nddy :

A2 = (J, —x,)? = J? — 22J,, + %1,
= (n —2x)J, + 2°I,, = (n — 2x)(A, + zI,,) + 2°1,
=(n-2z)A,+z(n—=x)l,

Ainsi, si x ¢ {0,n}, on a
1

Ay % =2 (Ap, — (n—22)1,) = I,.
Dans ce cas, A4, = :z:(nl—:v) (A, — (n—2z)I,). On en déduit
r+1l-n 1 ... 1
AT = det(A) AT = (=122 (A, — (n— 20)1,) = (—1)*Hgn2 |1
i . 1. xr+ 1 -n

Enfin, comme les coefficients sont, au signe prés, des déterminant de sous-matrices de A,,, ce sont des
fonctions polynomiales en x. On a trouvé une expression polynomiale pour chacun des coefficients de
Ay, valable pour une infinité de valeurs de x, elle est donc valable pour tout z € R.

x+1-—-m 1 ... 1
Af = (e
: . . 1
1 ... 1 z4+1—n
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MPSI Paul Valéry
DEVOIR MAISON N° 25

25/06/2026

Probléme 1

On admet dans tout le probléme que

==
=n 6

Pour N € N*, on munit I’ensemble
Qn ={1,...,N}?

de la probabilité uniforme Py. On note, pour d € N*,

Agn ={(a,b) € Qn | d divise a et d divise b}.

[

. Calculer PN(Ad,N)-

. Exprimer I’événement

[\G)

CN:{(a,b)EQN’a/\b:1}

a ’aide des événements A, n, ot p parcourt I'ensemble & des nombres premiers.

3. Soit I un ensemble fini de nombres premiers. A 1’aide de la formule du crible, montrer que

)
I1 pJ
P ) = X ol
peF HCF
4. (a) Montrer que pour I un ensemble fini et toute (z;);e; de nombres réels,
[i+20= 3 I
i€l Jcljed
(b) En déduire que
1
lim P, AS = 1-— ).
N N ﬂ p.N H ( p2>
peEF peF
9. Montrer que, pour tout M > 1,

Pn(Cn) < Py

p<M
peES

6. Montrer que

Pn(Cn) > Py

p<M
peES

7. En déduire que, pour tout M > 1 et tout N > 1,

0< Py

p<M
peS

142

() Agn | = Pn(Cn) <D
d>M

M Apx

() Asn | = D Pn(Agn).

d>M
d<N

1
ﬁ .



8. Montrer que la suite

p<M
pES M>1

converge. On note ¢ sa limite.
9. Montrer que la suite (Py(Cy))ys; converge vers £.

On se propose maintenant de calculer ¢.

1
10. (a) Pour tout M > 1 et tout nombre premier p < M, montrer que la série Z —55 converge.

k>0

+oo
1
(b) On pose alors Sy = H (Z 2k> Montrer que
p

p<M \k=0
peES

1
Su= > 5
n
TZEEA{

ou
Ey = {n € N* | tout facteur premier de n est < M}.
11. (a) On pose
Ey=90, Fy=Ey\Ey-1 (M2>1).

Montrer que (Fis)a=1 est un recouvrement disjoint de N*.
(b) En déduire que

S DI SR I oF
n2 n2 | — n2’
M=1 neky nely 1 n=1
12. Montrer que

“+00

1

Sy — —

M—+o0 n

13. Montrer que, pour tout M > 1,

we(10-2)

p<M
pEP
14. En déduire que
6
li P = —.
Nall}rloo N(CN) 7'('2
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MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR MAISON N° 25

Probléme 1

1. On a
Agn ={(a,b) € Qn |d|aet d]|b}.

N
e
N

Les multiples de d compris entre 1 et N sont exactement les kd tels que 1 < kd < N, i.e.

IS
NS

N N
Comme k est un entier, cela revient a 1 < k < {dJ 1l y en a donc {dJ Ainsi

N 2
A == .
|Ag n| {dJ

Comme Py est la probabilité uniforme sur Qy et que |Qx| = N?, on obtient

Py(Ay ) = 15
) N2 °

2. Deux entiers a et b sont premiers entre eux si et seulement si aucun nombre premier ne les divise tous
les deux. Ainsi
(a,b) € Cy si et seulement si pour tout p € &, (a,b) ¢ A, N.

Donc

Cn= () A5 n-

peES

3. Soit F' un ensemble fini de nombres premiers. Par la formule du crible,

Py | (N Agn | = D DMy | () Apy

pEF HCF peEH

Si H = (), alors m Ap N = Qpn et on adopte la convention
peEH

Hp = 1.
ped

Si H # (), les éléments de H sont des nombres premiers deux a deux distincts. Ainsi

ﬂ APaN = AHPEHva'
peH

En effet, un entier est divisible par tous les p € H si et seulement s’il est divisible par leur produit.
D’aprés la premiére question et dans tous les cas,

L N J2

| P

PN | | AP,N — pje\;; .
peH
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On en déduit

P
Pu | () Apw :Z(_1)IH\H;767HP_

N2
pel HCF

4. (a) On démontre 'identité par récurrence sur |I|.
Si I = (), alors les deux membres valent 1.

Supposons l'identité vraie pour toute partie de cardinal donné. Soit I un ensemble fini non
vide et soit ig € I. On pose I’ = I \ {ip}. En appliquant 'hypothése de récurrence a I’, on

obtient
H(l—i—xz) (1 +24) ZHa:j

iel JCI' jeJ

Donc

ICERIED SN | EEDIEN | D 9 | XD VN | g

i€l Jcr jeJ Jcr jeJ Jcr jed JCI' jeJU{my}

Le premier terme correspond aux parties de I ne contenant pas g, et le second aux parties

de I contenant 7. Ainsi
H(l + $1 = Z H Zj.

iel Jcljed

(b) D’apreés la question précédente, pour F' fixé,

)
Py ﬂAC,N :Z(_l)uﬂ [enp .

N2
peF HCF

Comme F est fini, H p est fini pour tout H C F. Donc pour tout H C F,
peEH

s L
e Moo (HpEH p)2

Ainsi
1
i c - _NHE
P | () A | = 2 () z
peF HCF (]_[ pell p)
1
Or, en appliquant le résultat précédent a la famille des x), = —— pour p € F', on obfient
p
1 1
H
> (i 2=H<1—pz)~
HCF (Hpe uPb pEF
Donc

. ) 1
s (e | =0 =35)

peF peF
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5. Ona Cy = ﬂ Agn C ﬂ A n- Par croissance de P,

peP p<M
peES

Py(Cn) <Py | [) ASn

p<M
peES

6. On pose By,n = ﬂ Apr. On vient de montrer que Cy C By n. Donc
p<M

peES
Pn(Cn) = Pn(Bu,n) — Pn(Bun \ COn).

Etudions maintenant By \ Cn. Soit (a,b) € Byn \ Cn.

e Comme a Ab# 1, il existe d > 1 un diviseur commun & a et b, autrement dit (a,b) € Ag n.

e De plus, puisque (a,b) € By, aucun nombre premier inférieur ou égal & M ne divise simultané-
ment a et b. En particulier, tout diviseur commun de a et b est strictement supérieur a M.

Donc (a,b) € U Ag n. Finalement
d>M
d<N

BM,N\CN C U Ad,N—

d>M
d<N

Par I'inégalité de Boole,

Pn(Byn \Cn) < Z Py (AgN).

d>M
d<N

Ainsi

Pnv(CNn) =2 Py | [ Agn | — D Pr(Aan).

p<M d>M
pEP d<N

7. D’aprés les deux questions précédentes,

0< Py | () 4Asn | = Pn(Cn) <D Pr(Agn).

p<M d>M
pEP d<N

Or, pour tout d > 1, Pn(Agn) =

N2 T g%

N 2
LdJ < i DODC Z PN(Ad,N) g Z % Finalement,

d>M d>M

d<N

1
0<Py| [ A5n | —Prv(Cn) <) =
p<M d>M
peES
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8. On pose

1
p<M p
peES

Si M n’est pas premier, alors up; = ups—1. Si M est premier, alors upys = up/—1 <1 BYE

1
>. Dans tous

les cas,
0<uym <up—1.

La suite (ups) est donc décroissante et minorée par 0. Elle converge. On note ¢ sa limite.

9. Pour tout M > 1, on pose By y = ﬂ Ay n- D’aprés la question 4 appliquée a F' = {pe Z|p< M},
p<M
peEX
on a

Pn(B .
NBN) S e

De plus, d’apreés la question 7,

Soit € > 0. Comme

1
— —0 et uy — 4,
d2 M —+oc0o M —+oo
d>M
on peut choisir M > 1 tel que
1 < € < 5
Zﬁ\g et |U]\/[—|\§.
d>M

Pour ce M fixé, il existe Ny € N* tel que, pour tout N > Ny,

3
|PN(Bum,N) — uml| < 3

Alors, pour tout N > Ny,

|Pn(Cn) — ¢ < |PN(Cn) — PN(Bu,n)| + |Pn(Buv,n) — un| + |un — £
Le.

Donc

PN(CN) o b

1 1
10. (a) Soit M > 1 et soit p < M un nombre premier. Comme p > 2, on a 0 < — < 1. La série Z 5
p

k>0
est donc une série géomeétrique de raison —, convergente, de somme
p
+
2% — 1 _ 1°
k=0 P p?
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11.

(b)

Soient p1, ..., p, les nombres premiers inférieurs ou égaux a M. Si r = 0, alors M = 1, le produit
vide vaut 1 et Ej; = {1}, donc le résultat est immédiat.

On suppose désormais r > 1. Les séries géométriques précédentes sont a termes positifs et
convergent. Par produit fini de familles sommables positives, on a

1
Su = Z 2% 2k,
(k1ohr)eNr P10 P

On considére 'application p: N — N7 . Par unicité de la décomposition en fac-

(ki,... kr) — plfl el
teurs premiers, ¢ est une bijection de N” sur Ej;. En réindexant la famille sommable positive
précédente par cette bijection, on obtient

1
neby
OnafFEy=10 et, pour M > 1, Fpy = EM\E]\/I—l-
e Les ensembles Fj; sont deux & deux disjoints.
e Soit n € N*. Sin =1, alors n € Eq, donc n € Fy. Si n > 2, 'ensemble des facteurs premiers

de n est fini et non vide. On note M son plus grand élément. Alors tous les facteurs premiers
de n sont inférieurs ou égaux a M, donc n € Eyy, mais n ¢ Ep—q. Ainsi n € F)y.

Donc les ensembles F); recouvrent N* et sont deux & deux disjoints. Ils forment un recouvrement
disjoint de N*.
1
La famille <2> est sommable car la série Z 1/n? converge. D’aprés le théoréme de som-
neN*

n=>1
mation par paquets appliqué a la partition (Fas)a>1 de N*) on a

+ool +00 1
2Em 2 2

M=1neFy

Or Fpy = Eyf \ Epy—1 et Epyp—1 C Epy. Comme les sommes portent sur des termes positifs,

1 1 1
Ya-T s Y &

’I’LEF]\/I TIGE]\/[ TLGE]\{,l
Donc
= 1 1 X1
>l w X
M=1 nek nely 1 n=1

1
12. D’aprés la question 10, Sy = Z — - Ainsi, pour tout K > 1,
n

neky
K K
1 1
>l 2w X | = 2 S Sun),
M=1 neky neky 1 M=1
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13.

14.

ou l'on pose Sy = 0. Cette somme est télescopique et vaut Sk . D’aprés la question précédente, la série
+oo
de terme général Sy — Spr—1 converge et sa somme est g —. Par conséquent, la suite de ses sommes
n
. . n=1
partielles converge vers cette somme, c’est-a-dire

1
Sy —— Y .
M—+o0 1 n
n—=

D’apres la question 10(a), pour tout nombre premier p,

—+00

Y o=t
2k 1
o P 1_p2

Ainsi, pour tout M > 1,

Donc

Par définition de /,

peES
D’aprés la question précédente,
1 1
I {1=5) =55
p<M
peES
Or
+o00 1 7T2
Sy —— — = —.
M M St Z n? 6
n=1
o - 1 6 )
Par opérations sur les limites, { = ——— = —. Comme on a déja montré que Py(Cy) — ¢, on
w2/6 72 N—+o0
obtient
6
N—+o0 T
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MPSI Paul Valéry 29/06/2026
DEVOIR MAISON N° 26

Probléme 1

Ce probléme est subdivisé en cing parties.

— Dans la partie A, on définit un produit scalaire sur R[X] et la notion de systéme orthogonal. On
démontre ensuite quelques résultats généraux qui seront utilisés par la suite.

— Dans la partie B, on définit les points de Gaull associés au produit scalaire considéré.

— Dans la partie C, on démontre quelques propriétés générales supplémentaires sur les systémes ortho-
gonaux. Les trois questions de cette partie sont indépendantes et les résultats démontrés ne sont pas
utiles pour les parties suivantes.

— Dans la partie D, on considére un produit scalaire particulier, et on définit les polynémes de Legendre.

— Dans la partie E, on poursuit ’étude des points de Gaul de la partie B dans le cas particulier des
polyndémes de Legendre. Plus précisément on démontre ’entrelacement des zéros des polynoémes de
Legendre.

A Polynémes orthogonaux

Soit a,b € R tels que a < b et w : [a,b] — R une fonction continue telle que V¢ € [a,b], w(t) > 0.
1. Montrer que 'application (-,-) : R[X] x R[X] — R définie par :

b
vP.Q € R[X], (P,Q) = / PUOQ)w(t) dt.

est un produit scalaire sur R [X].

On appelle systéme orthogonal de R [X] toute famille de polynémes (Py)xen telle que :
(i) Vk,leN, k#1= (P, B) =0.
(ii) Vk € N, deg Py = k.

2. Soit (Pg)ken un systéme orthogonal de R [X].

(a) Montrer que pour tout n € N, (Py)o<k<n est une base orthogonale de R,, [X].
(b) En déduire que Vn € N, VQ € R,_1 [X], (P, ,Q) = 0.

3. (a) Montrer qu’il existe un systéme orthogonal de R [X]. Indication : on voudrait appliquer le théoréme
d’orthogonalisation de Gram-Schmidt a la base canonique de R [X] et vérifier qu’on obtient bien
un systéeme orthogonal. Mais attention, le théoréme de cours ne s’applique qu’auz familles finies!

(b) Soit (Px)ren et (Qk)ren deux systémes orthogonaux de R [X]. Montrer qu’il existe une suite de
réels (A\g)gen telle que Vk € N, P, = M\eQk. On pourra utiliser les questions 2a et 2b pour montrer
que pour tout k € N, Py et Qp sont colinéaires.
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B Points de Gaufd

Dans cette partie et la suivante, on considére un systéme orthogonal (Py)gen de R [X].

4. Soit k € N.
(a) Montrer qu’il existe p € N, (7;)1<i<p une famille de réels de ]a, b[ deux a deux distincts, ¢ € {—1,1}
et @ € R[X] tels que Vt € [a,b], Q(t) = 0 et

Po(X) = eQ(X) [J(X = ).

i=1

On pourra factoriser Py en faisant apparaitre toutes ses racines dans lintervalle |a,b[, et en

séparant celles de multiplicité paire de celles de multiplicité impaire.
p

(b) Soit R(X) = H(X —r;). Montrer que (Py, R) # 0. On pourra utiliser ici la définition du produit
i=1
scalaire.

(¢) En déduire que deg R = k, puis que toutes les racines complexes de Py sont simples, réelles et
dans lintervalle |a, b[.

(d) On désigne désormais par ry1 < rpa < --- < 731 les racines de Py. On les appelle les points de
Gaufs du polynoéme Py. Pourquoi cette suite ne dépend-elle que de w et pas du choix du systéme
orthogonal (Py)ren ?

C Trois autres propriétés
5. Soit n € N*. Montrer qu’il existe trois réels a,, B, et v, tels que
XPTL = anPn—l + Bnpn +'ann+l~

On pourra décomposer X P, dans la base orthogonale (Py)o<k<nt+1 de Rpt1 [X], puis, pour en déduire
le résultat, démontrer que YA, B,C € R[X], (AB,C) = (A,BC).
b
6. Soit ¢ la forme linéaire sur R [X] définie par VP € R[X], o(P) = / P(t)w(t) dt.
Pour tout n € N*, on note ¢, sa restriction a R,,_; [X]. ‘

Pour tout réel r, on note v, la forme linéaire sur R [X] définie par VP € R[X], ¥, (P) = P(r).

(a) Soit n € N* et (xj)1<j<n une famille de réels deux & deux distincts. Montrer que la famille
(Yz;)1<j<n est une base du dual de R,,—1 [X]. On pourra utiliser les polynémes interpolateurs de
Lagrange.

(b) En déduire que pour tout n € N*, il existe une famille de réels (i, j)1<j<n tels que

n
Pn = Z Nn,jl/]rn,j .

=1

(c) Soit n € N*. Montrer que
VP € Ron—1 [X], @(P) = Y pinjP (rnj).
j=1

On pourra utiliser une division euclidienne.
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7. Pour tout k € N, on pose ¢ = (Xk , 1) et pour tout n € N, on considére les déterminants

Co C1 P & | Cn, Co T ... Cp-1 Cn,
C1 Co . Cn Cn+1 C1 Cy ... Cn, Cn+1
Ay =| ¢ ST : b | Dplz) =1 D : e
Cn—1 Cn -o. C2p—2 C2p—1 Cn—1 Cn ... C2n—2 Con-1
Cn  Cnil .- Copn_1 Con 1 x ... ozt gn

ot x € R. En particulier, Ag = ¢g et Do(z) = 1.

(a) Soit n € Net 4, = (X' ,Xjfl))lgingnﬂ € My+1(R). Montrer que A, est inversible. En
déduire A,, # 0. On pourra introduire la matrice de la base canonique de R, [X] dans une base
orthonormale (attention!), et remarquer que A, s’exprime comme un produit de deux matrices
inversibles.

(b) Montrer que pour tout n € N, 'application z — D, (x) est une application polynomiale dont on
précisera le degré. On notera D,, le polynéme associé. On pourra développer le déterminant par
rapport a la derniére ligne.

(c) Montrer que si k < n, alors (D,,, X¥) = 0. En déeduire que la famille (D,,),en est un systéme
orthogonal. On pourra développer le déterminant par rapport & la derniére ligne.

D Un exemple : les polynémes de Legendre

On suppose désormais que a = —1, b =1 et Vz € [-1,1], w(x) = 1. Pour tout n € N, on pose

(x2 1)
27!
On note enfin, pour tout n € N, A, le coefficient dominant de L,. Les polynoémes (L;,)nen sont appelés

polyndmes de Legendre.
8. (a) Montrer que Vn € N, L, (—=X) = (—1)"L,(X).
(b) Soit n € N. Déterminer le degré de L,, le coefficient dominant A, de L,, et calculer L,(1). On
pourra appliquer la formule de Leibniz pour calculer Ly, (1). On doit trouver L,(1) = 1.
9. (a) Soit n € N et P € R[X]. Montrer que (U,,P™) = (=1)"(L,,P). On pourra montrer par
récurrence que Vk € [0,n], (U, ,P™) = (~D)F@®) , pn=Fk)),
(b) En déduire que la famille (L, ),en est un systéme orthogonal de R [X].
(c) Soit n € N et P € R[X] un polynome de degré n et de coefficient dominant c¢. Montrer que

C
(Lnypn) = )\7 ||LTLH2
n

et L, = U™,

n

U, =

(d) Soit n € N. Calculer de deux maniéres (L), , L,). En déduire une expression de || L, || en fonction
de n.

10. (a) Verifier que Vn € N, (X? — 1)U}, = 2nXU,,. En déduire que
vn €N, (X2 - 1)L,/ +2XL), —n(n+1)L, = 0.

On pourra dérwer n+ 1 fois la relation donnée, a 'aide de la formule de Leibniz.
(b) Verifier que Vn € N*, U}, .| = XU, et U}/, = (2n + 1)U, + U,_1. En déduire que

Vn € N*, (n+ 1) Lpt1 — (2n+ 1) X Ly + nly_y = 0.

On pourra dériver n fois la premiére relation et n — 1 fois la seconde, a laide de la formule de
Leibnaz.
11. Expliciter les polynoémes Lg, L1, Lo et Ls.
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E Entrelacement des zéros des polynémes de Legendre

12. Soit n € N.
(a) Montrer que

n

Vr,y €R, (x —y) ) (2k+ 1)L(2)Li(y) = (n+ 1) (Ln+1(2) Ln(y) — Ln(2) Lnta1(y)) -
k=0

(b) En déduire que

Vo €R, Y (2k+1)Lp(2)* = (n+ 1) (Lhyr (@) Ln(2) — Ly (2) Lnya(2)) -
k=0

(¢) On pose F,, = . Ecrire F,, comme une combinaison linéaire d’éléments simples de premiére
n+1
espéce et montrer que tous les résidus sont strictement positifs.

(d) En déduire les inégalités

Tnt1,1 < Tpl <Tp412 <Tp2 < < Tptin < Tnn < Tntlntl-
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MPSI Paul Valéry Corrigé

DEVOIR MAISON N° 26

Probléme 1

e Tout d’abord, (-,-) est bien défini, car pour tous P,Q € R[X], t — P(t)Q(t)w(t) est continue sur

1.

[a,b] en tant que produit d’applications continues.

e Soit P,QQ € R[X]. On a

b b
(P,Q)Z/ P(t)Q(t)w(t)dtZ/ Q)P(t)w(t)dt = (Q, P).

Donc (-,-) est symétrique.
Soit P,@Q, R € R[X] et A\, n € R. Par linéarité de I'intégrale, on a :

b b
(AP +uQ . R) = / (AP(t) + uQ(t)) R(t)w(t) dt = / (AP()R(tyw(t) + pQ() R(t)w(®)) dt

b b
- )\/ P(t)R(H)w(t) dt+u/ Q)R(t)w(t)dt = NP, R) + u(Q, R).

Donc (-, -) est linéaire par rapport a la premiére variable. De plus, comme il est symétrique, (-, -)
est bilinéaire.

Soit P € R[X]. On a
b
(P,P) :/ P(t)%w(t) dt.

Comme w est a valeurs strictement positives, on a Vt € [a,b], P(t)*w(t) > 0. Comme a < b et
par positivité de l'intégrale, on en déduit (P, P) > 0. Donc (-,-) est positif.

b
Soit P € R[X] tel que (P, P) = 0. On a alors / P(t)?w(t) dt. Comme 'application t — P(t)%w(t)

est continue sur [a, b], positive et d’intégrale naulle, on en déduit qu’elle est nulle sur [a, b]. Ainsi,
Vt € [a,b], P(t)*w(t) = 0, d’oti, comme w est & valeurs strictement positives, Vt € [a,b], P(t) = 0.
Comme l'intervalle [a, b] contient une infinité de valeurs, on en déduit que P est le polynéme nul.
Donc (-,-) est défini.

’ (+,-) est un produit scalaire sur R [X]. ‘

Soit (P)ken un systéme orthogonal et n € N. Alors, Vk € [0,n], deg P, = k < n. Donc la famille
(Pr)o<k<n est une famille échelonnée en degré de R, [X], c’est donc une famille libre. De plus,
cette famille posséde n 4+ 1 = dimR,, [X] vecteurs, c’est donc une base de R,, [X]. Donc

’ (Py)o<k<n est une base orthogonale de R,, [X] ‘

Soit n € Net @ € R,,_1 [X]. D’aprés la question précédente, (Py)o<k<n—1 st une base de R,,_; [X].
Donc il existe (Ag)o<k<n—1 € R" tel que

n—1
Q=> MPs
k=0
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On a alors, par linéarité du produit scalaire,

n—1

(P Q) =Y M(Pn, Pk) =0,

k=0

car Vk € [0,n — 1], (P, , P;) = 0, par définition d'un systéme orthogonal.

¥n €N, VQ R, 1 [X], (P, Q) =0.|

On définit par récurrence la famille (Py)gen suivante, et on montre qu’il s’agit d’un systéme
orthogonal de R [X].

k—1
Xk P,
Vk € N, Pk:Xk—Zq
= B

On remarque que pour tout n € N, la famille (P)o<k<n est la famille orthogonalisée de Gram-
Schmidt de la base canonique (X*)o<p<n. Ainsi, pour tout n € N, la famille (Py)o<p<n est bien
définie et est orthogonale. Donc (Pg)ren est bien définie et orthogonale. Il reste & montrer par
récurrence forte sur k € N que deg P, = k.

Pour k =0, on a Py = X° = 1. Ainsi deg Py = 0.

Soit k € N*. On suppose le résultat vrai pour tout ¢ < k. D’aprés ’hypotheése de récurrence,
pour tout i € [0,k — 1], deg P, = 4. En particulier, Vi € [0,k — 1], deg P, < k — 1. Donc

k—1
Xk, P,
1=0 1

Ainsi, on a vérifié que la famille ’ (Py)ken est un systéme orthogonal de R [X] ‘

Soit (Pg)ren et (Qk)ren deux systémes orthogonaux , et k& € N. D’apres la question 2a, (Q;)o<i<k
est une base orthogonale de R,, [X]. Comme P} € Ry [X], on a

Soit i € [0,k — 1]. Comme deg @Q); =i < k, on a, d’aprés la question 2b, (P, Q;) = 0. Ainsi

(P, Q)
P= "7 = )\ s
e 102 Qr = \eQk

(P, Q) .
Qx|

Soit r1,...,7p les racines de Py, dans l'intervalle |a, b] de multiplicités impaires, notées respective-
ment 21 +1,...,2p, + 1. Soit sq,..., s, les racines de Py, dans U'intervalle ]a, b] de multiplicités
paires, notées respectivement 2v1, ..., 2v,. Par théoréme de factorisation, il existe alors un poly-
nome A € R[X] tel que

avec | A\, =

q P

Pe(X) = AX) JT(X = 5)> [J(X = i)t
Jj=1 i=1
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Comme A n’a pas de racines dans |a, b[, il garde un signe constant sur [a, b] (par continuité en a
et b). Il existe alors B € R[X] et et ¢ € {—1,1} tels que A(X) =eB(X) et Vt € [a,b], B(t) > 0.

Ainsi
2

q p 2 p
Pu(X)=eB(X) | [](X —s)" (H(X - ri)‘“) [[x =r).

j=1 i=1 i=1

=Q(x)
Et on a bien V¢t € [a,b], Q(t) > 0.

Il existe p € N, (r;)1<i<p une famille de réels de ]a, b] deux a deux distincts, @ € R [X]
P

et e € {—1,1} tels que Vt € [a,b], Q(t) = 0 et Pp(X) = eQ(X) H(X — 7).
i=1

(b) On a (Py,R) = 5/ Q(t) Zw(t)dt et Vt € [a,b], Q(t)R(t)*w(t) > 0.
Raisonnons par l'absurde et supposons (P, R) = 0.
Alors, par positivité de Vintégrale, Vt € [a,b], Q(t)R(t)*w(t) = 0. Comme V¢ € [a,b], w(t) # 0,
on en déduit Vt € [a,b], Q(t)R(t)*> = 0, d’ott QR* = 0 car Q et R sont des polynomes et [a, ] est
de cardinal infini.
Comme R [X] est intégre, @ = 0 ou R = 0 et donc, dans les deux cas, P, = 0, ce qui est absurde.

(Px,R)#0

(¢) Supposons p < k. Alors deg R = p < k. D’aprés la question 2b, (P, R) = 0, ce qui contredit le
résultat précédent. Donc p = k. Par conséquent, deg @ = 0 et il existe A € R* tel que

(X) = ATJ(x —ra).

Comme les (7;)1<i<p sont deux a deux distincts et dans l'intervalle |a, b],

lles racines de Py sont toutes simples, réelles et dans l'intervalle ]a, b]. ‘

(d) Si (Qk)ken est un autre systéme orthogonal, alors pour tout k € N, Py et Q) sont colinéaires. Ils
ont donc les mémes racines.

’Les points de Gauk ne dépendent pas du systéme orthogonal choisi. ‘

5. Soit n € N*. On a X P, € R,,11 [X]. Comme (Px)o<i<n+1 est une base orthogonale de R, 11 [X], on a

_”i (XPu, P,
P,
~ ||P|?

Remarquons que pour tous A, B,C € R[X],

b b
(AB,C) = / (A(t)B(t)) C(t)w(t)dt = / A(t) (B(t)C(t) w(t)dt = (A, BC).
Soit 7 € [0,n — 2]. Comme deg(XP;) =i+ 1 < n, on a, d’aprés la question 2b,
(XP,,P)=(P,,XP)=0.
(XPy,Pa1) ,  (XPy,Py) _ (XPy,Pay1)

= ——---- ’y _=
|1Paal® 7" !

En posant a,, = 5 5
1Pl [Pl
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(a)

’Xpn =apP_1 = +Bnpn +7npn+1-‘

Soit (L;)1<i<n les polynémes interpolateurs de Lagrange associés a la famille (2;)1<j<n. Par défi-
nition, Vi € [1,n], L; € R,—1 [X], et on a :

vz’je[17n]aL’L(x]):6lj:{ 1 811 =]

’ 0 sinon.

Montrons que la famille (¥, )1<j<n est une famille libre du duel R,—1 [X]". Soit (Aj)1<j<n des

scalaires tels que
n
Z Aja; = 0.
j=1

Soit i € [1,n]. On évalue alors cette égalité en L;, ce qui nous donne

> Ajtbay (Li) = 0.
Jj=1

n
D’on Z Ajd;i; = 0 et donc \; = 0. Ainsi la famille (¢ )1<j<n est libre. Enfin, comme R, 1 (X"
j=1
est de dimension n, et que la famille est de cardinal n,

c’est une base ‘

*

La famille (¢2;)1<j<n est une base de R, 1 [X]".

Les réels (75, j)1<j<n sont deux a deux distincts, donc la famille (¢Tn,j)1<j<n est une base de
R,—1 [X]". Comme ¢, € R, [X]",

n
3 (:U’le]')lgjgn ER", o5 = Zﬂn,jwm,j :
j=1

Soit P € Rgy,—1 [X]. On écrit la division euclidienne de P par P, : il existe @ € R[X] et R € R[X]
tel que P = QP, + R et deg R < deg P, = n. De plus, comme deg P < 2n — 1, on en déduit
deg@Q < n—1. On a alors

b b
SO(P):/ Q(t)Pn(t)w(t)dt+/ R(t)w(t)dt = (Q, Pn) + ¢(R).

Or
e Comme @ € R, [X], (Q,P,) =0.
e Comme R € R, [X], (P(R) = Spn(R) = Z/Ln,jwrn,j (R)
i=1

e Enfin, pour tout j € [1,n], ¥, (R) = R(rn;). Et comme 7, ; est une racine de P, on a
P(rnj) = Q(rnj) Pa(rn ;) + R(rnj) = R(ra ).

VP € Ry [X], p(P) = Zﬂn,jp(rn,j)~
j=1

157



P
(a) < 1 ) est une base orthonormée de R, [X]. Notons By, = (b ;j)1<i j<n+1 la matrice de
1<is<n+1

1Pl

la famille (Xj_1)1<j<n dans cette base orthonormée. On a alors

(Xj_l 713’[—1)

Vi,j e [l,n+1],b;; =
bt b =
L’expression du produit scalaire dans une base orthonormée donne alors, pour tout ¢, 5 € [1,n + 1],

‘ ‘ n+1
(X1, x91) = Zbkz,ibku'-
k=1

On reconnait alors la formule d’un produit matriciel : A, = BZBn. Comme la famille (Xj*1)1<j<n

est une base de R,, [X], la matrice B,, est inversible, et donc ’ A, est inversible ‘ Enfin, on remarque
que

Vi,j € [Lin+1], (X7 X7 = (X2 1) = ¢ipja.

Ainsi, A, = Det(A4,,) .

Soit « € R. Notons M, (z) la matrice

Co Cc1 Cn—1 Cn

C1 C2 Cn Cn+1
Chn—1 Cn Con—2 Con—1

1 T "1 z"

On développe le déterminant Dy, (z) = Det(M,,(z)) par rapport a la derniére ligne. Notons D, ;
le déterminant de la sous-matrice de M, (z) obtenue en supprimant la derniére ligne et la j-éme

colonne. On a alors :
n+1

Dn(x) =Y (=1)""" D, jai 7",
j=1

Comme D,, ; ne dépend pas de x, on en déduit que D,, est une fonction polynomiale de degré au

plus n. De plus, comme Dy, 41 = Ap—1 # 0,

D,, est une fonction polynomiale de degré n ‘

Soit k < n. En reprenant les notations précédentes, on a

ntl n+1
(Dn ) Xk) = (Z(—l)nJrlJern’ijfl ,Xk) _ Z(—l)THlﬂDn,j(X]fl ,Xk)
Jj=1 j=1
n+1 n+1
- Z(—l)n""l""]Dn’j(X]"rk—l ) 1) = Z(_l)n+1+]Dn,jCj+k,1
=1 o

On reconnait une formule de développement du déterminant par rapport a la derniére ligne. Ainsi :

Co C1 e Cn—1 Cn
C1 ()] e Cp, Cn+1
(D, XF) =)+ 1 =0,
Cn—1 Cn ... Copn—2  Copn-—1
Ck  Ck+1 -+ Ckin—1 Ck+n
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(a)

car la derniére ligne de ce déterminant est égale a la k + 1-éme.

Vi e[0,n—1], (Dn,X*) =0

Montrons la famille (D,,),en est un systéme orthogonal.
e On a déjaVn e N, deg D,, = n.
e Soit n € N. Par linéarité et d’aprés ce qui précede, VP € R,,_1 [X], (D, , P) = 0. En particu-
lier, pour tout m < n, on a deg D,, = m < n, d’ou (D,,, D,,) = 0. Donc la famille (D,,)nen
est orthogonale.

’La famille (Dy,)nen est un systéme orthogonal. ‘

Soit n € N. On a Uy (X) = U,(—X). Par récurrence, on montre
Vk e N, UM (X) = (-1)FUP (- X).

En particulier, pour k£ = n,

¥n €N, Ly(—X) = (=1)"La(X)|

Soit n € N. Par définition, deg U,, = 2n. Ainsi, deg L,, = degU,, — n =[n]. De plus, le coefficient

1 2n
dominant de U, est Sl Il existe donc V,, € Ray,—1 [X] tel que U, = Sl + V,,. Ainsi comme
n! n!
2n)!
vk €[0,2n], (X2 *) = iX%*k, on obtient
(2n —k)!
n—k)
Ln="“—2— 4+ V™= X"+ V™,
2nn! =V 2n(n!)? ¥
(n) (2n)! . o
Comme degV,," <n—1,|\, = aend Pour calculer L, (1), on applique la formule de Leibniz
al, Ona
U — (X -1)™"(X+1)"
" 2" '
Ainsi N ( )
Ly =UM = 2 ((x - DM ® (X 4+ 1))
k=0 ’

Or, comme 1 est une racine de multiplicité n de (X —1)", ona Vk € [0,n — 1], (X—1)")®)(1) = 0.
Donc, lorsqu’on évalue en 1 I’égalité précédente, il ne reste que le terme pour k£ = n. Enfin, comme
(X = 1)")™) = nl, on obtient

Ln(1) =

xn!><2":.

Soit n € N et P € R[X]. On montre par récurrence que

ALY

vk € [0,n], (Un, PM) = (=1)"UP , PO,
La propriété est vérifiée pour k = 0.
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Soit k € [0,n — 1]. On suppose que (U, , P™) = (=1)¥(UF  P=F)) On effectue une
intégration par parties.

1
W, P = [ U ar
-1

1
_ [UT(Lk)(t)P(n—(kﬂ))(t)r 1 _/ U+ () P (+1) (3
- -1

Comme k € [0,n—1] et 1 et —1 sont des racines de U, de multiplicité n, UF(1) = 0 =
U%)(~1). Ainsi :
1
(U | p—ky _ _/ D () PO=(D) () qt = — (D) | pln=(k+1)y
-1
Donc, d’aprés Uhypotheése de récurrence, (U, , P™) = (=1)F 1 (uk+D)  pln=(k+1)y

D’aprés la principe de récurrence, la propriété est vérifiée pour tout k € [0, n]. En particulier pour
k=n,

(Un, P™) = (=1)"(Ln, P) |

(b) On sait déja que Vn € N, deg L,, = n. Montrons que la famille (L,,),en est orthogonale.
Pour cela, montrons que pour tout m,n € N tels que m < n, (Ly,, L,) = 0. Soit m,n € N tels
que m < n. D’aprés la question précédente, on a

(LTL ’ Lm) = (_1)n(Un ) ng))

Or, comme deg L,, = m < n, L%‘) = 0. Ainsi, (L, Ly,) = 0.

’La famille (L, )nen est un systéme orthogonal de R [X]. ‘

(¢) Soit n € Net P € R[X] un polynome de degré n et de coefficient dominant c. Comme deg L,, = n,

on a deg (P — )\iLn < n. Et comme le coefficient dominant de L,, est A, le coefficient de degré
n
)\n n

orthogonal, on a (L, , P — iLn) = 0, d’aprés la question 2b. Finalement
n

n de P — iLn est nul. Ainsi deg <P — ;Ln) < n — 1. Et puisque (Ly,)pen est un systéme

C

L,,P
(LuP) ~ -

(Lp,Lyp) =0

C 2
L,,P)=—|Ly,
(Ln, P) = 5~ 1Ll

(d) e D’une part, on a deg(L),,,) = n, et L., a pour coefficient dominant (n 4+ 1)A\,+1. D’apreés
la question précédente, on a
n+ 1)\
(L L) = Dy
n

(2n+2))) . 2" (n!)?
27+l ((n + 1)1)2 (2n)!
= (2n+1) || Ly|*.

= (n+1)x 1l
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10.

e D’autre part, une intégration par parties donne

1
( ;L+17Ln):/1 ;LJ’,l(t)Ln(t)dt
1

— Lot LI — [ Lusa(OLi(0) d
-1

= Lnt1(1)Ln(1) = Lnt1 (1) Lp(=1) = (Lns1, Ly,)-

Or Ly(1) = Lpy1(1) = 1, Lpya(=1) = (=)™, Ly(=1) = (=1)" et (Lpy1, L)) = 0 car
deg(L!) < deg(Ly+1) et la famille (L) en est un systéme orthogonal. On a donc

(Lyir La) = 1= (—1)"+ =2,

2
Donc | || Ly,|| = 1l
Soit n € N. On a
2nX (X2 —1)nt (X2 —1)"
2 !/ 2 _
(X = DU, = (X =) = X

(X2 - 1)U, = 2nXU, |

En dérivant n + 1 fois cette égalité, on obtient, d’apres la formule de Leibniz,

n+1 1 n+1
Z (nz )(X2 _ 1)(k) [(nt2-k) _ o9, Z ( ) k)UénH*k).

k=0

Comme (X2 —1)®) =0si k> 2et (X)®) =05si k > 1, cela donne (et on vérifie que cette égalité
est encore valable pour n =0et n = 1)

(X2 DU 4 2(n 4+ D) XU + (0 + UM = 20 XU 4 2n(n + 1)UM

(X? - 1)L +2XL, —n(n+1)L, =0|

Soit n € N. On a

(-1 (K

e = 20+ 1)X2n+1(n +1)! 2!

Soit n € N*. D’aprés ce qui précede et comme (X2 — 1)U,,_; = 2nU,, on a :

V1 =Un+ XU, =Up + X?Up-1 =Up + (X? = )Up—1 + Uy
= U, + 20U, + U,

n—i—l (2n+1)U +Un-1|

En dérivant n fois la premiére égalité et (n — 1) fois la seconde, on obtient, d’apres la formule de
Leibniz (de la méme maniére qu’a la question précédente), les deux égalités suivantes.

Lpy1 = XL, + UM™Y,
L= @2n+10)UMY 4L, .
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En multipliant la premiére par 2n + 1 et la seconde par n et en faisant la différence, on obtient

((n+1)Lny1 — 20+ )X Ly +nLy 1 =0

11. On a ’ Lo=1 ‘ et ’Ll =X ‘ En utilisant la relation précédente, on obtient

Ly = % (3X%—1)|et | Ly == (5X°-3X)|

[\D\H

12. (a) Soit n € Net x,y € R. D’aprés la question 10b, on a Vk € N*, (2k+1)xLi(z) = (k+1)Liy1(x) +
kLj_1(x). Cette égalité est vérifiée pour k = 0, en posant L_1 = 0. On obtient alors

n

Y)Y (2k+1)Ly(x = ((k+ 1) Ly1(2) + kL1 (2)) Li(y)
k=0 k=0

- Z ((k+ 1) Li41(y) + kLg-1(y)) Li(z)
k=0

= [k +1) (L1 (@) Lily) = L) L1 (y) = k (Li(@) L1 (y) = L1 () Li(y))] -
k=0

On reconnait alors une somme télescopique.

n

(@ =) Y2k + 1) Li(2)Li(y) = (n+ 1) (Lis1 (2) La(y) = La(@) Lot (y)) |
k=0

(b) Soit n € N et z,y € R tels que x # y. D’aprés la question précédente, on a

n
L z)—L L,(x)—L
>k D)) = -4 1) (FH Rty ) B 2RO ),
=0 Y Yy
En faisant tendre y vers x, on obtient le résultat voulu.
n
>k + DIk(@) = (n+1) (Lt (2)Lo(@) = L (@) L (2) |
k=0
n+1 I
(¢) Soit n € N. D’aprés la question 4, on a Ly11 = A\pt1 H(X—T‘n+1’l'). Comme deg =—-1<0,
i1 n+1
F, = —"— admet une décomposition en élément simples de la forme
n+1
o Ln B n+1 a
" Lyt X —rpg1y

Avec (ai)1<icni1 € R™™L Par théoréme de cours, a; = (F(X)(X — rnﬂ,i))'X:TnJrM. Or d’apres
la question précédente, on a I’égalité entre polynodmes suivante, puisque les fonctions polynomiales
associées sont égales sur R, qui est de cardinal infini.
n
Z(% +1)Li = (n+1) (Lyy1 Lo — Ly o)
k=0
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On divise cette égalité par Ln+1L;+1 et on isole Fj,.

B =l ! zn:(2k+ 1)L + Ln
" Lpnt (0t DLpnLi g & L,
Soit i € [I,n+1]. On a:
X — Tn+1,i " 2 L,
F,( X)) (X —r i) = ’ 2k + 1)L+ (X —r ).
TL( )( TH‘LZ) (Tl n 1)Ln+1L'/n+1 kzo( ) k L/n+1( TH-LZ)
~ | S S ——
=G1(X) =G2(X) =G3(X)

e Tout d’abord, G2 est un polynéme, et on a clairement Ga(rp41,) > 0.
e Ensuite, 1,41, est une racine simple de L, 1, donc n’est pas racine de L, +1- On en déduit
que ry41,; est racine de G3 : G3(rp41,4) = 0.

n+1 | n+1
e Enfin, ona L], (X) = )‘"Z H(X —ror1y) | Done

k=1 \ j=1
J#k
n+1

L X
L;H—l(rn—l—l,z') — )\n H(’I”n_;'_LZ' — Tn—i—l,j) = (}(TLH()> )
Jj=1 — Tn+1, IX=rni1
J#i
1

Ainsi, Gi(rp41,) = 5 > 0. Finalement

(n+1) (L1 (rnt1,))

a; = (Fn(X)<X — rn+17i))‘X=Tn+Li > 0
n+1 a
OnaFn:Zm, avec Vi € [1,7’1"_1],0@‘ > 0.
=1 ’

(d) Soit i € [1,n + 1]. En reprenant la factorisation de L,41, on a

@ = <Ln(X)(X - Tn+17i) _ Ln(rn-&-lﬂ)
= —
Lypy1(X) X1 st
= An+1 H(Tn+1,i — Tnt1,j)
j=1
J#i

Or
e a; >0, A\py1 > 0.
e Pour tout j € [1,n+ 1], (rnt1,s — nt1,5) est strictement positif ssi j < 1.
n+1
Donc H(%H,i — pt1) est du signe de (—1)"" L
j=1
J#i
On en déduit que pour tout i € [1,n + 1], Ly(rns1,) est non nul et du signe de (—1)" """, Par
conséquent, pour tout i € [1,n], L, change de signe sur Uintervalle [rp414,7n+1,i+1]- D’aprés le
théoréme des valeurs intermédiaires, L,, admet donc au moins une racine dans chacun de ces
intervalles. Comme L,, admet exactement n racines, il admet exactement une racine dans chacun

de ces intervalles. On en déduit le résultat.

Tnt1,1 < Tpl < Tp412 <Tp2 < < Tntin < Tnn < Tntlntl |
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MPSI Paul Valéry 29/04/2026
CONCOURS BLANC BLANC

Probléme 1

=1/2
On définit la suite (uy,)pen par {UD /

Upt] = Uy — U

5 - Onpose également f(x) = x—x* pour tout = € [0,1].

n
1. (a) Etudier f sur [0,1] en précisant sa monotonie et son maximum.

(b) Montrer que pour tout n > 0,
1

Ogun<n+1'

En déduire lim w,.
n—-+o0o

(c) Déterminer la nature de la série E u?.
n=0

n
2. (a) Pour tout n > 0, simplifier S,, = Zln (ukﬂ)
ug,
k=0

u
(b) En déduire la nature de la série Z In < n+1> puis celle de Z U
Up
neN neN
3. Pour tout n, on pose w, = nu,.
(a) Montrer que pour tout n > 0, wp+1 — Wy, = up(1 — (04 1)uy).
(b) Etudier la monotonie de la suite (w,) puis montrer que cette suite converge vers une limite finie
que ’on notera /.
(c) Sil’on suppose que ¢ # 1, donner un équivalent de wu,, en fonction de ¢.

(d) En considérant la série Z(wnﬂ — wy, ), conclure que £ = 1.

n=0
Probléme 2

Soit E un R-espace vectoriel et f un endomorphisme de E. On rappelle qu'un sous-espace vectoriel V' de
E est dit stable par f lorsque Vo € V, f(x) € V.
Pour tout n € N, on note F,, = Im(f") et G,, = Ker(f").
1. (a) Justifier que pour tout n € N, F,, et G,, sont des sous-espaces vectoriels de E.
(b) Démontrer que pour tout n € N, F, 11 C F,, et Gy, C Gpy1.
Par une récurrence qu’on ne détaillera pas, on peut alors démontrer que pour tous k < n entiers,

F, C Fy et Gi, C Gy, ce dont on pourra se servir dans la suite du probléme.

2. On appelle coeur de 'endomorphisme f I'ensemble C défini par : C = ﬂ F,,. On rappelle que cela

neN
signifie que x € C si et seulement si Vn € N, x € F),.

On appelle nilespace de 'endomorphisme f ’ensemble N défini par : N = U Gp. On rappelle que
neN

cela signifie que x € N si et seulement si 3n € N, z € G,,.
(a) Montrer que C et N sont des sous-espaces vectoriels de E.
(b) Démontrer que A et C sont stables par f.
(c) Démontrer que f est injective si et seulement si NV = {0}.
(d) Démontrer que f est surjective si et seulement si C = E.

164



(e) Déterminer N et C lorsque f est un automorphisme de E.
3. Dans toute cette question, on suppose qu’il existe n € N tel que F,, = Fj41.

(a) Etablir que : Vp €N, F,4p, = F,.

(b) Justifier I'existence d’un plus petit entier n tel que F,, = F, 1. Ce plus petit entier est noté dans
la suite r.

(c) Démontrer que C = F.

(d) Démontrer que E = C + G,.

4. Dans cette question, on suppose qu’il existe un entier n tel que G,, = Gp41.

(a) Etablir que : Vp € N, Gpqp = Gp.

(b) Justifier Pexistence d’un plus petit entier n tel que G,, = Gy+1. Ce plus petit entier est noté dans
la suite s.

(¢) Démontrer que N = Gs.

(d) Démontrer que Fs NN = {0}.

5. On suppose qu’il existe n € N tel que F,, = Fj, 41 et Gp+1 = Gpio. Montrer que G, = Gp41.
6. On suppose qu’il existe n € N tel que G,, = G411 et F41 = F40. Montrer que F,, = Fj,41.
7. On suppose les conditions des questions 3 et 4 réalisées, c’est-a-dire qu’il existe un plus petit entier

naturel, noté toujours r, tel que F, = F,11 et qu’il existe un plus petit entier naturel, noté toujours s,
tel que G5 = Gsy1. On suppose de plus que r et s sont tous les deux non nuls.

(a) Montrer que r = s.

(b) Etablir que N et C sont supplémentaires dans E.

(c) Montrer que fic € L(C) est bien définie et qu’elle est bijective.
)

(d) Montrer que v € L(N) est bien définie et qu’elle est nilpotente, c’est-a-dire qu’une de ses
puissances est ’application nulle.

8. Dans cette question E = R[X].

(a) Trouver un endomorphisme de F tel que r existe mais s n’existe pas.
(b) Trouver un endomorphisme de E tel que s existe mais r n’existe pas.
(¢) Trouver un endomorphisme de E tel que r et s n’existent pas.

Probléme 3

T Yy z
Pour tous z,y, 2z € R, on définit la matrice M (z,y, 2 z x y|. Ainsi la matrice M(1,0,0) est la
Yy z
010
matrice identité, notée I3 et on note J = M(0,1,0) = [0 0 1 |. On note E l’ensemble des matrices de
1 00

cette forme : F = {M(a:,y, 2), (x,y,2) € ]RS}.

A Calcul matriciel

1. (a) Calculer J? et J3.
(b) En déduire J" pour tout n € N.
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(d)
3. Soit

Montrer que le produit de deux matrices de E est encore une matrice de E. Ce produit est-il
commutatif 7

En déduire que pour tous z,y, 2z € R,
1
M(2,5.2) x M —y,2* —ay,0? — 22) = (e +y+2) (2 —9)° + (= 2 + (=) Iy,
Déterminer une condition suffisante (portant sur x, y et z) pour que M (x,y, z) soit inversible et

donner sa matrice inverse.

Montrer que cette condition est également nécessaire.

z,y € R.
1 1
Calculer les produits M(z,y,y) | =1 | et M(x,y,y) | O
0 —1
u u u
Déterminer toutes les solutions | v | du systéeme M(x,y,y) [ v | = (z +2y) | v | et montrer
w w w
1
que | 1| en fait partie.
1
11 1 z+2 0 0
On définit les matrices @ = [1 —1 0 | et D(z,y) = 0 x—y 0 . Vérifier a
1 0 -1 0 0 T —y

'aide de ce qui précede que M (z,y,y)Q = QD(z,y).
Montrer que pour tout n € N, M(z,y,y)" = QD(z,y)"Q L.
En déduire que pour tout n € N,

1 1
M(xayvy)n = g(l’ + 2y)nM(la 17 1) =+ g(%’ - y)nM(27 _17 _1)'

B Marche aléatoire sur trois points

Kvicha, Ousmane et Bradley s’entrainent au foot avec Luis. Ils se passent un ballon suivant la régle

suivante. A D'instant initial (+ = 0), Kvicha & le ballon. Celui qui a le ballon & un instant donné (t = n € N)
Penvoie & lentraineur Luis qui le renvoie (a U'instant n + 1) & I'un des trois joueurs :

e il le renvoie au méme joueur avec probabilité 1 — 2p,

e sinon il le revoie & un des deux autres joueurs de maniére équiprobable.

1 R 1
Par exemple avec p = T Kvicha a le ballon au départ. A I'instant ¢t = 1, Kvicha 'aura avec la probabilité 5 et

1
Ousmane ou Bradley 'aura, chacun avec la probabilité 1 On suppose que cette expérience est bien modélisée

pour tout
o K, :
e O, :
e B, :

par un espace probabilisé (2, P(€2), P) qu’on ne cherchera pas a expliciter. On définit les événements suivants

neN:
« Kvicha a le ballon a l'instant ¢ = n. » et on note k,, = P(K,) sa probabilité;
« Ousmane a le ballon a 'instant ¢ = n. » et on note o, = P(O,,) sa probabilité;

« Bradley a le ballon a I'instant t = n. » et on note b, = P(B,,) sa probabilité.
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4. Déterminer, en fonction de p, les probabilités conditionnelles Pk, (Kp+1), Pk, (On+1), Px, (Bn+t1),
Po, (Kn+1), Po,(On+1), Po,(Bn+1), Pp,(Kn+1), PB,(Ont1) et Pp,(Bni1)-
5. Exprimer les probabilités k,41, ont1 et bpy1 en fonction de k,, o, et b, et en déduire une matrice M
knJrl k?n
telle que Vn € N, | opt1 | = M | oy,
bn-H bn
6. En déduire les probabilités ky,, o, et b, (en fonction de n et p) et leur limite quand n tend vers +oc.

Probléme 4

La premiére partie de ce probléme a déja été traitée en grande partie, mais un petit rappel ne fait pas de
mal.

Wallis, le retour

Pour tout n € N, on pose

1. Calculer Iy, I et Iy
2. Montrer que pour tout n € N, 0 < I, < I.
3. En utilisant par exemple un changement de variable, montrer que Vn € N, I, = J,,.
4. Montrer a 'aide d’une intégration par parties que
VneN, I = ZEI”
5. Montrer que I,41 W I,.
6. Montrer que la suite ((n + 1)I,1,,+1) est constante et déterminer cette valeur.
7. En déduire un équivalent simple de I,,.
8. Pour k € N, exprimer Io; et Iy & 'aide de factorielles.

2% + 1)1
0. Déterminer lim 2F+ D2kt

odk (J1)4
et en déduire que 7 = lim (k)
k——+o0 2k Iy,

koo k((2k)1)2

Un encadrement

Soit a < b deux nombres réels et f : [a,b] — R une fonction de classe C* telle que f soit strictement
b) —
décroissante. Soit g la fonction définie sur [a,b] par g : ¢ — f(l))f(a)(t —a)+ f(a).
—a

10. Soit d = f — g. Montrer qu'’il existe ¢ €]a, b] tel que d soit croissante sur [a, ¢] et décroissante sur [c, b].
On pourra dérier d et penser auz accroissements finis.

b b
11. Démontrer que/ g(t) dt</ f(t)dt.

b
12. Calculer/ g(t) dt.
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13. Justifier Iexistence du nombre My = m[aog] | (#)].
t€la,

14. Le but de cette question est de montrer que

vielatl, £) - gt < a0 (#)

(a) Verifier I'inégalité (#®) pour t = a et t = b.
(b) Soit t €]a,b[. On pose h définie sur [a, b] par h(z) = f(z) — g(x) — K(z — a)(b — z) ou K est une
constante telle que h(t) = 0. Montrer que h est de classe C? et donner 'expression de h”.
(c) Montrer qu’il existe ¢ €]a, b| tel que h”(c) = 0.
M-
(d) En déduire que |K| < 72 puis démontrer I'inégalité (%) souhaitée.

15. Montrer, a partir de l'inégalité (%) précédente, que

b b —CL3
/af(t)dt—/a g(t)dthg(b 12) .

16. Soit n € N*. Montrer que la fonction f : x +— In(x) définie sur [n,n + 1] vérifie bien les hypothéses de
cette partie et en déduire ’encadrement

1 1
0< <n+ 2) (In(n+1) —In(n)) — 1 < 19
Formule de Stirling
Etant donné n > 1 un nombre entier, on pose
Uy, = In (n”+%6_”) —1In(n!) et v, =u,+ #
12(n — 1)

17. Montrer que les suites (uy,) et (vy,) sont adjacentes. On note ¢ leur limite commune.

1
18. En calculant de deux maniéres différentes lirf 2uy, — Ugy, démontrer que £ = —3 In(27).
n—-+0o0o

19. En déduire la formule de Stirling :
n
nl  ~ 2mn (ﬁ) .

n—-+o0o
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MPSI Paul Valéry Corrigé
CONCOURS BLANC BLANC

Probléme 1

=1/2
On définit la suite (up )nen par {ug /

Uptl = Uy — U

, - On pose également f(r) = z—x? pour tout = € [0, 1].

n

1. (a) f estun trinome de racines 0 et 1, de coefficient dominant —1 < 0, donc sur [0, 1], f est croissante

1
puis décroissante et admet un maximum en o égal a 1
(b) Montrer que pour tout n > 0,
1
0sun < n+1

Par récurrence :

1
0<up=1<1
1
Soit n € N. Supposons que 0 < u, < ——.

n+1

N

1
Sin:O,0<u1:Z<
1

—_

—. On peut alors appliquer f, croissante sur cet intervalle.

Sin>10<u, < 2

+

Alors 0 < upy1 < f T

_l’_

n

*“/\3

Orf( +1> n+1 (n+1) :(njl)z'

n 1 n(n+2) — (n+ 1) -1 n 1
Et — = = <0.D < i
n+12 n+t2  m+2)(n+1)?2  (n+2)(n+1)2 M2 S nt2
Finalement, 0 < upyo < ——, cqfd.
n—+ 2
Par encadrement, | lim wu, =0/

n—-+oo

(c) La série E u? est une série télescopique car pour tout n € N, u2 = u, — upy1. Comme (u,)
n>=0

converge,

cette série est convergente également ‘

2. (a) Pour tout n >0, Zln <uk+1> Zln ugt1) — In(ug) = In(upg1) — In(ug).
k=0
Donc ’S = In(up41) +1n(2) ‘

(b) Comme u, — 0, In(uyy1) = —oo donc |la série Z In <Un+1> diverge |
Un
neN

Unp+1
Un

On a pour tout n : upy1 = Uy — u% donc =1-—u, avec u, — 0.

Donc In <un+1> =In(l —u,) ~ —u,.

Up, n——+o0o

. L. Un+1 . . .
Par comparaison, comme la série E In ( nt > diverge, E up, diverge également |
Unp,
neN neN
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3. Pour tout n, on pose w, = nu,.

(a)
(b)

Soit = 0. wpy1 — wp = (4 1) (up — u2) — Ny = up — (04 1)u2 :’ Un (1 — (n+ 1)uy) ‘

1
Comme u,, < T 1—(n+ u, < 0. De plus u,, > 0, donc wyy1 — w, = 0 et donc
n
’(wn) est croissante ‘
n
De pl <——d < <1.D £ jorée.
e plus u, 1 onc wy, e onc (wy,) est majorée

Finalement ’ (wy,) converge ‘ Notons £ sa limite.

Supposons que £ # 1.

/
Onanun—>1donc.
Y4 n

Dans ce cas wp4+1 — Wy = Up (1 — nuy — up) ~ (1 — £)u, car £ # 1.
1—4
Or E (1—£)uy, diverge (car (1—£)u,, ~ (7), terme général d’une série de Riemann divergente).
n

Mais comme série télescopique, Z(wnﬂ — wy,) converge car wy, — £.
Ceci constitue une contradiction. Finalement '’hypothése £ = 0 est fausse.

Donc .

Probléme 2

1. (a)

(b)

Une composée d’endomorphismes est un endomorphisme, ainsi pour tout n € N, f* € L(FE). Le
noyau et 'image d’un endomorphisme de F sont des sous-espaces vectoriels de E.

F,, et GG, sont des sous-espaces vectoriels de F ‘

Soit n € N. Prenons z € F,41, il existe a € E tel que z = f""!(a) = f"(f(a)) ceci montre que
z e F,.

]vn €N, F,41 C F, \

Soit € Gy, on a f™(x) = 0 donc f(f™(z)) = f"(x) = 0 et par suite z € Gpy1.

(VneN, Gy C G|

Une intersection de sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel donc C = ﬂ F,, est un

neN
sous-espace vectoriel puisque d’aprés la question 1b pour tout n entier naturel Fj, est un sous-

espace vectoriel.

C est un sous-espace vectoriel de F |

Veérifions que N est un sous-espace vectoriel de E.
e NCEcarVneN, G, CE.
e 0 €N car 0 € Gy.
e Soit (z,y) € N? et A € R, démontrons que Az +y € N'. On a

reNeIkeN zeGretye N IpeN, yeG).

Supposons que k < p, en utilisant la question 1b, on a G, C Gp. On a ainsi (z,y) € Gg,
comme G, est un sous-espace vectoriel de E, on a Az +y € G, C N. Méme chose si on a
p<k.
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’N est un sous-espace vectoriel de E ‘

(b) Soit z € N/, montrons que f(z) € N. On a xz € N donc il existe k € N tel que x € Gy, c’est-a-dire
f*¥(z) =0. On a alors f(f*(z)) = f*(f(z)) = 0 ce qui implique que f(x) € Gy donc f(z) € N.

’/\/' est stable par f ‘

Soit x € C, montrons que f(z) € C. On a : x € C si et seulement si pour tout n € N, x € F,,
cest-a-dire qu'il existe une suite (y,) € EY telle que z = f™(y,). Pour tout n € N, f(z) =
F(f™(yn) = f"(f(yn)) donc f(z) € F, et finalement f(x) € C.

’C est stable par f ‘

(c) On suppose que f est injective, démontrons par récurrence sur n € N la proposition
H, = Gy ={0}

Ainsi, on a aura : N = U Gn, = {0}
neN

Pour n =0, on a Gy = Ker(Id) = {0}, ce qui démontre que Hy est vraie.

D’une part A contient {0} car c’est un sev de E.
D’autre part, soit n € N, on suppose que G, = {0}. Soit € Gpy1, on a f"7(z) =0
donc f(f(x)) =0, c’est-a-dire f(z) € Gy, donc f(x) = 0. L’application f étant injective
cela implique que x = 0, d’ou G,4+1 = {0}.

Ceci achéve la récurrence et démontre que N' = {0}.

Réciproquement supposons que N' = {0} alors pour tout n € N, on a G,, = {0} en particulier
G1 = Kerf = {0} donc f est injective.

’f est injective si et seulement si N' = {0} ‘

(d) Supposons que f est surjective et démontrons par récurrence sur n € N la proposition
H, : F, =F

Ainsi, on aura C = ﬂ F,=F.
neN

Pour n =0, on a Fy = Im(Id) = E, ce qui démontre que H est vraie.

Soit n € N, on suppose que F,, = E. Soit y € E, 3z € E, y = f"(x), or 'application
f est, par hypothése, surjective : 3a € E, f(a) = z. Ainsi y = f*(f(a)) = f*(a) et
y € Im(f"*) = F,;1. Ce qui démontre que F,41 = E et qui implique que H,, 1 est
vrale.

Cela acheéve la récurrence.

Réciproquement si C = E alors pour tout n € N, F,, = E. En particulier I} =Imf = FE, ce
qui montre la surjectivité de f.

’ f est surjective si et seulement si C = F |.
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(e) Si f est un automorphisme de E alors f est bijective donc surjective et injective. D’apres les deux
questions précédentes, on a

N={0}etC=E|

3. (a) Démontrons par récurrence sur p € N que H,, : F,i, = F,.
Pour p = 0, la propriété est évidente.

Soit p € N, on suppose que F,y, = F},, démontrons que F,,; 41 = Fj,.
D’aprés la question 1b, on a Fj4pt1 C Fp.
Réciproquement, soit y € F,. Alors y € F,,1,, donc il existe x € E tel que f"P(x) =y, c’est-
a-dire fP(f"(x)) =y. On a f"(z) € F,, donc d’aprés 'hypothése de la question F,, = F, 41,
on aa € E tel que f*(z) = f"*(a) donc y = f*"*1(a), c’est-a-dire y € F,4pr1. D'out
F,, = Fy1p+1, ce qui achéve la récurrence.

(Vp €N, Fyip=Fp|

(b) On considére {n € N, F,, = F,,11}, d’aprés I’hypothése de la question cet ensemble est non vide.
Toute partie non vide de N admet un minimum, d’ou I'existence de r.

T
(¢) Pour tout k < r, on a F, C Fj, d’aprés la question 1b donc ﬂ F, = F,.
k=0
D’autre part, d’aprés la question 3a, pour tout k& > r, Fy, = F,. Finalement : m F,=F,.

neN
=)

(d) D’apres la question précédente, il s’agit de démontrer que E = F, + G,.. Soit z € E. On procéde
par analyse-synthése pour se donner des idées. A noter qu’on ne demande pas l'unicité d’une
décomposition (et d’ailleurs on n’y aboutira pas dans ’analyse).

Soit y € F,. et z € G, tels que x =y + 2.
L’application f" étant linéaire et z appartenant a Ker(f"), on a f"(z) = f"(y). D’apres la
question 3a, on a F, = Fy,, comme f"(z) € F,, on a f"(z) € Fy, donc il existe a € E tel que
f"(x) = f*(a). On observe alors que f"(z — f"(a)) = Og.
On est alors tenté de poser y = f"(a) et on obtient la décomposition z = f"(a) + 2 — f"(a).
Cette décomposition convient car f"(a) € F, et x — f"(a) € G, car f"(x — f"(a)) =
F(2) — 17 (a) = 0.

Ceci montre que E C C + G, la réciproque étant immédiate pour une somme de sev de E. Donc

F=Cr G

4. (a) Démontrons par récurrence sur p € N la proposition H, : Gpip = Gp.
Pour p = 0 la propriété est évidente.

Soit p € N, on suppose que Gp4p = Gy, démontrons que Gy ypr1 = Gp.
D’une part, d’aprés la question 1b, on a toujours G, C Grypyi1-
Réciproquement, soit € Gyypy1. On a P (z) = 0 donc f*TH(fP(x)) = 0, c’est-a-dire que
fP(z) € Gpy1 = Gy, d'ou f*(fP(x)) = 0 et donc z € Gpqp = Gy, Finalement Grypi1 = Gy
ce qui démontre Hyi1.

On a montré que

]vp €N, Gnip=Gn \
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D.

7.

(b) L’ensemble {n € N, G, +1 = G,} est non vide par hypothése de la question. Toute partie non
vide de N admet un minimum, d’ou I'existence de s.

(¢) D’apreés la question 1b, pour tout k < s, on a Gy C G, et d’aprés la question précédente pour
tout k > s, on a G = G5. D’ou

N=]JG=a,|

keN

(d) D’apres la question précédente, il s’agit de démontrer que Fs NG5 = {0}. Soit © € Fs N Gy, on a

{ da € E, fi(a) =2
fox) =0

On a ainsi f*(a) = f*(z) = 0, donc a € Ga,. Or Goy = G, d’aprés la question 4a, ceci montre
que a € G, et par suite x = f*(a) = 0.

(F.nN = {0}]

Soit n € N. L’inclusion G,, C G,4+1 est toujours vraie.
Réciproquement, soit 2 € Gy y1. On a f"(2) = 0. On a f"(x) € F, = F,11, donc il existe a € E tel
que f*(z) = f"(a). On a

Tz =0e f"2a) =02 a€Gria e a€ G < M a) = f*(z) =0

donc x € G, ce qui démontre que

Vn €N, F, = Fyp1 et Guy1 = Gnya = Gn = Gnpa ]

Soit n € N. L'inclusion F,11 C F;, est toujours vraie.
Réciproquement, soit y € F),. Il existe z € E tel que y = f™(z). Ainsi f(y) = "} (z) € Fuy1 = Fyyo.
Donc il existe a € E tel que f(y) = f"™(z) = f"2(a). On a

@) = f72(0) & T (2) - 2 (a) =0 [T @~ f(a)) = 0 & 2 — f(a) € Gny1 = Gy,

donc f(x — f(a)) = 0, cest-a-dire f*(z) = f""(a) dott y = f""'(a) et donc y € F, 1.

(Vn €N, Gp=Ghniy et Pyt = Foyg = Fy = Fop],

(a) e Supposons dans un premier temps que r > s. On a Vk > s, G = Gy1, en particulier
Gy—1 = G, (puisque 7 — 1 > s) et F,y1 = F,19. D’aprés la question 6, ces deux égalités
impliquent que F,._; = F,. ce qui est contradictoire avec la minimalité de r.

e Supposons que s > 7. On a Vk > r, on a Fy = Fjyq, en particulier Fs_1 = Fy (puisque
s—12>r)et Gy = Gsq1. D’apres la question 5, ces deux égalités impliquent que Gs—1 = Gy
ce qui est contradictoire avec la minimalité de s.

Finalement, [ = s].

apres les questions 3¢ et 4¢, on a C = F; et = Gg. Comme r = s et d’aprés les questions
b) D’aprés | i 3 4 C=F N =G, C d’aprés 1 i 3d
etdd,ona E=C+ N et CNN = {0} dou:

[E=Can]
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(¢) L’application Jic est bien a valeurs dans C puisque, d’apres la question 2b, C est stable par f. La
restriction d’une application linéaire est linéaire, donc f|¢ est bien un endomorphisme de C.
e Pour l'injectivité, prenons z € Ker(fi¢c). On a z € C = F} donc il existe a € E tel que
f"(a) = z ainsi " (a) = f(x) = 0 donc a € Gry1 = G, (car 7 = 5). Ce qui démontre que
r = f"(a) = 0 et par suite Ker(fic) = {0}, d’out I'injectivité de fic.
e Pour la surjectivité, prenons y € C = F,, il existe x € E tel que y = f"(x). Or F, = F,4y, il
existe u € E tel que y = f"(x) = f"(u) donc y = f(f"(u)) et on a bien f"(u) € C qui est
un antécédent de y par fic.

Jic est surjective|.

(d) Par le méme raisonnement qu’a la question précédente, comme N est stable par f, on a : Jiv e
N — N qui est linéaire, donc fipr est un endomorphisme de N. Pour tout 2 € N' = G,, on
x) = 0, c’est-a-dire que = 0, ceci toujours en utilisant le fait que r = s.
fr 0, ¢’est-a-di fin)" =0, ceci tou; tilisant le fait

fia est nilpotente |

8. (a) On considére 'endomorphisme de R[X] défini par A : R[X] — R[X].
P — P
L’application A est linéaire et par une récurrence élémentaire, on montre que pour tout n € N,

A" : R[X] — R[X]
P — P

On a, pour tout entier naturel n, F,, = R[X]. En effet pour tout P € R[X], il suffit de primitiver
n fois P pour obtenir un antécédent de P par A" (qui sera bien un polynéme). En particulier, on
a Iy = I et donc r = 0.
Par contre pour tout n € N*, G,, = Ker(A") = R,,_1[X] (que l'on peut aisément obtenir par
récurrence par exemple) et Gg = Ker(Id) = {0}. Finalement pour tout n € N, G,, # Gp+1 donc s
n’existe pas.

(b) On considére 'endomorphisme de R[X] défini par T' : R[X] — R[X].

P - XP

L’application I' est linéaire et une récurrence élémentaire donne, pour tout n € N,

I . R[X] - R[X]
P — X"P-

Pour tout n € N, G,, = {0} donc s = 0.
Par contre pour tout n € N, F,, = Im(I'™) = {Q € R[X], X"|Q}, ainsi F,, # F,,4+1 et donc r n’est
pas défini.

(c) Ce contre-exemple est bien plus difficile & trouver. On considére I’endomorphisme de R[X] noté ¢

et défini par
C(X™) = X" si n n’est pas une puissance de 2
C(X™) =0 si n est une puissance de 2

La famille (X"),ecn étant une base de R[X], connaitre les images par ¢ de ces vecteurs suffit a
connaitre (.
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e Soit k£ un entier naturel. On a

2k+1

C2k71<X2k+l) — x 2Pl
¢(x*H) =0

Ainsi X2 € Ker(CQk) mais X2 ¢ Ker((zk_l). La suite des noyaux (Gj), n’est pas
stationnaire a partir d’'un certain rang, ce qui démontre que s n’existe pas.

e Soit k un entier naturel. On a X2 € Fy._4 puisque : CQk*l(szH) =X
X2 ¢ Fyi, pour le démontrer supposons par 1’absurde que (2k (X = X2
cas a considérer :

Si ¢ > 281 41, alors QQk (X*) est nul ou bien de degré supérieur ou égal a 2F 4+ 281 11 >
2k’+1.

k+1
2" Par contre

.Il'y a deux

Si ¢ < 21 | alors CQk(XK) — 0 car entre £ et 2 + 1 — 1, il y a une puissance de 2

Dans les deux cas c’est absurde. Ce qui démontre que Fyi est strictement inclus dans For_
et la suite (F),) n’est pas stationnaire & partir d’un certain rang. L’indice r n’existe pas.

Probléme 3

T Yy z
Pour tous z,y,z € R, on définit la matrice M (z,y, 2 z x y|. Ainsi la matrice M(1,0,0) est la
Yy z T
010
matrice identité, notée I3 et on note J = M(0,1,0) = [0 0 1 |. On note E l’ensemble des matrices de
1 00

cette forme : F = {M(a:,y,z), (x,y,2) € ]RS}.

A Calcul matriciel

1. (a)

(b)

2. (a)

00 1
J2={1 0 0]et| =1
010

I3 si 3k € N, n =3k
On montre par récurrence (le faire!) que |J" =< JsidJk €N, n =3k + 1
J?sidkeN, n=3k+2

Soit (z,y,2) € R® et (¢/,y/,2') € R>.
On écrit M(x,y,2) = alz +yJ +2J% et M(z',y/,2') = &' I3 + o' J + 2/ J%
Alors M(z,y,2) x M(2',y/,2") = (zI3+yJ +2J°) (I3 +y'J + 2 J?)
= 22’ L+ (xy) +2'y)J + (x2 +2'2) % + yy' J?
+(y2 4y 2) T + 22/ T
Avec les formules précédentes :

M(x,y,2) x M(z' o, 2) = (za’ + y2' +y'2) 5+ (xy + 2’y + 22")J + (2 + 2"z +yy/)J>.

Ainsi M (z,y,2) x M(2',y,2") = M(zx’ +y2' + 9 2z, 2y + 2’y + 22/ 22" + 2'2 + yy/) .
Les roles de z,y, z et 2,1/, 2/ sont symétriques dans cette formule (par exemple : xz’ +y2'+19/2 =

2’z +1y 2 +y2 et de méme pour les deux autres) donc ’ le produit matriciel sur E est commutatif ‘
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(b)

2 2

—yz,y =2 —xyet 2 = yQ—zx.
— 2%y + 2%y — y?2 + 29% — 2%z = 0. On vérifie de méme que

Soit z,y, z € R. On applique la formule précédente avec 2’ = x
Tout d’abord zy/ + z'y + 22’ = 22>
x2 + 2’z +yy =0.

Enfin, za’ + y2' + vz = 2% — zyz + ¢ — zyz + 25 — zyz.

Ainsi M(z,y,2) x M(2? —yz, 2% — zy,y° — z2) = (23 + y° + 2° — 3zy2) I3

1
On vérifie que 5(:13 +y+2)((r—y)?+(y—2)>+ (2 —2)%) =2° + y> + 2° — 3zyz, ce qui donne

3

1
M(z,y,2) x M(2* —yz, 2" —ay,y* = z2) = S(x+y+2) (0 —9)" + (y = 2)" + (. —2)") Is |

Siz+y+z # 0 et que z, y et z ne sont pas égaux, alors (z+y+z) ((z —y)* + (y — 2)> + (2 — 2)%) #
Oetona:

1
s ty+2)(@—9)?+ -2+ (-2

M(x,y,z) x M(x? —yz, 2% — zy,y? — 2x) = I3.

Le produit d’éléments de E est commutatif. Ainsi M (z,y, z) est inversible et

1= L 2 _yz, 2~y — 2z
S Y7earupvprapey gy vy s £y popp ) Mk LB A ]

On va procéder par contraposée.
Supposons la condition fausse, c’est-a-dire que x + y+ 2 = 0 ou ¢ = y = z. On a alors
M(x,y,z) x M(z* —yz, 2> — zy,y* — 2z) = 03.
2?2 —yz=0
Etsi M(x,y, z) était inversible, alors on aurait M (z?—yz, 22 —xy, y*—zx) = 03, s0it < 22 — 2y = 0
y2 —zx =0
Dans ce cas, (z+y+2)2 = 2% + 9> + 22 + 22y + 222 + 2yz = 3(2? + y* + 2%) # 0 car x,y et z ne
sont pas tous les trois nuls.
D’apreés notre hypothése, cela signifie que x = y = z mais dans ce cas M(x,y, z) est non inversible
car de rang 1.
On a donc montré par contraposée que

’si M (z,y, z) est inversible, alors x + y + z =0 ou z =y = z. ‘

3. Soit z,y € R.

(a)

(b)

1 -y 1 T —y
Mz,y,y) | -1 | =|y—z | et M(z,y,y) | O | = 0
0 0 -1 Yy—T
U U 0
On résout le systéme homogeéne M (z,y,y) | v | — (x+2y) [ v | = [ 0] dont la matrice est
w 0
2y vy Y -2 1 1
y 2y y |=yl 1l -2 1
Y y =2y 1 1 -2
-2 1 1
Sous forme échelonnée et si y # 0, on obtient | 0 -3 3
0 0 O
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. —2u+v+w U =w
Cela donne le systéme équivalent { & {

v=w w
w

D’oit les solutions : w|,weR
w

U
Enfin si y = 0, on constate que les | v | sont solutions pour tous u,v,w € R.
w

1
Dans les deux cas, | 1| en fait bien partie.
1
11 1 T+ 2y 0 0
(c) On définit les matrices @ =1 —1 0 | et D(z,y) = 0 r—y O
1 0 -1 0 0 T —y
On a montré le résultat colonne par colonne.
1 1 T+ 2y 1 1 0
M(z,y,y) (1] =@+2y) (1] =Q| 0 |, M@,yy |-1]=@E-y |-1]=Q|z—y
1 1 0 0 0 0
1 1 0
et M(z,y,y) | 0 | =(x—y)| 0 | =Q| O
—1 -1 r—y

Donc | M(z,y,y)Q = QD(x,y) |
(d) On a ainsi M(x,y,y) = QD(x,y)Q~!. Ceci permet de montrer par récurrence (le faire!) que pour
L’hérédité repose sur le fait que, pour n € N,

M(x,y,y)"xM(a;, Y, y) = QD(.T, y)nQilQD(xv y)Qil = QD(‘Tvy)nD(may)Qil = QD(xay)n+1Qil~

1 1 1 1
(e) On calcule d'une part Q" '==[1 —2 1
3
1 1 =2
D’autre part, D(x,y) étant diagonale, on a (ou on le montre par récurrence) :
(x +2y)" 0 0
D(z,y)" = 0 (x—y)" 0
0 0 (z—y)"

Le calcul de QD(z,y)"Q~! donne alors, pour tout n € N,

1 1
M(xayvy)n = g(l’ + 2y)nM(la 17 1) + 5(:6 - y)nM<2> _17 _1) d

B Marche aléatoire sur trois points

Kylian, Ousmane et Bradley s’entrainent au foot avec Luis. Ils se passent un ballon suivant la régle
suivante. A Dinstant initial (+ = 0), Kvicha & le ballon. Celui qui a le ballon & un instant donné (t = n € N)
Penvoie & lentraineur Luis qui le renvoie (a U'instant n + 1) & I'un des trois joueurs :
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e il le renvoie au méme joueur avec probabilité 1 — 2p,

e sinon il le revoie a un des deux autres joueurs de maniére équiprobable.

1 R 1
Par exemple avec p = T Kvicha a le ballon au départ. A I'instant ¢ = 1, Kvicha l’aura avec la probabilité 2 et

1
Ousmane ou Bradley ’aura, chacun avec la probabilité 1 On suppose que cette expérience est bien modélisée

par un espace probabilisé (Q, P(Q), P) qu’on ne cherchera pas a expliciter. On définit les événements suivants
pour tout n € N :

e K, : « Kvicha a le ballon a Uinstant ¢ = n. » et on note k, = P(K,,) sa probabilité
e O, : « Ousmane a le ballon a l'instant ¢ = n. » et on note o, = P(O,,) sa probabilité;

e B, : « Bradley a le ballon a l'instant ¢ = n. » et on note b, = P(B),) sa probabilité.

4. La balle revient au méme joueur avec la probabilité 1 — 2p, donc

| P, (Kny1) = Po,(Ont1) = Pp,(Buy1) = 1— 2p|

Comme K11, Op+1 et By forment un systéme complet d’événements, on a Pk, (Ky+1)+ Pk, (On+1)+
P, (Bns1) = 1 et, par hypothese, P, (Ont1) = Pr, (But1)- Donc | Pi, (Ony1) = Pk, (But1) = p|

P0,(Ont1) = Po,(But1) =p| et | P, (Oni1) = P, (Bay1) =p|

5. D’apres la formule des probabilités totales (toujours avec le méme systéme complet d’événements),
Fnt1 = kn P, (Kn41) + 00 Po, (K1) + by P, (Kny1). Donc [ ki1 = (1= 2p)kn + pon + pby |

On+1 = Pkn + (1 — 2p)oy, + pby, ‘ et | bpt1 = pkn + pon, + (1 — 2p)by, ‘

De méme,

De méme,

knJrl kn
Matriciellement, cela donne |Vn € N | 0,41 | = M (1 —2p,p,p) | on

bn+1 bn

6. Par analogie avec les suites géométriques, on montre par récurrence que

kn ko ko 1
YneN, o, | =M(1—-2p,p,p)" | oo |, avec |op | = [0
by, bo bo 0

1 1
Les résultats de la partie précédente donnent M (1—2p,p,p)" = §M(1’ 1,1)+ g(l —3p)"M(2,—-1,-1).

1
Comme p < 2 ona—1<1-—3p<1 (en supposant p = 0, sinon les suites sont constantes). Donc

1 1 1
et | b,

(1 -3p)" ——— 0. On a alors | ky,
n—+oo

Probléme 4

Le but de ce probléme est de trouver un équivalent de n! quand n — +o00. Il se compose de trois parties.
Les deux premiéres sont indépendantes et la troisiéme utilise les deux résultats finaux des parties précédentes.
Ceux-ci pourront étre admis pour poursuivre le probléme.

—— | lop —— = — =
n—+oo 3 n—+oo 3 n—+oo 3

Intégrales de Wallis

1
1. | Iy = g et . Pour I, linéariser : sin?(t) = 5(1 —cos(2x)). On a alors | Iy =

3
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. ™ . . . . .
. Soit n € N. Pour tout z € [0, 5], 0 < sinz < 1 done 0 < sin®™'z < sin” 2. Puis par croissance de

I'intégrale,
nulle.

0< 1 <1, ‘ On a méme car sin™ ! est continue, positive et non identiquement

™ ™
On effectue le changement de variable z = 5~ t et on utilise que sin(t) = cos <§ - t) pour tout t.

Vn e N, In:Jn\.

On pose {U(t) = SinnJrl (t)  Alors {u’(t) — (TL + 1) COS(t) sin”(t)
v'(t) = sin(t) v(t) = — cos(t)

Ainsi,

w/2
Par intégration par parties, Inio = [— cos(t) sinnﬂ(t)]g/2 + (n+ 1)/ cos®(t) sin" (t).
0
2 2 . n+1
Or cos®(t) = 1 —sin“(¢). Donc I, 42 = (n+ 1)(I, — I, 42). Finalement, | I,, 12 = n 2In .
n

n+1 n+1 In+1
Pour tout n, Inyo < Iny1 < Iy, donc I, < Iy < I,. Et I, # 0, donc < < 1. Par

n+ 2 n + 2 I,

théoréme d’encadrement,

Int
2 1, donc| s ~ I,
In n—-+o0o n—-+o0o

Pour tout n, (n + 2)I41l12 = (n + 1)I411,, donc ’ ((n+ 1), I,+1) est constante

pour n =1: Iyl; —.

s [ 7
Pour tout n, 5= (n+ 1)1 141 N (n+1)I? ~nI?, donc|I, ~ 2 |

n—-+o0o

, égale & sa valeur

On conjecture a 'aide de la relation de la question 4, puis on montre par récurrence : pour k € N,

(2k)! 22k f;12

Iy = 55— et|I =—Q|
2k = gakp2 g | LT (0 1 1))

On peut aussi mettre en place un produit télescopique.

(2k 4+ 1) Iop 41 L0 (2k 4+ V) Igpyr  2%E14 2

. Or = —.

2k 15y, k—+o00 2k 15 2]{(2k‘)'2 T

4k (1.4

lim 2 (RD” |
k——+oo k((2k)!)2

Comme Iop 41 ~ Iy,

Finalement, |7 =

Un encadrement

Soit a < b deux nombres réels et f : [a,b] — R une fonction concave de classe C2. Soit g la fonction affine
définie sur [a, b] par g(a) = f(a) et g(b) = f(b).

10.

11.

12.

o) =TT )1y

f étant concave, sa courbe est au dessus de chacune de ses cordes. Notamment, entre a et b, f(t) > g(t).

b b
Puis par croissance de l'intégrale, / g(t)dt < / f)de|.
a a

b — f(a) (b—a
A 1 fayo—a)|

179



13. f est de classe C? donc f”, et donc |f”|, est continue sur un intervalle fermé [a, b], donc elle atteint son

maximum | My = max |f”(t)] |
te(a,b)

14. Le but de cette question est de montrer que

vielatl, £) - gt <an =000 (#)
(a) Pour t = a et t = b, l'inégalité (%) revient & 0 < 0, vrai.
(b) Soit t €]a,b[. On pose h définie sur [a,b] par h(x) = f(x) — g(z) — K(z —a)(b—z) o K est une
constante telle que h(t) = 0.
h est de classe C? car f (et g) le sont et |h" : t — f(t) + 2K |.
(c) D’apres le théoréme de Rolle (vérifier soigneusement les hypothéses), il existe ¢; €]a, t[ et ca €]¢,b]
tels que h'(c1) = h'(c2) = 0. A T'aide du théoréme de Rolle & nouveau, cette fois appliqué a b/,

Je €la, b], h'(c) = 0]|.

f"(e)
2

My
2

(d) Alors f"(c) + 2K =0, dou K = —
lité (%) souhaitée.

15. A partir de I'inégalité (%) précédente, par croissance de l'intégrale,

. Donc || K| < puis comme h(t) = 0, on a l'inéga-

b b b b 3
M. t b
/ f@) dt—/ g(t)dt < —22/ (t2—(a+b)t+ab) dt. Or/ (t*—(a+b)t+ab) dt = 3 %tQ + abt
b3—a3_a+b b—a (b—a)? ’

(b? —a®) +ab(b — a) = ((2b? + 2ab + 2a%) — 3(a + b)? + 6ab) = —
(b—a)?®
12 |

3

2 6
b b
Finalement / f@t)dt — / g(t)dt < My

16. Soit n € N*. La fonction f : z — In(z) est bien C? sur [n,n + 1].

1 1

On a pour tout t € [n,n+ 1], f’(t) = 2 qui est négative donc f est concave. De plus | f”(t)|legs—;.
n
La corde correspondante a pour équation g : t — (In(n+1) —In(n))(t —n) +1In(n) et son intégrale vaut
n+1 1 1
/ g(t)dt = §(ln(n +1) —1In(n)) +In(n) = E(ln(n + 1) + In(n)).
n
n+1

Et a l'aide d’une IPP, / In(t)dt = [tIn(t) — """ = (n+ 1) In(n 4+ 1) — nln(n) — 1.

n

. 1 1
Finalement, | 0 < (n + 2> (In(n+1) —In(n)) =1 < o2 |

Formule de Stirling

Etant donné n > 1 un nombre entier, on pose

1
U, = In (n”*ée*") —1In(n!) et v, =u,+ m
1 N P
17. Pour tout n, up+1 —up = (N + 3 (In(n +1) —In(n)) — 1 > 0 d’aprés ce qui précede et vy11 — vy, =
1 < 1 1
12n(n —1) ~ 12n2  12n(n —1)

Upt1 — Up — < 0, d’apreés I'encadrement précédent a nouveau. De plus
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1
C12(n—1) notoo

. D’une part 2u, — ug, ——— 20 — £ = /(.
n—-+00

Up — Up 0. Donc ’ (uy) et (v,) sont adjacentes ‘ On note ¢ leur limite commune.

, 1 n(2n)!? 1 Y ., .
D’autre part, 2u, — ug, = 3 In (24”+1n!4 — '3 In o d’aprés 10.
1
Par unicité de la limite, [ = —5 In(27) |
! 1 \ »
. Onadonc: —u, =In z —In(27). D’ou la formule de Stirling :
nn-l—gefn n—+oco 2
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MPSI Paul Valéry 27/09/2025
DEVOIR SURVEILLE N°1

Probléme 1

Soit n € N*. L’objet de ce probléme est de calculer de plusieurs maniéres la somme
- n
S = k .
> k(})
k=1
1. Premiére approche

—1
(a) Montrer que pour tout 1 < k < n, k:<:> = n<Z 1).
(b) En déduire la valeur de S.

n
n
2. Deuxiéme approche : pour tout = € R, soit f(z) = Z < >l’k

k
k=0
(a) Donner une expression simple de f(x) pour tout = € R.

(b) On admet que la fonction f ainsi définie est dérivable sur R. Pour tout x € R, exprimer f'(x) de
deux maniéres différentes.

(c) En déduire la valeur de S.
3. Deuxiéme approche, bis : on définit sur R la fonction g : = — (1 4 €)™, que 'on suppose dérivable.
(a) Pour tout x € R, donner une expression développée de g(x).
(b) En déduire deux expressions différentes de la dérivée de g.
(¢) En déduire la valeur de S.
4. Troisiéme approche
(a) Etablir pour tout 1 < k < n + 1 la formule :

()= () ()

(b) En déduire par récurrence que S = n2" L.
5. Quatriéme approche
n
n
(a) Aprés avoir justifié que S = Z k< >, appliquer le changement d’indice j = n — k pour obtenir

k
. . kZO
une équation vérifiée par S.

(b) En déduire la valeur de S.

6. En imitant une des méthodes précédentes, montrer que pour tout n > 2,
- n
Z k? (k) =n(n+1)2"2
k=1
Probléme 2

Dans ce probléme, pour tout nombre réel x, on note |z| la valeur absolue de x, définie par

rzsix >0
|z| = .
—xsixz <0
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1. Montrer que pour tous z,y € R, |z + y| < |z] + |y].

2. Montrer par récurrence que pour tout entier n > 2 et tous réels x1,...x,,

n

>

=1

n

<Dl
i=1

Le but de cette partie est de montrer par récurrence, pour tout n € N*, la propriété P(n) :

n 2 n n
Pour tous nombres réels ay,...,a, et by,...,b,, on a <Z aibi> < (Z a?) X (Z b?) .
i=1 i=1 i=1

3. Démontrer P(1).

4. Soit aq, 81, as, B2 des nombres réels.
(a) Montrer que a3} + i — 2a1026182 > 0.
(b) En déduire P(2).

5. Soit n > 2 un nombre entier. On suppose que la propriété P(n) est vraie.
Soit maintenant aq,...,an+1 €t b1,...,bp+1 des nombres réels.

(a) Montrer que

n+1 n n
> abil < Y il |15l + lantalboal-
=1 =1 =1

(b) En utilisant judicieusement la propriété P(2), en déduire que

(c) Montrer que la propriété P(n + 1) est vraie et conclure.
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Probléme 3

Soit a,b € R. On rappelle les formules suivantes.

> Formules de linéarisation :

1 1
e cosacosb = i(cos(a +b) + cos(a — b)), e sinacosb = i(sin(a +b) + sin(a — b)).

1
e sinasinb = §(cos(a —b) —cos(a+ b)),
> Formules de factorisation : soit p,q € R.

a+b a—>b : . . (a+b a—b
e cosa+ cosb = 2cos 5 ) cos | —5 | e sina +sinb = 2sin 5 )cos|—5— )

. (a+b\ . [a—D ) ) a+b\ . fa—0b
e cosa — cosb = —2sin —5 ) sin 5 ) e sing —sinb = 2cos sin 5

1. Soit p, 9 € R et z €]0,2x]. On pose, pour tout n € N*

vo| +

A, = Z cos(kx + ¢) et By, = Z sin(kzx + ).
k=1 k=1

sin (& 1
(a) Montrer par récurrence que Vn € N*, A, = — ( 3} ) cos <(n + e + <,0>.
sin (5) 2
(b) En déduire une expression analogue pour B,,.
Soit n € N*. On considére I'équation suivante d’inconnue z €]0, 27| :

n n

(E) : Zcos(k:x) = Zsin(k:a:).

k=1 k=1

2. (a) Déterminer des réels A et d tels que VX € R, cos X —sin X = Acos(X + 9).
(b) Montrer que (E) est équivalente a ’équation

(F) : cos (("Zm + Z) sin (@) ~0.

3. (a) Résoudre 'équation (F') sur R.
(b) En déduire les solutions de (E) sur ]0, 27].

4. Montrer que si n n’est pas un multiple de 4, alors (F) a exactement 2n solutions sur |0, 27
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MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR SURVEILLE N°1

Probléme 1

Soit n € N*.
1. Premiére approche
-1
(a) Pour tout 1 < k < n, k(Z) = n(Z B 1). Voir TD (formule du Chef).
n n—1
-1 —1
o) Done s =03 (1 71) =n X (" 1) =lnz ]
k=1 k=0

n
n
2. Deuxiéme approche : pour tout z € R, soit f(z) = <l<:> 2k
k=0

(a) Pour tout z € R, f(z) = (1 + )" | (formule du bindme).

(b) On admet que la fonction f ainsi définie est dérivable sur R. Pour tout € R, on a d’une part

n
f'(z) = n(1 4 2)""'|. D’autre part en dérivant la somme terme a terme, | f'(z) = Z (Z) kakt
k=1

(attention : le terme pour k = 0 est constant en z et donc s’annule en dérivant).

n

(¢) On a donc pour tout = € R, Z (kz

k=1
[§=n2"]

3. Deuxiéme approche, bis : on définit sur R la fonction g : x +— (1

>kxk_1 = n(1 +2)""!. En évaluant en z = 1, on obtient

e®)", que ’on suppose dérivable.

_|_
(a) Par la formule du bindéme, pour tout = € R, | g(z) = Z n> (e®)F |

n
(b) En dérivant la somme, on a pour tout x € R : [¢/(z) = Z (n) e®k(e%)*~1 | Par ailleurs, en

dérivant 'expression initiale, on obtient | ¢'(z) = e"n(1 +e

n
(¢c) On a donc pour tout z € R, Z <Z> k()1 = e®n(1 + )" L. En évaluant en = 0, cela

k=1
donne 5 = 2!

4. Troisiéme approche

1
(a) La formule de Pascal donne : <n—]: > = <Z> + <k " 1) . On peut aussi en adapter la démons-

tration et refaire le calcul.

1
1 1
(b) D’une part, Zk<k> = <1> = 1. D’autre part, 1 x 2'7! = 1. Donc la formule est vraie
k=1

au rang 1.
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n
n
Hér. | Soit n € N*. S k =n2n L,
oit wpposons e 3 @ n

() - 24 (0)-

=1
=3
ko)
Q
o
-
ol
I
+
—

" n " n
= k k+1
> () 2w (i)
HR développement
. n—1 "~ n "~ n
— e w(y) ()
R , k=0
développement
"~ n
= n2"! k 2"
CEDY (k)+
=D
H.R.
n2n71+n2n71+2n

= (n+1)2"
Ceci achéve 'hérédité.

binéme

n

n
On a donc montré par récurrence que pour tout n € N, Z /{7<k> =n2" 1|
k=1

5. Quatriéme approche

(a) Comme O<g> =0, on aaussi S = Z k <Z> Le changement d’indice j =n — k donne :
k=0

s=Sa (") =S (1) =035 () 5i() A 5=

J=0 Jj=0 7=0

(b) Ainsi 28 = n2", d'ou | § = n2"~!].

6. Soit n > 2. Reprenons la deux1eme approche et la fonction f dont on a calculé la dérivée :

pour tout € R, f'(z Z k( ) =n(1+2)"" 1. En dérivant une seconde fois, on obtient pour

tout z € R* : f Zk -1) ( > =n(n—1)(1+z)"2

Cela donne (en ajoutant le terme pour k£ = 1 qui est nul puis en séparant la somme) :

n(n —1)(1 +z)" ZH( ) k_QZn:k<n>xk_2
D'ol, en évaluant en z = 1 : Zk2< > Zk(Z) _ 122,

k=1

Donc Zk2 <Z> = —1)2" 2 2 = 2" 224 n - 1).
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Cela donne ; k2 <Z> =n(n+1)2"?|

Probléme 2
1. Soit z,y € R.
e Tout d’abord, x < |z|. En effet, soit x = |z| (si x > 0), soit z = —|x\ <0< |zl
e La méme distinction donne aussi —z < |x| ainsi que y < |y| et —y < |yl

e Comme z < |z| et y < |y|, z+y < |z + |yl
Comme —z < |z| et —y < |y|, —(x +y) < |z| + |yl

e Finalement |z 4+ y| =z + y ou —(z + y). Dans les deux cas, on a ’ |z +y| < |z| + |y ‘
2. Dans le cas n = 2, c’est la question B.

- Soit n > 2 un entier. On suppose que pour tous x1,...2T, € R,

n
Do

n
< _lail
=1

i=1
n+1 n
Soit maintenant x1, ... Ty, Tp+1 € R. Alors g T;| = E i | + Tnt1)-
i=1
n+1 n
En utilisant le cas n = 2 avec g z; | et xp41, o0 a E xT; |+ |Tng1]
=1 =1
n+1 n+1
D’apreés 'hypothése de récurrence, E x| < g |zi| | +|zns1| = E |;|, soit 'inégalité recher-
i=1 i=1 i=1

chée.

Le but de cette partie est de montrer par récurrence, pour tout n € N*, la propriété P(n) :

n 2 n n
Pour tous nombres réels a{,...,a, et by,...,b,, on a (Z aibi> < (Z a?) X (Z b?) .
i=1 i=1

=1

3. Pour tous ai,b; € R, on a (albl) = a1b2 donc a fortiori (a1b1)2 < a%bf .

4. Soit aq, B1, ag, B2 des nombres réels.

(a) 3B + alfi — 201006182 = (aaf — a1 f2)? donc |a3f7 + alfBs — 2aia96162 = 0
(b) Soit a1, f1, a0, B2 € R.
2

(Z m&) (11 + @22)” = i B + 20102182 + 0585 < aifi + 0357 +ai B + i85 d’apres
la question précédente.

2 0 2va2 1 A2 242 1 2032 1 2732 4 202 :
Or on constate que (af + o3) (67 + B3) = a1B] + a357 + aif5 + o363, ce qui montre P(2).

5. Soit n > 2 un nombre entier. On suppose que la propriété P(n) est vraie.

Soit maintenant aq,...,an+1 €t b1,...,bp+1 des nombres réels.

(a) L’hypothese de récurrence, appliquée aux nombres |a;| et |b;|, donne :

n 2 n n
(Z |aibz’|> < (Z |a¢|2> X (Z |bi|2> ou encore, toutes les quantités étant positives :

=1 =1 =1
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n n n
D laibil < (| laif? (| 1Bl
i=1 i=1 i=1
n+1
Alors Z la;b;| = <Z la;b; |> +|an+1]bnt1] < Z |a;|? Z |bi|? + |an+1][bnt1], ce qui montre

i=1 i=1 i=1 i=1
I'inégalité souhaitée.

En élevant au carré le résultat précédent, on a :

n+1 n n
(e ) < (S lei | S0 + el
1=1 =1

En utilisant la propriété de la question 4b avec a; =

n n
D lail?, Br= | D Ibil% a2 = |any] et
=1 =1

B2 = |bp+1]|, on obtient :

(g:lmzb \) < Kz:]r?) " ranm] x [(;W) + \bnm] |
() = (Ser) < (5509),

soit enfin :

n+1 n+1
Par l'inégalité triangulaire montrée en début de probléme, on a : Z a;b;| < Z |a;b;|, soit encore :
i=1 i=1
n+1 2 n+1 2 n+1 n+1
(Z aibi> < (Z |aibi!> < (Z !af) X (Z |bi\2). Or bien sar |a;|? = a? et |b;|> = b? pour
i=1 i=1 i=1 i=1

tout <.

n+1 2 n+1
Finalement, <Z aibi> g( ) ( > )
1).
)

Ceci achéve la démonstration de P(n +
P(n) étant vraie pour n = 1 (question 3) et (on 'a achevé a I'instant par récurrence) pour tout
nz

2, | elle est vraie pour tout n € N* |,
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Probléme 3

1. (a) Soit ¢ € R et z €]0,27[. On montre par récurrence que la propriété suivante est vraie pour tout
neN*:
sin (&£ 1
P, : A, = —=~ ( )cos <(n—; )x+<p>.

On remarque au passage que sin (g) #0 car 5 €0, [.

Pour n =1, on a A, = cos(z + ¢) et :

sin (&£ n+1ax sin (£
_(i)cos<(+) +¢>: (3)
sin (5) 2
Donc P; est vraie.
Soit n € N*. On suppose P, vraie. On a alors, d’aprés ’hypothése de récurrence :

cos(z + ) = cos(z + ).

Apt1 = Ap +cos((n+ 1)z + ¢)
sin (%) cos ((ngl)x + go) +sin (%) cos((n + 1)z + ¢)
N sin (%)

D’aprés les formules de linéarisation, on obtient :

At = (n+3)z+¢)—sin((n+3)z+9)]

—sin (§ + ) +sin((n+3) 2+ ¢)
ZSin(%)

Finalement, d’apreés les formules de factorisation :

sin (OH;)‘T) cos <("+22)x + cp>

sin (%)

An+1 =

Donc P41 est vraie.
D’ou le résultat, d’aprés le principe de récurrence.
s
(b) Soit ¥ € R, n € N* et x €]0,27[. Comme Vy € Rsiny = cos (y — 5), on a:

n n
. T
B, = Zsm(kx%—zﬂ) = Zcos (kx—i-w - 5) .
k=1 k=1
Ainsi, en appliquant le résultat précédent avec o = ¢ — g, on obtient :

5, _Sn () ((n—;l)l‘ v 72r>




2 2
2. (a) Soit X € R. On acos X —sin X = ﬂ(fcosX—{sinX) = [V2cos (X—I—Z) )

(b) Soit n € N* et x €]0,2x[. D’aprés les questions précédentes, avec ¢ = ¢ = 0, on a ’équivalence
suivante :

E%@;;mﬂhﬁ:§:$MMﬂ©§@(?)mscn+n$>:Sm(m)ﬁnannx>

Enfin, comme VX € Rcos X —sin X = V2 cos ( ) on en déduit

(E) & cos <(”+21)$+Z> sin (%) ~ 0|

3. (a) Soit z € R. On a les équivalences suivantes.

(n+1z  m\ . (nm)_ ((n+ Dz 7\ . (nm)_
cos( 5 +4 sin 2 =0 % cos 5 +4 =0 ou sin 5 =0
s
2

@(nzl)“ZE (] ou = = 0]
(F)‘:’xzz(nil) [nzjl] e [27:]

Ainsi, 'ensemble des solutions de (F') sur R est

3%—{giiﬁ%k z} {%?|KEZ}.

(b) Pour déterminer les solutions de (E) sur ]0,27[, on résout les équations suivantes d’inconnues

kel :
4k + 1)m
— <2 dk+1<4 1
0< 2T 1) <2re0<4k+1<4(n+1)
o chanyd
4 "y
S 0<k<n

20
0<—7r<27r<:>0<€<n
n

S1<i<n—-1

On en déduit 'ensemble des solutions de (E) sur 0, 27 :

yE:{WMEHO,n]}}U{QSTMe[[l,n—l]]}
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4. Supposons n non multiple de 4. Dans la réunion précédente, le premier ensemble contient exactement
n + 1 éléments et le second n — 1. Si ces deux ensembles sont disjoints, alors la réunion . contiendra

exactement 2n éléments. Raisonnons par "absurde et supposons que ces deux ensembles ne soient pas

4 1 2
M — ﬁ On en déduit alors
2(n+1) n

(4k+1)n=4(n+1)¢, dou n =4 ((n+ 1)¢ — kn). Comme (n + 1)¢ — kn est entier, n est un multiple
de 4, ce qui contredit notre hypothése. D’ot le résultat.

disjoints. Il existe alors k € [0,n] et ¢ € [1,n — 1] tels que
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MPSI Paul Valéry 18/10/2025
DEVOIR SURVEILLE N° 2

Exercice 3

Les trois questions de cet exercice sont indépendantes.

1. Soit f:][-1,1] = Ret g : R — R. Vrai ou faux ? (Justifier)
(a) Si f est paire, alors g o f est paire.
(b) Si f est impaire et g est impaire, alors g o f est paire.
(c) Sigo f est impaire, alors f ou g est impaire.

322 — 11z —5
z—4

Déterminer I’ensemble de définition et de dérivabilité de f.

et Cy sa courbe représentative.

Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
Préciser les asymptotes a Cy.
Donner une allure de la courbe représentative de f.

(a) Donner I'ensemble de définition et de dérivabilité de g.

(b) Déterminer les variations de g. En déduire un intervalle I de R tel que la restriction de g a cet
intervalle soit bijective.

(c) Déterminer alors une expression de sa bijection réciproque (en précisant son ensemble de défini-
tion).

Probléme 1

On considére la fonction
R

_)
—  xe”

R
x

et on admet qu’elle est dérivable sur R.
1. Calculer la limite de f en 4+00. On admet que f(x) —— 0.
Tr——00
2. Exprimer la dérivée de f puis dresser le tableau de variations de f ou l'on fera apparaitre notamment

f(=1).

3. Tracer une allure du graphe de f.
1

4. Montrer que f réalise une bijection de [—1, 400[ dans [—, +o0 [
e

Dans toute la suite, on note W la bijection réciproque de f|[_17+oo[.

Etude plus compléte de la fonction W

5. Montrer que W (e) = 1. Déterminer également W (0) et W(—1/e).

6. A partir des variations de f, dresser le tableau de variations de W sur son domaine de définition et
préciser sa limite en +o0.

7. En déduire le signe de W (x) en fonction de z.
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1
8. (a) Montrer que W est dérivable sur ] —=, —i—oo{ et exprimer W'
e

1
(b) Montrer que pour tout x € ] ——,+00 [ \ {0}, ona W'(zx) = Wiz)
e

(1 + W)
9. Déduire de ce qui précede que Va € [e, +oo[, W(z) < In(z).

Probléme 2

Prérequis
1. Enoncer et démontrer I’inégalité triangulaire dans C.
2. Montrer que pour tous 2,2’ € C, |z| — 2| < |z + #/|.

3. Soit z € C tel que |z| > 1. Montrer que pour tous p,q € N, si p < g, alors |2P| < |29].
Le probléme

Soit n € N* et soit ag, ay, ..., a, des réels positifs tels que 0 < ag < a1 < ... < a, et a, # 0. Pour z € C,
n
on pose P(z) = Z anzt.
k=0

Le but du problén_le est de montrer que les solutions complexes de I’équation P(z) = 0 sont toutes de module
inférieur ou égal a 1.

n
Pour z € C, on pose aussi A(z) = —ap + Z(ak—l —ay)2".
k=1

4. Montrer que

n

vz € C, [A(2)] < Z(ak — a1)|z[" + ao.
k=1
5. En déduire que pour tout z € C, si |z| > 1, alors |A(2)] < an|2|™.
6. Montrer que
V2 €T, [(2 = DP(2)] > anle™| — |A(2)].
7. En déduire que pour tout z € C, si |z| > 1, alors [(z — 1) P(2)| = an|2|"(]z] — 1).

8. Conclure.

Probléme 3

Pour tout z € C, on définit le cosinus de z par

i 4 g—iz

—

et on appelle ® : C — C la fonction cosinus complexe définie par ®(z) = cos z.

Le but de ce probléme est de définir une fonction arccosinus complexe qui serait au cosinus complexe ce
que la fonction arccosinus usuelle est au cosinus réel.

COs z =

A  Préliminaire
1. Montrer que pour tous z,y € R, on a

cos(z + iy) = cosxchy —isinxshy.
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B

Parties adaptées, exemples

Etant donnés deux ensembles non vides E et F, une fonction f : E — F et A une partie non vide de FE,
on appelle f4 la fonction f4 : A — f(A) .

r —  f(x)

On dit que A est une partie adaptée & f lorsque fa est bijective.
On va maintenant étudier ® sur différents sous-ensembles de C afin de déterminer un ensemble optimal

ou définir une réciproque.

2.

Soit A1 = [0, 7.

Déterminer ®(A;), montrer que A; est adaptée a ® et déterminer @Z}.
Soit Ay ={z€ C|Rez=0et Imz> 0}.

Déterminer ®(As), montrer que As est adaptée a ® et déterminer <I>221.

. Soit A3 ={z€ C|Rez=met Imz < 0}.

Déterminer ®(As), montrer que As est adaptée a ® et déterminer @Z;.

Soit A4 = A1 U Ay U As.

On admet que Ay est adaptée a ® (les courageuz pourront se demander comment démontrer que ['union
de parties adaptées dont les images sont deuz & deur disjointes est encore une partie adaptée...ce n’est
pas demandé ici car un peu technique et pas fondamental, cependant il est important pour la suite du
probléeme de bien comprendre ce résultat admis)

Déterminer ®(Ay) et déterminer @Zi.

C Résolution de I’équation cosz = a
Soit a € C\ R.
6. Soit z € C. Montrer que cosz = a si et seulement si e est solution d’une équation du second degré
que l’on notera (E).
7. Montrer que (E) admet dans C deux solutions distinctes uj et wug. Déterminer ujug et u; + ug et

montrer que ces solutions ne sont pas réelles.

8. En déduire qu’il existe un unique couple (pq, 04) €]0, +00[x]0, 7[ tel que pye?® soit solution de (E).

9. Montrer que p, # 1.

10.

11.
12.

13.

14.
15.

Soit A5 = {z € C| Rez €]0, 7| et Imz # 0}.
Montrer qu’il existe un unique z € Ay tel que cos z = a et 'exprimer en fonction de p, et 0,.
Cet éléement de As sera désormais noté ((a).

Calculer ((7).
Exprimer ((—a) en fonction de ((a).

Il est temps de conclure

Représenter sur un méme dessin les ensembles E1, Fy, F3 et E5 de points du plan dont les affixes sont
dans Ay, Ao, A3 et As respectivement.

Déterminer ®(As).
Soit Ag = A4 U As. Comme pour Ay, on admet que Ag est une partie adaptée a P.
Déterminer ®(Ag).

194



16. On définit la fonction arccosinus complexe par

Déterminer I'(a) en fonction de a (en discutant selon les valeurs de a).

17. Montrer que I'(a) + I'(—a) = 7.
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MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR SURVEILLE N° 2

Exercice 4

1. Soit f:[-1,1] - Ret g: R — R. Vrai ou faux ? (Justifier)
(a) | VRAI|. D’une part g o f est définie sur [—1,1], centré en 0.
Diautre part, Va € [~1,1], (g0 f)(—z) = g(f(—)) = g(f(z)) = (g 0 f)(x). Donc g o f est paire
(b) | FAUX | Par exemple avec f: x +— x et g : x — x impaires, go f : z — x n’est pas paire.
(¢) |FAUX | 11 suffit de choisir n’importe quelle fonction f : [—1,1] — [—1, 1] bijective qui n’est pas
impaire. Alors avec g = f~ ', ona go f : & — x qui est impaire, alors ni f ni g ne P’est. Par

exemple f:x — (36—21)2 -1
2. Soit f:x— W et Cy sa courbe représentative.
(a) L’ensemble de définition et de dérivabilité de f est (invoquer le quotient).
(b) Par propriété des fractions rationnelles, on étudie les limites en +oo de 35 = 3x.

Ainsi, | f(z) —— 40| et | f(z) —— —o0]|.
T——+00 T——00

Par quotient (remarquer que 3 x 42 — 11 x 4 —5 < 0), | f(z) —— —oo| et

5 flx) —— 40|

r—4~

(¢) D’une part,

C; admet une asymptote verticale en x = 4|

D’autre part, elle admet y = 3z + 1 pour asymptote oblique en + 4 oc.

(d) Voici une allure de Cy (attention, repére non orthonormé : les ordonnées sont 3 fois plus condensées
que les abscisses).
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3. Soit g : 2~ In(z? — 1).
(a) In est définie et dérivable sur R .
x+— x2 — 1 est définie, dérivable sur R et 22 — 1 > 0 pour = €] — oo, —1[U]1, +-00].
Par composition, g est définie et dérivable sur ’D =] — o0, —1[U]1, +o0| ‘

2x
(b) Pour tout z € D, ¢'(z) = PR négatif pour x < —1, positif pour z > 1.
22 —

Ainsi, g est strictement décroissante sur | — oo, —1] et strictement croissante sur |1, +o0].

g étant continue sur ces deux intervalles, on peut par exemple choisir g|]17+oo[, bijective |

(c) Comme g(x) — —o0 et g(x) ——— 400, g réalise une bijection de |1, +oo[ dans R.
z—1 T—+00

Sa bijection réciproque est .

Pour tous = €]1, +oo[ et y € R, y = g(x) & y = In(x® — 1).
Ainsiy=g(z) e =2~ 12> =¢e+ 1 x=+e¥ + 1 car  est pris dans |1, +oo].

D’ou 'expression de la bijection réciproque : |z +— ve® + 1|
Remarque. On aurait pu faire le choix de la bijection décroissante g||_o _1[, qui aurait alors
induit le choix de la racine négative dans I’expression de = en fonction de y.

Probléme 1

On considére la fonction f:R — R | dérivable sur R par produit de fonctions qui le sont.
z — xze’

1. Par produit, | f(z) ——— 400 | et par croissances comparées, | f(z) — 0|
T——+00 T——00

2. Vz € R, f'(x) = € + xe” = | (1 + z)e” | Comme e’ est strictement positif pour tout x € R, f'(x) est
du signe de 1 4+ x. D’oul le tableau de variations suivant.

x —00 -1 —+00

f'(x) - 0 +
0 +
fw) | T 1 —
[
3.
A Cf
~1
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1
4. f est continue et strictement croissante sur [—1, +oo[. De plus f(—1) = —— et hI_iI_l f(z) = +o0.
(& T—r+00

1
Donc |elle réalise une bijection de I = [—1, +o00[, & valeurs dans J = {—, —i—oo{ i
e

On note W la bijection réciproque de f|.

Etude plus compléte de la fonction W

5. (1) =e, f(0) =0 et f(—1) = —%. Done [W(e) = 1, W(0) = 0 et W(—1/e) = —1]

6. f|r est strictement croissante donc W l'est sur J. De plus, lim f(x) =400 donc lim W (z) = +oo.
T—+00 T—r+00

Finalement :
1
x —— 0 e 400
e
— +OO
W (z) o1
-1
7. Ainsi, | W (z) est positif si x > 0, négatif si z < 0 et nul si z =0 ‘
1
8. f'(r) =0« x = —1. Donc W n’est pas dérivable en f(—1) = —=, mais l’est partout ailleurs. Ainsi
e
1
W est dérivable sur | — > +oo[ | et pour tout x €] — = +o0,
1 1 1
W/ = = = .
)= P @) ~ Wae @ + V@~ V@4 W ()
1 W w
Or f(W(z)) = W(z)e" @ = 2 Donc W@ a(:ﬂ) pour z # 0. Et cela donne| W' (z) = M :

9. On pose h:x — W(x) — In(x), définie et dérivable sur R
1 W (x) 1 1 W (z) 1 -1
R, Wa)y=W(z)--=——"- - =" —F —1) == ———].
vz € RL, M(z) = Wiz) r z(1+W(x) z = <1 + W(x) x \14+W(x)
D’aprés ce qui précéde, h'(x) < 0 pour tout x € R donc h est décroissante sur cet intervalle. Or

h(e) = 0. Donc ’Vac >e, W(z) <lIn(x) ‘

La fonction W dite de Lambert est trés intéressante pour ses propriétés mathématiques, utilisée pour résoudre
des équations mettant en jeu des puissances, mais trouve aussi de nombreuses applications en physique,
comme en électronique (circuits diode/résistance) ou en physique des particules. Elle valait donc bien qu’on
s’y attarde ! Sans compter que Lambert est un des pionniers de ’étude de la trigonométrie hyperbolique !

Probléme 2

Prérequis
1. Voir cours.
2. Partie gauche, voir cours également. Appliquer l'inégalité triangulaire & |z| = |(z + 2) — 2/|.

3. Soit z € C tel que |z| > 1. Soit p,q € N tels que p < q. Alors |2P| = |z]P < |z|? = |29], d’ou | |2P| < |29] |
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Le probléme

3

4. Soit z € C. Par inégalité triangulaire, |A(2)| < lag — ap—1|2|* + |ao|.

k=1
Orag € Ry et V1 < k< n,a; = ax_1. Donc

3

[A(2)| < Y _(ar — ag-1)|2|* +ao |

k=1
5. Side plus |z| > 1, alors V1 < k < n, 1 < |2|F < |2|™
n n
Donc Z(ak —ap_1)|2[F 4+ ap < ( (ax — ax—1) + ao
k=1 k=1
Apres télescopage, | |A(2)] < an]z\"

(z—=1)P(z) = i apzFt — iakzk
n+1 N
= Zak 12F — Zakz

n

= ap2" T+ E (ag—1 — ap)zf —ag.
k=1

A(2)

Finalement, & l'aide de la question 2,

(2 = DP(2)| > anl"] = JAG2)] |

7. D’apres I'inégalité de la question 5, si |z| > 1, alors |(z — 1)P(z)| > a|z|”Jr1 — ap|z|™.
Donc |[(z = 1)P(2)| > an|2]"(|2[ - 1) ]

8. Si z est de module supérieur a 1 et racine de P, alors d’apreés ce qui précéde, 0 > a,|z|"(|]z|—1). Comme
anlz|® 20, 0n a |z| —1 <0, ce qui est contradictoire.
Ainsi,

Probléme 3

Pour tout z € C, on définit le cosinus de z par

ezz _"_ e*’LZ

Ccos z =
2

et on appelle ® : C — C la fonction cosinus complexe définie par ®(z) = cos z.
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A Préliminaire
1. Pour tous z,y € R, on a
. 1 iT— —ix+ 1, _ T —ix
cos(x+zy):§(e Y+e y)zi(e Ye'¥ 4+ e¥e'").

1
D’ou Re(cos(z +iy)) = 5(6_3’ cosx + €Y cosz) = cosxchy

et Im(cos(x +iy)) = =(e Ysinx — eYsinx) = sinzshy.
2

Donc ‘COS($ +iy) = cosxchy —isinxshy ‘

B Parties adaptées, exemples

On note dans la suite argch la réciproque de ch g, .

2. Soit Ay = [0,7]. Va € [0, 7], ®(x) = cosz (cosinus usuel sur R) et cos réalise une bijection de [0, 7]
dans [—1,1].
Donc | Ay est adaptée et (IDZ} = Arccos|.
3. Soit Ay ={z€ C|Rez=0et Imz > 0}.

Vz € Ay, on écrit z = iy avec y € R’. Alors ®(z) = ®(iy) = ch(y) € R’
Et Vu € R}, u = ®(2) & y = argch(u) & z = iargch(u).

Donc | A est adaptée et @Z; tu+— dargch(u) |

4. Soit A3 ={z€ C|Rez=met Imz < 0}.
Vz € As, on écrit z = 7+ iy avec y € R*. Alors ®(z) = (7 + iy) = —ch(y) € R™.
Et Vu € R, u = ®(z) & —u = ch(—y) & y = —argch(—u) & z = 7 — targch(—u).

Donc | A3 est adaptée et CIJZi su v m—iargch(—u) |

5. Soit Ay = A1 U Ay U A3. On admet que Ay est adaptée & ®.
D(Ay), P(Az) et P(As) sont deux a deux disjointes. ®(A4) = [—1, 1]U]1, +00[U] — 00, —1[=R.
@Zi R — AjUA5U Az
Arccos(a) si a € [—1,1]
a + qidargch(a) sia € [1,4o00]
m —jargch(—a) si a €] — oo, —1]

C Résolution de I’équation cosz = a

Soit a € C\ R.
6. Soit z € C.
cosz=a < %(eiz—ke*iz):a
& ¥ 41 = 2ae”
& €' est solution de | (E) : u? — 2au+41=0
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7. Le discriminant de (E) est A = 4a® — 4 = 4(a® — 1).
Comme a ¢ R, A #0 et ’ (E) admet dans C deux solutions distinctes uj et usg ‘

De plus, |ujus =1 et uyp + us = 2a ‘ Si 'une des deux solutions était réelle, ’autre le serait aussi d’aprés
leur produit. Mais alors leur somme serait réelle également, ce qui est impossible car a € C \ R.

On a donc montré par 'absurde que ’les solutions ne sont pas réelles ‘

8. Soit u; = p1e avec py € R% et 6y €] — 7,0] ou |0, 7[ (modulo 27) car y; ¢ R.
e si 01 €]0, [, alors p, = p1 et 6, = 61 conviennent.
1 1 . 1
e si 6y €] — 7,0, alors ug = — = —e 1 Alors p, = — et 6, = —6; conviennent.
u1 1 P1
Soit pae®® et plea deux solutions de (E) avec (pa,0a) et (p,,6,) dans |0, +00[x]0, 7[. Alors

ces deux solutions sont soit égales soit u; et uo inverses I'une de ’autre.

e Si elles sont égales, alors p, = pl, et 6, = 6/, mod 2.
Or 0 — 0 €] — 7, n[ donc 0, — 0, = 0, soit 6, = 6.,.
= —¢ Ya,
paea p
Donc 0, = —6/, mod 27, d’o11 0, + 0, = 0 mod 27. Or 0, + 0., €]0, 27|, ce qui est impossible.

e Sinon, peefs =

Donc |il existe un unique couple (pq,6q) €]0, 4+00[x]0, 7| tel que pae®® soit solution de (E) |

9. Supposons que p, # 1. Alors les deux solutions sont e et

est réelle, ce qui est impossible car a ¢ R.

On a donc montré par l'absurde que .
10. Soit A5 = {2z € C| Rez €]0,n[ et Imz # 0}.

. . . 4 1 .
cosz = a < €% est solution de (E) & € = pyefe ou e = —¢7 ¥,
Pa

e—yeix — peié’
e Y =petx=~0mod2r
y=—Ilnpet Ik € Z, x =0+ 2knr
dkeZ,z=0+2kr—ilnp
Donc ici, cosz =a < z =0, + 2km —ilnp, ou z = —6, + 2km + iln p,.
Or pour 6, €]0,7[ et k € Z, —0 + 2kn ¢]0, 7] et 0 + 2kn €]0, 7[< k = 0.
cos z = a a donc pour unique solution dans As : ’C(a) =0, —iln(p,) ‘

- Donc leur somme est 2cos(f,), qui
e a

Or, étant donnés p > 0 et 0 € R, e = pe'?

11. Pour a = i, 'équation (E) est u® — 2iu + 1 = 0 qui a pour discriminant —8 = (2v/2i)2.
Donc uy =i+ iv2 = (1+v2)i = (1 + v2)e"™? et uy = (1 — V2)i.

Donc@i:get pi =1+v2. Dou C(i)z%—iln(l%—ﬁ).

12. Soit (E') : u® + 2au + 1 = 0 dont les solutions sont notées u} et uj.
Or x est solution de (E') si et seulement si  (—2)% — 2a(—u) +1 =0
si et seulement si  —x est solution de (F).

. 1 . 1,
Donc les solutions de (E') sont {—paew“, —ewa}, soit {pae’(”Jrea), el(”(’“)}.
a Pa
Comme 7 + 0, ¢]0,7[ et @ — 0, €]0, 7|, on retient u} = —e'™%) ayec p_, = — et 0_, = 71 — b,
Pa Pa

1
Dou ((—a)=m—0, —iln (p) =7 — 0, +ilnp,. Finalement, |((—a) =7 — ((a) ‘
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D

13.

14.

15.
16.

17.

Il est temps de conclure

Soit z € Aj sous forme algébrique : z = x + iy avec x €]0, 7] et y # 0.

®(z) a pour partie imaginaire —sinxshy # 0 (car  # 0 et y # 0).

Donc ®(z) € C\ R.

Réciproquement, soit @ € C\ R. Alors d’aprés la partie précédente, il existe (un unique) z € Ay tel que
®(z) = a. Donc a € ®(Aj).

On a donc montré que ‘ ®(A5) =C\R ‘

(I)(A6> = q)(A4) U (p(A5) Donc (I)(AG) =C|

D’apreés les deux parties précédentes, on définit la fonction arccosinus complexe par

' C — A
Arccos(a) si a € [—1,1]
iargch(a) si a € [1, +00]
m —jargch(—a) si a €] — oo, —1]

C(a)sia e C\R

1°r cas : a € [—1,1]. Alors I'(a) + I'(—a) = Arccos(a) + Arccos(—a).
Or m — Arccos(a) € [0, 7] et cos(m — Arccos(a)) = —a. Donc I'(a) + T'(—a) = .
2¢ cas : a €]1l,00[. Alors —a €] — 0o, —1].
Donc I'(a) + I'(—a) = iargch(a) + m — i argch(a) = .
3¢ cas: a €] —o0,—1[. Alors de méme I'(a) + I'(—a) = m — i argch(—a) + i argch(—a) = 7.
4¢ cas: a € C\R. Alors I'(a) + I'(—a) = ¢(a) + {(—a) = 7.
Conclusion : ‘Va €eC, I'(a)+T(—a)=m ‘
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MPSI Paul Valéry 29/11/2025
DEVOIR SURVEILLE N° 3

Probléme 1

=fi=1
On définit la suite (fy,) par {fo h

. On ne cherchera pas & déterminer son expres-
Vn €N, fnro = for1+ fa

sion générale.
1. Montrer que pour tout n € N, f, > 1.
2. (a) Montrer que la suite (fy,) est croissante.
(b) En déduire que (f,,) diverge vers +oc.
3. Pour tout n > 0, on pose t, = fﬁ — fat+1fn-1-
(a) Montrer que pour tout n > 0, tp41 = —tp.

(b) En déduire que pour tout n > 0, t, = (—1)".

4. On définit la suite (uy,) par : Vn > 0, u, = In . On définit (z,) et (yn) deux suites extraites de (uy,)

fn—l
par : Vn > 0, x, = ugp et Yp = Uspt1-
-1 n+1
(a) Montrer que pour tout n > 0, Upy9 — Uy = L
fn—l—lfn—l
(b) Démontrer que (zy,) et (yn) puis (u,) convergent vers la méme limite .
1
(¢c) Montrer pour tout n > 0 que Jont1 <L < Jon puis que 0 < £ — Jont1 < )
f2n f2n71 f2n f2n71f2n
P
5. Pour tout p € N, on note H, = Zf,f
k=0
(a) Montrer que pour tout p € N, H, = f, fp+1.
— (=1)” 1
(b) Pour tout n > 0, on note S, = Z . Montrer alors que S, = -1
Hp Un+1

p=1
(¢) En déduire que (S,) converge et donner sa limite.

Probléme 2

Soit (uy,) une suite définie par ug et u; réels positifs et pour tout n € N, upy90 = Vupt1 + Unp-

1. Montrer que pour tout n € N, u,, € R},

2. Dans cette question, on suppose que Vn € N*, u,, < 1.
(a) Montrer que (u,) est croissante a partir d’un certain rang.
(b) Montrer que (u,) est convergente et déterminer une relation vérifiée par sa limite.
()

3. (a) Montrer qu’il existe N € N* tel que uy > 1.

(b) Montrer alors que uny1 > 1 puis que uy4o > V2.

(¢) Montrer que pour tout n > N + 2, u, > V2.

4. Pour simplifier, quitte & n’étudier la suite (u,) qu’a partir d’un certain rang, on considérera dans toute
la suite que ¥n € N, u, > /2. Posons alors, pour tout n € N, v, = |u, — 2|.

Conclure.
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(a) Montrer que

vn+1+vn
vneN, w < .
’ s VUnt1 + up + 2
. () + v
(b) En déduire que Vn € N, v,,19 < %
5. Soit () la suite défini Tt mEn
. Soit (z,,) la suite définie par x x
n P Y vn e N, mz:w

3
(a) Montrer que pour tout n € N, z,, peut s’exprimer sous la forme z, = aq" + br", avec g et 7 &
déterminer (et a et b que I'on ne cherchera pas a exprimer).

(b) En déduire la limite de (x,).
(c) Montrer que Vn € N, v, < zp,.
(d) En déduire le comportement de la suite (uy,).

Probléme 3

Pour tout ensemble F, on rappelle que P(F) désigne 'ensemble des parties de E.
Béﬁnition 1
Soit E un ensemble. On dit qu’un ensemble F de parties de E est un filtre sur E lorsque
Fy) F#0.
F,) F est stable par intersection, i.e. VX, Y € F, XNY € F.
F5) VX e FYY e P(E), ( XCY =Y eF).
Fy) 0 ¢ F.

On notera ®g 'ensemble des filtres sur E.

I Un exemple

Dans cette partie seulement, on considére E = {a, b, c} un ensemble & trois éléments.
1. Expliciter P(E).
2. Les parties suivantes de P(E) sont-elles un filtre ?

(a) F1=0.

(b) F2=P(E).

(c) fs = {{a} {b,c}}.

(d) Fa={{a},{a,c}}.

(e) F5 ={{a},{a,b},{a,c} {a,b,c}}.

3. Enumérer, en expliquant votre raisonnement, les parties de P(E) qui sont des filtres.

IT Généralités

Soit maintenant E un ensemble quelconque.

4. Montrer que si E est non vide, alors A = {E} est un filtre sur E.
5. Soit F un filtre sur E.
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(a) Montrer que F € F.
(b) Déterminer quelles assertions sont vraies parmi les suivantes (justifications attendues.)

i) FeP(E). v) E#0 < {E} € Op.
ii1) F C P(E). vi) @ € P(P(E)).
iii) F € P(P(E)). vii) &g C P(P(E)).
iv) F C Pp. viii) ®p € P(P(P(E))).

6. A quelle condition nécessaire et suffisante B = P(E) \ {0} est-il un filtre sur £ ?
7. Soient F et G deux filtres sur E. Montrer que F NG est un filtre sur F.

III Filtres principaux
Soit E un ensemble. Pour toute partie non vide A de E, on pose
Ha={XePE)|ACX}.

8. Dans I'exemple de la partie I, déterminer Hy,y, Hiqpy et Hiap,e)

9. Soit A une partie non vide de E. Montrer que H 4 est un filtre sur FE.
Ha est appelé le filtre principal engendré par A.

10. Soient A une partie non vide de FE et F un filtre sur E. Montrer que A € F < Ha C F.
11. Soient A et B deux parties non vides de E.

(a) Montrer que A C B = Hp C Ha.
(b) Montrer que Ha NHp = Haus.

12. Soient A et B deux parties non disjointes de F.

(a) Montrer que Ha UHp C Hang.
(b) Montrer que Hq UHp = Hanp < A C Bou B C A.

13. On note P(E)* 'ensemble des parties non vides de E et on pose H: P(E)" — &g .
A — Hgp
Montrer que H est injective.

IV  Un exemple de filtre non principal

Dans cette partie, on pose, pour tout n € N, I,, = {k € N| k > n}. On définit de plus
I={XePN)|IneNVk>n, keX}.

14. Montrer que Z est un filtre sur N.
15. Montrer que

7=J ",

neN

16. (a) Soit A une partie non vide de N. Montrer que Z n’est pas inclus dans H 4.
(b) En déduire que I'application H de la question 13 n’est pas surjective lorsque F = N.
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V Ultrafiltres

On consideére la définition suivante.
Définition 2

Soit F un ensemble. On dit qu’un filtre U sur E est un ultrafiltre lorsque

VFe®p, UCF=U=F).

Soit E un ensemble. Pour toute partie A de E, A désignera le complémentaire de A dans E.

17. (a) Soit a € E. On pose A = {a}. Montrer que H 4 est un ultrafiltre sur E.
(b) Soit A une partie de E contenant au moins deux éléments. Montrer que H 4 n’est pas un ultrafiltre.

Définition 3
Deux filtres F1 et Fo sur E sont dits compatibles lorsque

VX1 € Fi,VXo € Fo, X1N Xy # 0.

On pose alors
F1V Fy = {XlﬂXg ’ X1 € Fi, Xo 6.7:2}.

18. Soient F; et Fo deux filtres sur £/ compatibles.

(a) Montrer que F; V F3 est un filtre sur E.
(b) Soit G € ®5. Montrer que

(FicGet FoCG)& FiVFCG.

19. Soient F un filtre sur F et A une partie non vide de E. Montrer que si F et H 4 ne sont pas compatibles,
alors A € F.

20. Soit F un filtre sur E. Montrer que F est un ultrafiltre si et seulement si

VAeP(E), (A€ F ou A€ F).

21. En déduire que Z n’est pas un ultrafiltre sur N.
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MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR SURVEILLE N° 3

Probléme 1

=fi=1
On définit la suite (f,,) par {fo h

Vn €N, fot2 = fat1+ fn
1. Procédons par récurrence double.

[nit.] fo=1>1let fH=1>1.

Soit n € N. Supposons f, > 1 et fo11 > 1.

Alors fryo = fn+ frne1 = 2 > 1. La propriété est donc héréditaire.
2. (a) Vn =1, fuy1 — fo = fn-1 = 1 d’aprés ce qui précede, donc fr41 — fr, = 0.
La suite est donc croissante a partir du rang 1. De plus fy < f1. Donc ’ La suite (f,) est croissante |

(b) Par conséquent, soit elle est majorée et converge donc, soit elle diverge vers +o0.
Supposons-la majorée, alors elle converge ; soit ¢ sa limite.
Alors on a aussi fpy1 ——— £ et fro ——— £. La relation fj1o0 = fni1 + fn donne, par unicité
n——+o0o n—-+00
de la limite, £ = 2¢. Donc ¢ = 0, ce qui est impossible car f, > 1 pour tout n. On a donc montré
que ’ (fn) diverge vers 400 ‘

3. Pour tout n > 0, on pose ¢, = fﬁ — fa+1fn-1-

(a) Pour tout n >0, tp41 = f3+1 — foyofn = f5+1 —(fa+ fos)fn= f721+1 - fg = fnt1fn-
D’ou tny1 = —f,% - fn+1(fn - fnJrl) = _f'r% + fnJFlf”*l = '

(b) On en déduit que (t,) est géométrique de raison (—1). Donc ¥n > 0, t, = t; x (—1)""L.

Or t; = —1. Finalement, |Vn > 0, ¢, = (—1)" ‘
4. On définit (uy,) par : Vn >0, u, = ffnl et (z,) et (yn) par : Vn >0, x, = ugp €t Y = U2nt1.
e
(a) Pour tout n >0, upyo — up = Int2 - Fr = Fot2fn1 = f"an.
fn+1 fn—l fn—l—lfn—l ) 1
Or fn+2fn71 - fnfn+1 = (fnJrl + fn)fnfl - fn(fn + fnfl) = fn+1fn71 - fn =—t, = (71)n+ .
-1 n+1
Donc |Vn > 0, upt2 — up = L i
Jn+1fn-1
(_1)2n+1
(b) e Vn >0, Tpil — Tp = Ugpgo — U2y = 5 < 0.
f2n+1f2n—1
Donc (x,,) est décroissante.
(—1)2n+2
o Vn >0, Ypt1 — Yn = U2n43 — Uopt1 = ——— > 0.
n n
Jon+2f2
Donc (yy,) est décroissante.
f2n+1 f2n f2n+1f2n71 - f22
o Vn >0, yp — Tp = U2py1 — Uzp = - = o
f2n f2n71 f2nf2n71
-1
Or font1fon—1 —f22n = —tlo, = (—1)2”+1. Donc y, — z, = ————. Comme fo, fo, 1 ——
fonfon—1 n—+00
400, Yp — Tn, —+> 0.
n——+0oo

On a donc montré que ’ (zn) et (yn) sont adjacentes ‘

207



(c) Ceci implique que (z,) et (yn) convergent vers la méme limite. Comme elles constituent deux
suites extraites de (u,) qui en recouvrent tous les termes (a partir du rang 1), ¢a montre que

’(un) est convergente ‘

(d) On appelle ¢ la limite de (uy,) qui est donc aussi celle de (x,,) et (y,). Comme (z,,) est décroissante
et (yn) croissante, on a ¢ = inf{z,, n > 0} = sup{y,,n > 0}. Donc pour tout n > 0, y, < £ < x,.

Ainsi, | pour tout n > 0, Jont1 <l < Jon .
f2n f2n71
En retranchant y,, on obtient 0 < ¢ — f2fn+1 < Zp — Yn- Or on a montré précédemment que x,, —
2n
1 ) 1
. Finalement, | pour tout n >0, 0 < £ — Jont <

n = fon fon—1 fon fon-1fon |

P
5. Pour tout p € N, on note H, = Zf,f
k=0
(a) Procédons par récurrence.
Hy=f§=1let fofi=1

Soit p € N. Supposons H), = f, fp+1-
Alors Hpy1 = Hp + fgﬂ = fpfp+1 + fiﬂ = fo+1(fp + fo+1) = fp+1fpre. La propriété est
donc héréditaire.

On a donc montré que ’pour tout p e N, Hy, = fpfp+1 ‘

— (—1)P
(b) Pour tout n > 0, on note S, = Z :
p=1 Hy
n n 2 n n
(—1)P Jp = for1fp— o fo-1 1 1 e
Sy = = = — — = — —. On conclut a I’aide d’une
" pz:l Hy pz:l fofpi1 pz:l fp1 o pz:l Up+1  Up
1

somme télescopique que : | .S, = -1

Un+1

1
(c) Comme ¢ # 0, |(Sy) converge vers — — 1.

!/
Probléme 2

Soit (uy,) une suite définie par ug et uy réels positifs et pour tout n € N, w90 = Vupt1 + Unp-

1. On procéde par récurrence double.
ug et w1 sont bien définis et strictement positifs par hypothése.
Soit n € N. Supposons que u, et u,+1 sont bien définis et positifs.
Alors up41 + u, > 0, done y/un4+1 + Uy est bien défini et strictement positif.

2. Dans cette question, on suppose que Vn € N*, u,, < 1.

. (\/ Upt1 + Up — un—i—l)(\/ Up+1 + Up + un—i—l)
a) Soit n € N. Upi9 — Upt1 = VUpil + Uy — Upgp1 =
( ) mr i i " mr VU1 + Up + Unyl

(quantité conjuguée).
2

VUn+1 + Up + Upt1

Or upt1 + up — U%H = Up+1(1 — Up+1) + up = 0 sous hypotheése que Vn € N*| w,, < 1.

D’ou Un+2 — Up4+1 =

Donc ’ (up) est croissante a partir du rang 1 ‘
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(b) De plus (u,) est majorée par 1, donc (u,) est convergente. Soit ¢ sa limite. Par continuité de la

fonction racine carrée, elle vérifie | £ = vV 2/|.

(c) L=V2U e VINI-V2)=0cl=00ul=2
Or (uy) est bornée par 0 et 1 et strictement croissante, donc sa limite est dans |0, 1], ce qui est
impossible.

3. (a) La question 2 montre que '’hypothése « Vn € N*, u,, < 1 » est fausse.
Donc ’il existe N € N* tel que uy > 1 ‘

(b) On aalors : uny1 = \/uny + uny—_1. Or uy_1 > 0 donc un41 > Jun .
Puis unyyo = VJuy +un41 | > V2.

(c) On procéde par récurrence double.

Comme précédemment, unyig = \/unt2 +uny1 > \/ V241 m car V2 > 1, ce qui achéve

I'initialisation (pour N + 2, c’est la question précédente).
Soit n > N + 2. Supposons que u, > V2 et Upt1 > V2.

Alors up42 = VUpy1 + up >/ 2v2 > V2 car V2 > 1.

4. Pour simplifier, quitte & n’étudier la suite (u,) qu’a partir d’un certain rang, on considérera dans toute
la suite que Vn € N, u,, > v/2. Posons alors, pour tout n € N, v, = lun, — 2.

(a) Soit n € N. vy49 = |tupt2 — 2| = |/Un+1 + up — 2|. On multiplie par la quantité conjuguée :

v , = un+1 + Up — 4 _ ’un—l-l - 2 + Up — 2‘ |uTL+1 - 2‘ + ’un - 2| par lnégallté triangu‘
mr VUnt1 + Up + 2 VUng1 + Uy + 2 = VUng1 + Uy + 2
Un+1 + Up

laire. Finalement

v 2< .
e \/un+1+un+2

Up+1 + Up Up+1 + Up
b) Comme Vn € N, > V2, 4/ > 4/2v2 > 1 donc n < .
(b) Comme ¥n n V2, Vi V2 " Up+1 + Up + 2 142

Finalement, | v, 42 <

ro = Vg, 1 = U1
5. Soit (x,,) la suite définie par Tpal + Ty
Vn €N, zpi0 = — 3

(a) (z,) vérifie une relation de récurrence a deux termes, dont 'équation caractéristique est =2 — 3%~

1 . 14++v13 1—-+v13

— = 0. Elle a deux racines : ¢ = % et r= 6 Donc pour tout n € N, x,, = aq™ + br",
avec a et b deux réels.

(b) Comme V13 < V16 = 4, on a |q| < 1 et |r| < 1. Ainsi, ¢" — 0 et ™ — 0 et par conséquent
’ (z,) tend vers 0 ‘

(¢) On montre par récurrence double que Vn € N, v, < .
L’initialisation vient de la définition de (x,) avec xg = vy et x1 = v1.
Soit n € N. Supposons que v, < T, €t Upt1 < Tpyi-

Un+1 + Un < Tn41 + Tp

3
(d) On a donc pour tout n € N : 0 < v, < . D’aprés le théoréme des gendarmes, (v,,) tend vers 0

et donc .
Probléme 3

Alors vp4o < = Tpi2.
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I Un exemple

Dans cette partie seulement, on considére E = {a, b, c} un ensemble a trois éléments.

1. On a

P(E) = {0,{a}, {b}. {c}, {a. b}, {b. ¢} {a,c}, {a, b, c}} |

2. (a) F1 =0 n’est pas un filtre car la condition (F7) n’est pas satisfaite.
(b) Fo =P(F) n’est pas un filtre car ) € Fy ce qui contredit la condition (Fy).
(c) F3={{a},{b,c}} n’est pas un filtre car

{a} Nn{b,c} =0 & Fs,

ce qui contredit (Fy).

(d) Fu = {{a},{a,c}} n’est pas un filtre : on a {a} C {a,b,c} mais {a,b,c} ¢ Fu, ce qui contredit
(F3).

(e) Fs = {{a},{a,b},{a,c},{a,b,c}} est un filtre : (F1) et (Fy) sont claires, 'intersection de deux
éléments appartient encore & F5, et toute partie contenant un élément de F5 appartient aussi a
F5. Ainsi, les quatre conditions sont vérifiées donc ’]:5 est un filtre ‘

3. Soit F C P(E) un filtre. Puisque () ¢ F, plusieurs cas sont & distinguer.

e Si {a} € F, alors par (F3), {a,b},{a,c},{a,b,c} € F. En revanche, {b},{c},{b,c} ¢ F car leur
intersection avec {a} vaut (). Donc

7 = {{a} a0} o} {a b e}}
e De méme si {b} € F, on obtient

7 = (ka0 (o). {a. b}

e Si{c} € F, on obtient

\F = {{c}. {a,c}, {b,c}, {a,b,c}} ]
o Si {a},{b},{c} ¢ F mais {a,b} € F, alors par (F3), {a,b,c} € F tandis que {a,c},{b,c} ¢ F.

Donc
7 = {{a,b}.{a.b.c}}]

e De méme si {a,c} € F,

\F = {{a,c}, {a,b,c}} .

e De méme si {b,c} € F,

\F={{b,c}.{a,b,c}}|
e Enfin, si aucun des ensembles précédents n’est dans F, il reste uniquement
F = {{a,b,c}}}

Pour résumer, les filtres sur E sont exactement

{{a},{a,b},{a,c},{a,b,c}}, {{b},{a,b},{b; ¢}, {a,b,c}}, {{c}, {a, ¢}, {b, ¢}, {a, b, ¢},
{H{a,b},{a,b,ch}, {{a,ch {a,b,chy, {{be}{a,bc}}, {{a,b,ct}

210



IT Généralités

Soit maintenant F un ensemble quelconque.

4. On suppose E non vide. Montrons que A = {E} est un filtre sur E.

e Comme FE € A, on a A # (). Ainsi A vérifie bien (F}).

e Soit X,Y € A. On a nécessairement X =Y = Fdonc X NY = FE, ainsi X NY € A. On vérifie
ainsi (F).

e Soit X e AetY e P(E)telsque X CY. Ona X =F puis ECY etY C FE carY est une
partie de E. Donc Y = E et Y € A. Ainsi (F3) est vérifice.

e Comme F # (), on a () ¢ A. Ainsi (F}) est satisfaite.

’A = {E} est un filtre sur F|.

5. (a) D’apres (Fy), F # 0. On peut donc choisir A € F. Comme A C F et E € P(E), on déduit de

(Fy) ane [B € 7]

(b) e Par définition, F est un ensemble de parties de E, i.e. VX € F, X € P(E), donc F C P(E).
Comme F est une partie de P(E), on a alors F € P(P(E)).
D’apreés la question précédente, si E est non vide, alors {E} est un filtre sur F, i.e.

E#0= {E} € ¥p.

Réciproquement, si {E'} est un filtre, (Fy) implique E # 0.
Puisque tout filtre appartient & P(P(F)), on a ¢ C P(P(E)).
Enfin, puisque ®g est lui-méme un sous-ensemble de P(P(E)), on a & € P(P(P(E))).

’Les assertions 1), i), v), vii) et viii) sont vraies ‘

6. On pose B=P(E) \ {0}. On distingue trois cas.

e Si E =10, alors B = (). Donc B ne vérifie pas (F}).

e Si F ne posséde qu'un élément, alors P(FE) = {0, E}, donc B = {E} qui est un filtre d’aprés la
question 1.

e Si E posséde deux éléments distincts a et b, alors {a} € B et {b} € B. Comme a # b, on a
{a} N {b} = 0 qui n’appartient pas & B. Ainsi (F») n’est pas vérifiée.

’B est un filtre sur £ ssi £ posséde un unique élément ‘

7. Soit F et G deux filtres sur E.

e Comme Fe Fet F€eG, ona FeFNG. Ainsi FNG # (.

e Soit X, Y € FNG. On a XY € Fet X,Y € G. Comme ce sont des filtres, X NY € F et
XNY eGdonc XNY € FNG.

e Soit X e FNGetY € P(E) tels que X C Y. Comme X € F et X € G, on déduit de (F3) que
YeFetYeG doncY € FNG.

e Enfin, comme ) ¢ F, on a nécessairement () ¢ FNG.

’fﬂg est un filtre sur E‘
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IIT Filtres principaux
Soit E un ensemble. Pour toute partie non vide A de E, on pose

Hi={X cPE)|AcCX}.

8 Hiy ={X CE|{a} c X} ={{a}.{a,b},{a,c},{a,b,c} }.
Hiay = Ha}, {a, 0}, {a, ¢}, {a,b,c}}
De méme,
Hiapy ={X CE|{a,b} € X} = {{a,b},{a,b,c}},
Hiapy = Ha, b} {a, b, c}}
et enfin

H{a,b,c}:{XCE‘{a,b,C}CX}:{{a7b7c}}’

H{a,b,c} = {{a? b, C}}

9. Soit A une partie non vide de E. Montrons que H 4 est un filtre sur E.

e Par définition de H 4, on a A € H 4. En particulier Ha # 0.

e Soit X, Y eHs4.OnaACXetACY,doncACXNY,ie XNY € Hy.

e Soit X e HyetY e P(E)telsque X CY. Comme AC Xet XCY,onaACY,ie Y €Hy.
e Comme A#(D,ona A¢Z (. Donc O ¢ Ha.

’"HA est un filtre sur E‘

10. Soit A une partie non vide de F et F un filtre sur FE.

Supposons A € F. Soit X € H 4. Par définition A C X. D’aprés (F3), X € F. Ainsi Hy C F.
Supposons H4 C F. Comme A € H 4 par définition, on a A € F.

AeF & HacCF|

11. (a) Supposons A C B. Alors B € H 4. Comme Hy4 est un filtre, on déduit de la question précédente
que Hp C Ha4.

ACB = Hp CHy |

(b) Montrons ’égalité par double inclusion.

Soit X € HaNHp. Ona AC X et BC X, donc AUB C X, i.e. X € Hayp. Ainsi
HAQHBCHAuB.

OnaACAUBet BC AUB,donc AUB € Ha et AUB € Hp. Par la question précédente,
Haup C Ha et Haup C Hp. Ainsi

Haup CHaANHE.
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HaNHp =Haus |-

12. (a) Ona ANBC Aet ANB C B, donc A € Hanp et B € Hanp. D’aprés la question précédente,
HA C HA(]B et HB (- HAQB.

HaUHB C HanB |-

(b) Supposons Hy UHp = Hang. Comme ANB € Hang,ona ANBeHs0uANDB e Hp.
e SiANB e H4, alors AC ANB,dou ACB.
e SiANB € Hp,alors BC ANB,dou B C A.
Supposons A C B ou B C A.
e Si A C B, alors Hp C H4 d’aprés la question précédente, donc

HaUHB =Ha=HanB.
e SiBCA,alors Ha C Hp et
HaUHB=Hp =HanB-

Dans les deux cas 1’égalité est vérifiée.

HaoUHB=Hang & ACB ou BCA|.

13. Montrons que l'application A — H 4 est injective. Soit A, B des parties non vides de FE telles que
Ha = Hp.

e Comme A€ Hy,ona AeHp,ie BCA.
e Comme B € Hp,ona B¢&Hy,ie ACB.

Ainsi A = B.

’L’application A — H 4 est injective ‘

IV  Un exemple de filtre non principal

Dans cette partie, on pose, pour tout n € N, I,, = {k € N | k > n}. On définit de plus
I={XePN)|IneNVk>n ke X}.
14. Montrons que Z est un filtre sur N.

e La propriété In € N, Vk > n, k € N est vraie car n = 0 convient. Ainsi N € Z, donc Z # 0.
e Soit X1, Xo € Z. Il existe ni,no € N tels que

Vk>ny, ke Xy et Vk > no, k € Xo.
Posons N = max{nj,ns}. Pour k> N,on a k € X; et k € Xo. Ainsi
AN eN, VE> N, ke X1 N Xy,

donc X1 NXy el
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e Soit X € ZetY € P(N) tels que X C Y. Il existe n € N vérifiant Vk > n, k € X. Comme X C Y,
onaVvVk>n, keY, doncY €Z.

e La propriété In € N, Vk > n, k € () est fausse, donc ) ¢ 7.

’I est un filtre sur N ‘

15. Soit X € P(N). Par définition de Z, on a les équivalences

Xel & IneN,Vk>n keX & dneN, [, CX & dneN, XeH;, & X¢€ U?—L;n.
neN

=M |

neN

16. (a) Soit A C N non vide et a € A. Posons n =a + 1. Comme a < n, on a a ¢ I,,, donc A ¢ I,,. Ainsi
I, ¢ Ha, alors que I, € Z. On a donc trouvé un élément de Z qui n’appartient pas a H 4.

g2
(b) D’apreés la question précédente,
VA € P(N)*, Z#Ha.

Ainsi Z n’est I'image d’aucune partie non vide par A — H4.

’Si E =N, lapplication A — H 4 n’est pas surjective|.

17. (a) Soit a € E et A = {a}. Soit F un filtre tel que H4 C F. Soit X € F. Comme A € Ha, on a
A € F. Puisque F est un filtre, XN A € F, et comme A = {a}, on a nécessairement X N A = {a}.
On en déduit @ € X, donc A C X, i.e. X € Hy. Ainsi F = H 4.

’Si A = {a}, Ha est un ultrafiltre sur E‘

(b) Supposons A contenant au moins deux éléments distincts a1, ag. Posons B = {a;}. Comme B C A,
onaHy C Hp. De plus, A ¢ B, donc B ¢ H4 tandis que B € Hp. Ainsi Ha # Hp, donc Ha

n’est pas maximal.

Si A contient au moins deux éléments, H 4 n’est pas un ultrafiltre ‘

18. (a) Montrons que F; V Fa est un filtre sur E.

e Comme Fj et Fy sont des filtres, on a £ € Fj et E € Fy, donc E € Fy V Fp et Fi V Fy # 0.
e Soit X, X' € F; V Fy. 1l existe Xl,X{ € F et Xg,Xé € Fy tels que

X=XinX, X =X|nX)

Ainsi
XNX' =XinX)N(XaNX}) € FLV Fo.
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e Soit X € FiVFaet Y € P(E) tels que X C Y. Il existe X; € Fy et Xy € Fy tels que
X =XiNXs Posons Y1 =Y UX; et Y5 =Y UXs. Alors

YieFi, YaeFy, YiNYy,=Y.

Ainsi Y € F1 V Fo.
e Comme Fj et Fy sont compatibles, tout élément de F; V Fy est non vide, donc () ¢ Fy V Fo.

’.7:1 V Fo est un filtre sur E‘

(b) Soit G un filtre sur E.

Supposons F; C G et Fo C G. Pour X € Fi V Fo, il existe X1 € Fy et Xo € Fo tels que
X = X1 N Xs. Comme G est un filtre, X € G, donc F; V Fo C G.

Supposons F1 V Fo C G. Pour X7 € Fi,comme E € Foona X1 =X1NEeFVF Cg.
Donc 1 € G. De méme F5 C G.

VG € &, (fng et ]-'QCQ) & FAVFCgl.

19. Supposons que F et H4 ne sont pas compatibles. Il existe X € Fet Y € Ha tels que X NY = (.
Comme A C Y, on obtient X N A =0, donc X C A. Comme A D X et F est un filtre, A € F.

Si F et H.4 ne sont pas compatibles, alors A € F|.

20. Soit F un filtre sur E.
Supposons F ultrafiltre. Pour tout A € P(F), on distingue trois cas.

e SiA=0, alors A=FEc F.
e Si A# (et F n'est pas compatible avec H 4, alors A € F d’aprés la question précédente.

e Si A # () et F est compatible avec Ha, posons G = F V Ha. D’apres la question 14, G est
un filtre contenant F. Comme F est maximal, on a F = G, donc Ha C F et en particulier
Ac F.

Ainsi, pour tout A € P(E),ona A€ Fou Ac F.

Supposons VA € P(E), A € F ou A € F. Soit G un filtre tel que F C G. Pour A € G, si
Ac FcgG, alors ) = AN A € G, contradiction. Donc A € F. Ainsi G C F, donc G = F, ce qui
prouve que F est un ultrafiltre.

F est un ultrafiltre ssi VA € P(E), A€ FouAe F|

21. Posons A I’ensemble des entiers pairs. Alors A est ’ensemble des entiers impairs. Par définition de Z,
ni A ni A n’appartient a Z. D’aprés la caractérisation précédente, Z n’est donc pas un ultrafiltre.

7T n’est pas un ultrafiltre sur N|.
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V Ultrafiltres

On consideére la définition suivante.
Définition 1

Soit F un ensemble. On dit qu’un filtre U sur E est un ultrafiltre lorsque

VFe®p, UCF=U=F).

Soit E un ensemble. Pour toute partie A de E, A désignera le complémentaire de A dans E.

22. (a) Soit a € E. On pose A = {a}. Montrer que Hy4 est un ultrafiltre sur E.
(b) Soit A une partie de E contenant au moins deux éléments. Montrer que H 4 n’est pas un ultrafiltre.
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MPSI Paul Valéry 17/01/2026
DEVOIR SURVEILLE N° 4

Probléme 1

Notation. Dans la seconde partie du probléme, étant donnée une fonction réelle u, définie sur un domaine
D, & valeurs dans une partie majorée de R, on note

sup u(r) = sup ({u(x) | = € D}) = sup (u(D) .

I Egalité de Taylor-Lagrange

Dans cette partie, on considére deux réels a et b tels que a < b, n € N et une fonction f : [a,b] — R de
clagse C". On suppose de plus que f(”) est dérivable sur |a, b et on note f("H) sa dérivée sur cet intervalle.
L’objectif de cette partie est de démontrer I'existence d'un réel ¢ € |a, b] tel que

n ) (g (1)
o =3 e ar+ E e,
> .

Ce résultat est I’égalité de Taylor-Lagrange.
1. A quel théoréme correspond 1’égalité de Taylor-Lagrange lorsque n = 07

On revient au cas général. Pour tout A\ € R, on consideére gy : [a,b] — R définie par

)y
o € fat] o) = 10 - 3 L0 - a4 om0,
k=0

2. Soit A € R. Montrer que g, est continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b[ et calculer gj(z) pour tout
x € ]a,bl.
3. Montrer qu'il existe y1 € R et ¢ € Ja, [ tels que g, (a) =0 et g,,(c) = 0.

4. Conclure.

IT Inégalité de Kolmogorov

Dans cette partie, on considére a € R et une fonction f : ]a, +oo[ — R de classe C?. On suppose que f et
f" sont bornées sur ]a, +oo[ et on pose
My= sup |f(x)|et My= sup |f"(x)|
z€]a,+oo| z€]a,+o0]
L’objectif de cette partie est de démontrer que f’ est bornée sur Ja, +oc[ et de montrer une inégalité de

Kolmogorov

My < 2v/MygMsy, avec M;= sup |f'(z)].
z€la, 00|

5. Soit g € ]Ja,+oo] et h > 0. On pose x = g + h.

(a) Montrer qu’il existe ¢ € Jxg, 2| tel que

h2
f(x) = f(zo) + f'(wo)h + f”(c)?.
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(b) En déduire que

2Moy  hM,
!
<=0 2
[flzo)l < ==+ =,
6. En déduire que f’ est bornée sur Ja, +o0o[. On pose alors My = sup |f'(z)]|.
z€la,+oo]
: P L . 2A hB
7. Soit A, B > 0. Etudier les variations de la fonction ¢ : h — s + — sur 10, 4-o0[.

8. Conclure.

Probléme 2

La chocolaterie Diophantaisie fabrique des tablettes constituées de carreaux, des petits carrés de chocolat
identiques, assemblés pour former de grandes plaques carrées. Elle souhaite proposer deux formats de plaques,
un format raisonnable et un format plus gourmand, contenant trois fois plus de carreauzr que le plus petit.

Un ingénieur de la firme montre que cette exigence est mathématiquement irréalisable : si les deux formats
de plaques sont constitués de petits carreaux identiques, le rapport de leurs cotés doit étre V3, ce qui est
impossible puisque V/3 est irrationnel.

11 observe toutefois qu’en introduisant une petite tolérance (un carreau de plus ou de moins, ce qui est
sans impact perceptible pour le consommateur), le probléme devient soluble. Les dirigeants acceptent alors
de produire des plaques contenant respectivement n? et m? carreaux, vérifiant

n?=3m?+1.

I Friandise

1. Montrer que v/3 est irrationnel. (on pourra éventuellement admettre ce résultat pour la suite)

2. En considérant les congruences modulo 4, montrer que équation n? = 3m? — 1 n’a aucune solution
entiére.

IT Gourmandise
On considére ’ensemble noté Z [\/ﬂ , défini par
2[V3] = {s€R|3(a,b) € 2%, v =a+bV3}.

3. Montrer que Z [\/ﬂ est un anneau, muni des lois + et x (addition et multiplication) usuelles.

4. Soit x € Z [\/ﬂ . Montrer qu’il existe un unique couple (a,b) € Z? tel que x = a + bv/3.

5. Soit x = a + bV/3, avec (a,b) € Z*. L’unicité du couple (a,b) nous permet de définir Z = a — b3 et
N(z) = 2.
(a) Montrer que Va € Z [\/5] , N(z) € Z.
(b) Montrer que V1, zo € Z [\/g} , T1 X Tg = T1 X T3.
(c) En déduire que Vxi,29 € Z [\/ﬂ , N (z129) = N (21) N (22).

X
On note G =7Z [\/ﬂ le groupe des éléments de Z [\/3}, inversibles pour la loi x.
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6. (a) Soit z € Z [\/ﬂ Montrer que = € G si et seulement si N(z) = 1.

Indication. Pour l'implication directe, on pourra commencer par montrer que si x € G, alors
N(z) = +1.

(b) Z [\/ﬂ est-il un corps?

On pose z9 =2+ V3 et H=GN]1,400|.

7. (a) Soit a,b € Z. On pose x = a + bv/3. Montrer que si z € H, alors a > 2 et b > 1.
Indication. On pourra montrer tout d’abord 0 <z <1 < z, puis b > 1 et enfin a > 2.

(b) Montrer que xq est le plus petit élément de H.

(c) Soit x € H. Montrer qu’il existe p € N* tel que 2§ < z < xgﬂ.

Indication. On pourra considérer ’ensemble A = {k e N* | zk < :c}

(d) Montrer que H = {«f | p € N*}.
Indication. Pour I'inclusion directe, on pourra considérer un élément x € H, poser y = x X 2",
avec p € N* défini par la question précédente et montrez qu’on a nécessairement y = 1.

8. Montrer que
o: XL — G
(p,e) — eab

est un isomorphisme de groupes.

III Dessert

On cherche les solutions (n,m) € (N*)? de l'équation
(E) : n*—3m?=1.

Soit n,m € N*.
9. Montrer que (n,m) est solution de (E) si et seulement si n+mv/3 € H.

10. Pour tout p € N*, on note a, et b, les éléments de N* tels que
CCg =ap+ bp\/g.

Pour tout p € N*, exprimer ap41 et by en fonction de a, et by.

11. Déterminer toutes les solutions de (F) vérifiant 10 < m < 100. En déduire le nombre de petits carrés
dans les grandes plaques.
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MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR SURVEILLE N° 4

Probléme 1

1. Pour n = 0, l’égalité de Taylor-Lagrange montre que si f : [a,b] — R est continue et dérivable sur ]a, b],
alors il existe ¢ € ]a, b[ tel que f(b) = f(a) + f'(c)(b—a). Cest
2. Soit A € R.

e f est de classe C" sur [a, b], donc pour tout k € [0, n], %) est continue sur [a, b]. De plus, pour
tout k € [0,n + 1], la fonction = — (b — z)* est continue. Donc gy est continue sur [a,b] en tant
que somme et produit de fonctions continues.

Iégalité des accroissements finis |

e D’autre part, f est de classe C" sur [a, b], donc pour tout k € [0,n — 1], ) est dérivable sur [a, b].
De plus, par hypothése, f™ est dérivable sur la,b]. Enfin, pour tout k£ € [0,n + 1], la fonction
x = (b— m)k est dérivable. Donc gy est dérivable sur |a,b| en tant que somme et produit de
fonctions dérivables.

’gA est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[‘

Soit x € |a,b[. On a (en sortant le premier terme de la somme)

n (D) (®)(z
hw)=—f(0) -3 (m<b A x>’“> RV

k!

On reconnait une somme télescopique. Ainsi

(n+1) (
h(x) = ~F'(@) - (W(b— oy - f/(:r)> -y
() (5
() = 2L gy

3. Soit A € R. On a g\(a) = A+ AB, avec A, B € R qui ne dépendent pas de A. Plus explicitement,

_ a)n-i—l

_ =~ ¥ (a) _(®
A_f(b)—kzo o (b—a)k et B_m.

A
Comme a < b, B # 0 et donc gy(a) =0 A = 5 Autrement dit, I’équation gy(a) = 0 d’inconnue

A admet une unique solution sur R.

Il existe ¢ € R tel que g,(a) = 0.

D’aprés ce qui précede, gu(a) = 0. Or on a VA € R, gx(b) = 0. En particulier g,(b) = 0. Comme g,
est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a,b], il existe ¢ € |a, b tel que gL(c) = 0, d’aprés le théoréme de
Rolle.

Tl existe ¢ € ]a, b[ tel que g,,(c) = 0.
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4. D’apreés les questions précédentes, il existe p € R et ¢ € ]a, b] tels que g,(a) =0 et gL(c) = 0. D’aprés
I’expression de g:“ on en déduit

A ()

0=g,(c) = —

u (b—o)".
Comme b— ¢ # 0, on en déduit = —f™+(¢) et donc

k(g (n+1) (¢
0=gula) = 10) - > T Dot - £ gy
k=0

(n+1)!
: /M) e, S nt1
Il existe ¢ € ]a, b[ tel que f(b) = 2 I (b—a)®+ m(b —a)"t|

5. (a) Soit z¢ € ]a,+oo[ et h > 0. On pose = z¢ + h. Par hypothése, f est C? sur a, +oo[. Donc f
est C! sur [0, 2] et f est dérivable sur |zo, 2[. D’aprés égalité de Taylor-Lagrange, il existe alors
c € |z, x[ tel que
f"(c)

F@) = $o) + (o) (@ = 20) + 152 (0 = 20)?.

2
1l existe ¢ € ]zo, z[ tel que f(z) = f(xo) + f'(zo)h + f”(c)% .

(b) D’apreés ce qui précede,

£(z0) = f(z) —hf(xo) B f”(QC)h'

Ainsi, d’aprés I'inégalité triangulaire,

/ [f(x) = f(@o)| | [f"(Ih _ |f(@)]+|f(xo)| | ()|
|f'(w0)] < N L 5 < W LA 5

Par définition de My et Ma, on a |f(z)] < Mo, |f(z0)] < Mo et | f"(c)| < M.

2M hMs
|f' (o) < 5 + —

6. On a montré Y WM
Vo € Ja, +o0o[, Vh > 0, | f/(z0)] < TO + ?2

En particulier, pour h =1,
M.
Vo € a, +00[, |f(z0)| < 2Mo + 72

[ est bornée sur ]a, +ool|.

7. Tout d’abord, ¢ est une fraction rationnelle, donc ¢ est dérivable sur |0, +o00| et

%+§_Bh2—4A
h2 2 22

A
Vh > 0, @’(h)ZO@h:M/E.

On a alors le tableau de variations suivant.

Vh >0, ¢'(h) =

Comme B > 0et A >0,
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8. Soit h > 0. On a montré

2M, hM:
Vo € Ja, ool |f'(x0)] < 57+ 5
2M, hM:
On en déduit que TO + =2 st un majorant de {If ()| | = € Ja, +00[}. Donc
2M, hM:
Vh >0, M1<TO+TQ.

On distingue plusieurs cas.
e Si My =0, alors f est nulle et M; = 0.

2M,
e Si My =0, alors Vh > 0, M; < TO d’ott My = 0.

M
e Si My >0et My >0, pour h = 2,/ﬁ°, on obtient M; < 2v/MoMs.
2

My < 24/ MoMs |.

Probléme 2

a

1. On raisonne par 'absurde et on suppose que v/3 est rationnel. Il existe alors a, b € N* tels que V3 = 3

et a Ab=1. On en déduit a® = 3b%. Ainsi 3 | a®, et donc 3 | @ car 3 est un nombre premier. Tl existe

alors @’ € N* tel que a = 3d/, ce qui implique 3a’* = b?. De la méme maniére, on en déduit 3 | b? puis
3| b. On a alors 3| a et 3 | b, ce qui contredit le fait que a et b sont premiers entre eux. Donc

V/3 est irrationnel |.

2. Soit a € Z et r le reste de la division euclidienne de a par 4. On a alors a =7 [4] et r € {0,1,2,3}. On
en déduit a® = 72 [4]. Bt comme 02 =22 =0 [4] et 12 = 3% = 1 [4], a? est congru a 0 ou a 1 modulo 4.

’Tout carré de nombre entier est congru & 0 ou & 1 modulo 4 ‘

Supposons que (n,m) € 7?2 vérifie n? = 3m? — 1.
e Sim?=0[4], alors n* = —1 =3 [4].
e Sim? =1 [4], alors n® = 2 [4].

Dans tous les cas, cela contredit le résultat précédent. Donc

I'équation n? = 3m? — 1 n’a aucune solution entiére |.

3. Montrons que Z [\/ﬂ est un sous-anneau de (R, +, x).
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e Par définition de Z [\/3}, on aZ [\/ﬂ CR.
e Ona0=a+bV3pour (a,b) = (0,0) et 1 = a + bv/3 pour (a,b) = (1,0). Donc 0,1 € Z [\/ﬂ

e Soit x1,x0 € Z [\/3] Il existe aq,b1,a0,by € Z tels que z1 = a1 + b1\/§ et 19 = a9 + bg\/g. On a
alors

X1+ X2 = (a1 + az) + (bl + bg) \/g7
—_————  ~——
€L €Z
T1 X To = (a1a2 + 3()162) + (a1b2 + agb1) \/g

€Z €Z

Ainsi x1 + 22 € Z [\/g] et x1 X 10 €Z [\/ﬂ Donc Z [\/g] est stable par + et x.
e Soit x €7Z [\/g} 1l existe a,b € Z tels que x = a+bV/3. On a alors —z = (—a) 4+ (—=b)V/3. Comme
—a€let -bel, —x€Z [\/ﬂ Donc Z [\/g] est stable par passage & 'opposé.

Z [\/ﬂ est un sous-anneau de (R, +, x).

4. Soit z € Z [\/g} L’existence de a,b € Z tels que = a + bv/3 découle de la définition de Z [\/g}

Montrons 'unicité du couple (a, b).
Supposons que = = aj + b1 V3 = as + baV/3, avec a1, as, b1, by € Z. On a alors, par différence, a; — ag =

(by — b1)V/3. Si by # by, alors V3 = L2

b1 = ba, puis a1 = as.

2 . Ainsi V3 € Q, ce qui est faux. Donc nécessairement
2 — 01

V$€Z|:\/§:|, 3! (a,b) € Z? tel que z = a + bV/3|

5. (a) Soit z € Z [\/ﬂ On écrit & = a + bV/3, avec (a,b) € Z*. On a

N(z) = 2% = (a + bV3)(a — bV/3) = a® — 3b? € Z.

Donc VmGZ[\/g}, N(z) e Z|.

(b) Soit x1,x9 € Z [\/3} On écrit 71 = a1 + b1V/3 et 3 = ag + baV/3, avec ay,as, b1, by € Z. On a

Donc Vazl,xQGZ[\/ﬂ, T1 X Ty =T1 X Tg |

(c) Soit x1,x9 € Z [\/ﬂ On a, d’aprés la question précédente,

N(z122) = 2122 X T1T2
=21 X T2 X T1 X Tg
= (2171)(2272),

| N(212) = N(21)N(22)
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(a) Soit z € Z [\/ﬂ Il existe a,b € Z tels que 2 = a + bV/3.

Supposons x € G. 1l existe alors y € Z [\/ﬂ tel que xy = 1. On en déduit N(x)N(y) =
N(zy) = N(1) = 1. Comme N(z), N(y) € Z, N(x) divise 1. Donc N(x) = +1. D’autre part,
N(z) = a®—3b?. Or, d’aprés la question 2, équation n? —3m? = —1 n’admet aucune solution
entiere. Donc N(z) # —1 et N(x) = 1.

Supposons N(x) = 1. On a alors 27 = 1. Ainsi, comme T € Z [\/ﬂ, x est inversible dans
Z [\/ﬂ et 271 =%. Donc z € G.

Donc VmGZ[\/g}, re€G& N(x)=1|

(b) On a2 € Z [\/g}, 2 #0et N(2) =4 # 1. Donc 2 est un élément de Z [\/ﬂ non nul et non

inversible. Donc |Z [\/ﬂ n’est pas un corps|.

(a) Supposons z = a + bV3 € H.

e On a en particulier z € G, donc, d’aprés la question 6a, N(x) = 27 = 1.

—1 1

e On a aussi z > 1, donc 0 < x = . Donc

0<T<l<2.
e On en déduit z —Z > 0. Or  — T = 2bv/3. On en déduit b > 0, puis b > 1 car b € Z.
e Enfin, comme Z >0, a>bv3>b>1.Donca>1, puisa>2car a € Z.

< 1 < z. Or, d’aprés ce qui précéde, =~

Six:a+b\/§€H,alorsa>2etb>1.

(b) Montrons xog € H et Yo € H, x > xp.
e On a N(xg) =22 -3x1%2=1, donc zg € G. De plus, zo > 1, donc zo € H.

e Soit z € H. Il existe a,b € Z tels que x = a + bv/3. D’aprés la question précédente, a > 2 et
b>1. Doncx:a+b\/§>2+\/§:xo.

Donc

’xo est le plus petit élément de H ‘

(c) Soit x € H. On considére A = {k eN*|zk < a:}

e A C N par définition de A.
e Comme z € H et z9g =minH, 2} <z. Donc 1€ Aet A# (.

e Soit k€ A. Comme 29 > 2,0n a k < 2k < 93]5 <z < |z] 4+ 1. Donc A est majoré dans N.

A admet donc un plus grand élément p. En particulier, p€ Aet p+1 ¢ A, donc 2 <z < xgﬂ.

Donc

Vo € H, 3p€N*te1quex€<x<xg+l.

(d) On montre le résultat par double inclusion.

(G, x) est un groupe et 9 € G. Donc Vp € N*, 2 € G. De plus, comme zg > 1, Vp €
N*, 2§ > xo > 1. Donc Vp € N*, 28 € H, et cela montre

{8 | pe N*} C H.
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Soit x € H. D’aprés la question précédente, il existe p € N* tel que zf) < z < xﬁ“

_ —p
y=xXxH".

. Posons

e Comme (G, X) est un groupe et x,z9 € G, on en déduit y € G.
e Par définition de y, on a 1 < y < zo. En particulier, y € G et y < g = min H, donc
y ¢ H. Ainsi, d’apreés la définition de H, y < 1.

Finalement, y = 1 et « = 2. Donc

H C {zg|peN}.

Finalement, | H = {zf, | p € N*}|.

8. Commencons par vérifier que ¢ est bien définie. Comme zo € G et (G, x) est un groupe, Vp € Z, 25 € G.
De plus, comme —1 € G, ¥(p,e) € Z x Z*, exf; € G. Donc ¢ est bien définie. On montre ensuite que
© est un morphisme de groupes, injectif et surjectif.

e Commencons par expliciter la loi du groupe Z x Z*. 1l s’agit du produit cartésien des groupes
(Z,+) et (Z*, x). La loi  est définie par

V((p,e), (p,€") € (Zx %), (p,e) » (¥,€') = (p+ ', &€).

On vérifie alors que ¢ est un morphisme de groupes

o((p,e) * (p',€") = w(p+ 9, e€’)

/
= ee'zhtP

= () (e'a).

e Montrons que Kerp = {(0,1)}. Soit (p,e) € Z x Z* tel que ¢(p,e) = 1. Alors ezf) = 1. Comme
zo > 0, ezl a le méme signe que ¢, donc e = 1. Ainsi 2§ = 1. Comme z # 1, on en déduit p = 0.
Donc (p,e) = (0, 1), ce qui montre que ¢ est injective.

e Montrons enfin que ¢ est surjective. Soit x € G.

> Siz>1,alors x € H et il existe p € N* tel que x = 2 = ¢(p, 1).
> Si0<xz<1,alors 27! € H et il existe p € N* tel que ™+
> Sixz =1, alors x = ¢(0,1).
Six <0,alors —x € Get —x > 0, donc —z = ¢(p, 1) pour un certain p € Z, d'ot = = ¢(p, —1).
Comme 0 ¢ G, tous les cas sont traités. Ainsi ¢ est surjective.

= b, dou z = ¢(—p,1).

Donc ’gp est un isomorphisme de groupes ‘

9. Soit (n,m) € (N*)2. On pose x = n +m+/3. Comme n > 0 et m > 0, > 1. De plus,
(n,m) solution de (F) & N(z)=1 & z €.

Et comme x> 1,2 € G < = € H. Donc

(n,m) est solution de (E) si et seulement si n+mv3 € H |

10. Soit p € N*. On a
api1 +bpr1V3 = ™ = afwo = (ap + b,V/3)(2+ V3) = (2a, + 3by) + (a + 2b,) V3.

On en déduit, d’aprés la question 4,

Vp e N*, ap11 = 2a, + 3by et bypy1 = ap + 2b,|.
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11. D’aprés ce qui précéde, les solutions de (E) sont de la forme a, + bp\/g, avec p € N*. Tl suffit donc de
déterminer les valeurs de p telles que 10 < b, < 100. Or, comme Vp € N*, a, > 0 et b, > 0, la suite
(bp)pen+ est strictement croissante. Aprés calculs, on obtient

(al, bl) = (2, 1), (ag, bQ) = (7, 4), (ag, bg) = (26, 15), (a4, b4) = (97, 56), (a5, b5) = (362, 209).

Donc les seuls couples (n,m) € (N*)? solutions de (E) vérifiant 10 < m < 100 sont (26, 15) et (97,56).

Les grandes plaques contiendront donc 262 = 676 ou 972 = 9409 chocolats |.
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MPSI Paul Valéry 21/02/2026
DEVOIR SURVEILLE N° 5

Probléme 1

5 —4 -1
Soit M = |1 0 —1]. Le but du probléme est le calcul, pour tout n € N, de M" de différentes
0 0 4

maniéres. Les cing questions de ce probléme sont donc indépendantes, & ’exception d’une relation réutilisée
en question 5.

4 -4 -1
1. SoitA=(|1 -1 -1
0o 0 3

(a) Exprimer A? en fonction de A.
(b) En remarquant que M = A + I3, exprimer M" pour tout n € N.

2. Calculer M? et déterminer a et b réels tels que
M? = aM + bls. (E1)
(a) Montrer par récurrence qu’il existe deux suites (ay,) et (by,) telles que pour tout n € N,
M" = a,M + b,I3.

On donnera les valeurs de ag, by, a1 et by et on établira les relations entre an11, bnt1, an et by,.

(b) Montrer que (ay) et (b,) vérifient toutes deux la méme relation de récurrence linéaire a deux
termes.

(c) Déterminer, pour tout n € N, a,, et b, en fonction de n.
(d) En déduire une expression de M™ et comparer avec la question 1b.
3. (a) Déterminer les deux valeurs de A telles que la matrice A — A\I3 soit de rang inférieur & 3. On les
nommera A; et Ay de sorte que rg(A — A1I3) = 2 et rg(A — \ol3) = 1.
(b) Soit B = {X € %371(R) | AX = )\1X} et By = {X € .//371(]R) | AX = )\QX}. Montrer que Fq et
E, sont des sous-espaces vectoriels de .3 1(R) et exprimer X1, Xo, X3 tels que

Ey = Vect(Xy) et FEy = Vect(Xa, X3).

(¢) Soit P € #5(R) dont les colonnes sont X7, X2, X3. Déterminer une matrice diagonale D telle que
AP = PD.

(d) Montrer que P est inversible et calculer P71,
(e) Calculer D™ pour tout n € N et donner I’expression de A™ en fonction de D", P et P~1.

4. (a) Montrer qu'’il existe une suite (u,) telle que pour tout n € N,

5+4u, —4-—4u, —1-—u,
M =1 u,+1 —Up, -1 —u,
0 0 3uy, + 4

On donnera la valeur de ug et on établira la relation entre u,41 et wy,.

(b) En déduire pour tout n € N I'expression de u, en fonction de n et comparer avec la question 1b.
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5. Cette méthode utilise la relation (FE1) obtenue précédemment et donne une autre méthode pour calculer
les coefficients a,, et b,.

(a) Déterminer le reste dans la division euclidienne de X™ par X2 — aX — b.
(b) En déduire pour tout n € N une expression de M" en fonction de n et comparer avec la question 1b.

Probléme 2

Le but de ce probléme est de déterminer le sous-ensemble E C C[X]| des polynémes qui sont divisibles par
leur dérivée. Autrement dit, un polynéme P € C[X] est un élément de E si et seulement s'il existe Q) € C[X]
tel que P =Q x P'.

1. Montrer que ’ensemble des polynémes constants appartenant a E se résume a {0}.

2. Soit n > 1, a € C et A € C*. Montrer que le polynome A\(X — «)" appartient a E.

3. Soit P € E un polynéme de degré n > 1.
(a) Déterminer le degré du polynome Q tel que P = Q x P'.
(b) Montrer qu'il existe a € C (que l'on n’essaiera pas de calculer) tel que Q = %(X — ).
(¢) Montrer par récurrence que pour tout entier 0 < k < n — 1,

1

n —

Pk — S(X —a) % plkt1)

(d) Décrire ’ensemble des racines de P en preécisant la multiplicité associée. En déduire la factorisation
de P dans C[X].

4. Conclure.

Probléme 3

I Cadre d’étude

Soit n,p € N*. On s’intéresse & une assemblée de n personnes que 'on répartit dans p salles distinctes
(numérotées de 1 a p). Les personnes sont indifférenciées, c’est-a-dire qu’on s’intéresse seulement a effectif
de chaque salle. Pour tout ¢ € [1, p], on note x; le nombre de personnes présentes dans la salle 1.

1. Déterminer le nombre de répartitions possibles des n personnes, c’est-d-dire le nombre de p-uplets
d’entiers naturels (z1,...,z),) tels que

$1+"'+xp:n'
Dans toute la suite, on y fera référence en parlant simplement de répartitions. On notera C ’ensemble

C:{(xl""wrp)ENP|$1+"'+$p:n}.
II Stricte convexité

Définition 1
Soit I un intervalle de R. On dit qu’une fonction f : I — R est strictement convexe lorsque pour tous
a,b € I distincts,

VA €]0,1[, £((1— Na + Ab) < (1 — A\)f(a) + Af(b).
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Soit I un intervalle de R et f une fonction définie sur 1.
2. Montrer que f est strictement convexe sur [ si et seulement si pour tout a € I, la fonction

f(z) = f(a)

Tr—a

Tg @ T >

est strictement croissante sur I \ {a}.

3. Montrer que si f est dérivable, alors elle est strictement convexe si et seulement si f’ est strictement
croissante.

IIT Propriété de minimisation discréte

Soit f: Ry — R une fonction strictement convexe.

4. Soit a,b € N tels que b > a + 2. Montrer que
fla)+ f(b) > fla+1)+ f(b—1).

On définit, pour tout p-uplet (z1,...,z,) € C, la quantité

P

T(x1,...,2p) = Zf(xz)v

=1

que l'on souhaite minimiser, c¢’est-a-dire que 1’on cherche le ou les p-uplets de C pour lesquels les valeurs de
T sont minimales. On dira qu’'un tel p-uplet minimise 7.

5. Montrer que si un p-uplet (z1,...,2,) € C minimise T, alors
Vi, j € [1,p], |zi — x| < 1.

6. On écrit n = ¢p + r la division euclidienne de n par p. Montrer que tout p-uplet minimisant 7" est
constitué de

e r éléments égaux & g+ 1,

e p —r éléments égaux a q.

IV Application au probléme des interactions

Dans chaque salle, les personnes interagissent : dans une méme salle, chaque paire de personnes présente
se serre la main. Ainsi si une personne est seule dans sa salle, il n’y a aucune poignée de mains; si exactement
deux personnes sont présentes dans une salle, il y aura une poignée de mains, etc.

7. On rappelle que pour tout ¢, x; désigne le nombre de personnes dans la salle . Montrer que le nombre
total de poignées de mains échangées est

=3 (3)

8. Déterminer les répartitions minimisant le nombre total de poignées de mains.

9. Déterminer le nombre de répartitions minimisant le nombre de poignées de mains.
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V Maximisation

10. Montrer que si un p-uplet (x1,...,2,) € C maximise 7', alors au plus un des z; est non nul.

11. Déterminer les p-uplets maximisant 7' et dénombrer les répartitions réalisant cette propriété.

VI Propriété de minimisation continue
On appelle toujours f : Ry — R une fonction strictement convexe et on considére I’ensemble

S={(z1,...,2p) €RE |21+ -+ +ap=n}.

P
Pour tout (z1,...,2,) € R, on note toujours T'(z1,...,xp) = Z f(xi).
i=1

12. Montrer que pour tout (x1,...,xp) € S,

fjf(m) > pf (Z) :

=1

et en déduire le p-uplet en lequel le minimum de T est atteint sur S.
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MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR SURVEILLE N° 5

Probléme 1

5 —4 -1
SoitM=1|1 0 -1
0 O 4
4 —4 -1
1. Soit A=1|1 -1 -1
0 O 3
12 —-12 -3
() A= {3 -3 -3, donc|A®=34]
0 0 9

(b) On remarque que M = A+ 1I5. Comme M et I3 commutent (M I3 = IsM = M), on peut appliquer

n

n
la formule du binéme. Alors pour tout n € N, M" = Z (k) Ak r—Fk,
k=0
Or d’aprés ce qui précede, on montre par récurrence : Yk € N*, A¥ = 3*71 4. De plus A° = Is.

Dou M" =I5+ <Z> 1A = I + (Z (Z) 3k—1) A.
k=1

k=1

n n
1 1
Or Z <Z> 3kl = 3 (Z <Z> 3k — 1) = 5(4” — 1) en reconnaissant une formule du binéme sur
k=1 k=0

les nombres réels.

1
Finalement, | pour tout n € N, M" = I3 + - (4" — 1)A|.

3
21 —20 -5

2. M*>=|5 -4 —5|=|5M—4I5|
0 0 16

(a) M = agM + boIs avec ag = 0 et by = 1.
Soit n € N. Supposons qu'il existe a,, b, € R tels que M" = a, M + b, Is.
Alors M™ ™ = a, M? + b, M = a,(5M — 4I3) + b, M = (5a,, + by) M — 4a,,I.
En posant an+1 = 5ap, + by et b1 = —4a,, on a M = nt1 M + bpy11s.
On a donc montré par récurrence qu'il existe deux suites (ay,) et (b,) telles que pour tout n € N,

M"™ = a, M + b, I3.

bp=1 by =0

Elles vérifient
bpi1 = —4ay,

(10:0 {alzl ot {an+1:5an+bn

(b) La relation de récurrence donne pour tout n, ani+2 = dapi1 + bpy1, dou ’am_g = banpt1 — 4an |
Elle donne aussi by, 12 = —4ay41, d’ott by 10 = —4(5a,+by,) = 5x (—4a,)—4b,. Mais —4a,, = by41.

bnya = 5bat1 — 4by |

(c) Etude de la relation de récurrence x, 1o = 541 — 42y, :

I'équation caractéristique est X? —5X + 4 = 0, de racines 4 et 1.
Donc les suites solutions sont de la forme (A" + u),, avec A\, u € R.

Finalement,
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1

ap =0 )\+,u:O . )‘Zg
° donne , soit 1
a1 =1 AA+pu=1 p=—=

1
Finalement, |Vn € N, a,, = 5(4n —-1)|

bp=1 Ap=1 A=—3

e ! donne G , soit 43
b1 =0 AN+ p=0 w=-

3

1
Finalement, |Vn € N, b, = —5(4” —4) |

1 1
(d) Finalement | M" = apM + b,I3 = 3(4” —1)M — 5(4” —4)I5 |

1 1 1
En utilisant M = A + I3, on obtient M" = 5(4” - 1A+ <3(4” —-1)— 5(4” - 4)> Is.

=1

On retrouve le résultat de la question 1b.
3. On fait tous les calculs avec M. Si on veut les faire avec A, on aura A1 = 0 et Ao = 3 4 la place.
(a) A l’aide du pivot de Gauf (commencer par L <+ L3), on obtient ’)\1 =let \y=14 ‘
(b) Soit

Ei={Xeds:R) | MX =X} et Ey={Xe,:R)| MX =X X}
On a
Ei=Ker(X — MX —\X) et FEy=Ker(X — MX — \X),
ou on prendra soin de montrer la linéarité. E; et Fo sont donc des sous-espaces vectoriels de
31 (R).
La résolution des systémes (M — A\1I3)X =0 et (M — A2/3)X = 0 donne par exemple

1 1 4
X1: 1 5 X2: 0 ethz 1
0 1 0

Ainsi,

E1 = Vect(Xl) et E2 = VeCt(XQ,X3)

1 1 4 1 00
(¢) Onaalors P= |1 0 1].D%aprés ce qui précéde, MP=P [0 4 0
010 0 0 4
1 -1 4 1
(d) Par la méthode de votre choix, on obtient | P est inversible P~ = 3 0o o0 3
1 -1 -1
1 0 O
(e) On montre par récurrence que |pour tout n € N, D" =10 4" 0
0 0 4"

D’aprés la question précédente, P étant inversible, on a M = PDP~!. On montre alors par

récurrence que | pour tout n € N, M™ = PD"P~1|
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4. Une petite derniére.
(a) On procéde par récurrence.
54+ 4uyg —4—4ug —1—ug

M0:[3: ug + 1 —ug —1—wug | avec ug = —1.

0 0 3ug +4
5+4u, —4—4u, —-1-—u,
Soit n € N. Supposons qu'il existe wu, tel que M"™ = | u, +1 —Up -1 —uy
0 0 3u, +4
5+4u, —4—4u, —1—u, 5 —4 -1
Alors M =M"x M = | u,+1 — Uy, -1 —u, 1 0 -1
0 0 3u, +4 0 0 4
21 + 16w, —20— 16w, —5—4u,
Dou M" "' = | du, +5  —du,—4 —5—4du,
0 0 12u,, + 16
5444 4 4u,) —4—44+4du,) —1— (4+ 4uy)
Cela donne M™ ™ = | (4u, +4) +1 —(4uy, +4) —1— (4 + 4uy)
0 0 3(4+ 4uy,) + 4
5+ 4dupyr —4—4duppr —1—upp
En posant w41 = 4u, +4, on a M™" ™ = [ w0 +1 —Upt1 —1 — Upy1
0 0 Buns1 +4
. e e {UO = -1
La suite ainsi définie vérifie
Upg1 = du, + 4
(b) On étudie la suite arithmético-géométrique (u,). Pour cela on démontre que (u, + %)n est géo-
métrique et vérifie u, 41 + % = 4(up + g) Ainsi, |pour tout n € N, on a u, = %(4” —4)|
Cela donne bien M" =M +u, A= (A+1)+u,A= I3+ %(4” —1)A.

5. Division euclidienne de X™ par X2 —5X 44 : il existe Q, R € R[X] tels que X" = (X? -5X +4)Q +R
et R=aX + [ € Ry[X].
I évaluation de cette égalité en 1 et 4, racines de X2 — 5X + 4, donne

4 —1
a+p=1 o=
0 n < 4 Syn
da+ =4 8=
3

1 1
Finalement M"™ = R(M) = aM + f1I3 = 5(4" —1)M — 5(4” —4)I3 |, comme en 2d.

Probléme 2

Le but de cet exercice est de déterminer le sous-ensemble E C C[X] des polynémes qui sont divisibles par
leur dérivée. Autrement dit, un polynome P € C[X] est un élément de E si et seulement s'il existe @ € C[X]
tel que P =Q x P'.

1. Soit @ € C et P = a un polynéme constant. Alors P’ = 0. Si P’ divise P, alors il existe
Q € C[X] tel que a =@ x 0 et alors a = 0.
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Synthése | Le polynéme nul appartient & E car sa dérivée est 0 également et il existe bien @Q tel que
0 =@ x 0 (w'importe quel @ convient).

Donc ’(CO[X] NE = {0} ‘
2. Soit n =1, a € Cet A € C*. Soit P = A\(X —a)™. Alors P/ = An(X — )" 1.

1
Ona P(X) = <(X - a)) P'(X). Donc P’ divise P et donc | P € E|
n

3. Soit P € E un polynome de degré n > 1.
(a) On a Q € C[X] tel que P = QP avec deg(P) = deg(QP') = deg(Q) + deg(P’"). Or deg P = n et
deg P’ =n —1. Donc |deg@ = 1|
(b) @ est de degré 1 donc il s’écrit A(X — «) avec « sa racine dans C et A son coefficient dominant.
De plus, si on examine le coefficient dominant de P, on a P = a, X" 4+ B(X) avec deg B < n — 1.
Donc P’ = na, X" ' + B'(X).
Ainsi QP' = Mna, X" + ... = P. Par unicité des coefficients (en particulier du coefficient

deg<n—1
1
dominant non nul de P), on a Ana, = a,. Donc A = —.
n
1

Finalement, |Q = —(X — «a) |
n

1
(c) PO = P = (X — ) x P' daprés la question précédente.
n
er.| Soi - W - 1 x_ (k+1)
Soit 0 < k < n — 2 et supposons que P\ = k:(X a)x P .

Alors P+ — (P(k))/ — L {p(k+1) +(X — a)P(k+2) _

n —

1 1 1
Donc (1 — ) plk+1) _ — (X - a)p(k+2)_ Finalement, pl+1) _ (x -

n—k n—=k n—(k+1)
a)P(k+2).

On a donc montré par récurrence que pour tout 0 < k< n — 1,

1

n —

plk) —

F(X —a) x plk+1)

(d) En évaluant cette égalité en v, on a | P®) (o) = 0 pour tout 0 < k <n—1|

Ceci montre que « est racine de P et de ses dérivées successives, donc racine de P de multiplicité
au moins n. P étant de degré n, il n’a pas d’autre racine.
Donc ’1& seule racine de P est o, de multiplicité n ‘

P=ap(X —a)" ‘ dans C[X].

4. La question 3 est I'analyse du probléme. La synthése a été effectuée a la question 2. On a montré que
’E: {a(X —a)",neN* q,a € C}U{O}‘.

Probléme 3

1. Si on représente une répartition comme un alignement de personnes et de cloisons, une répartition
revient & ordonner n + p — 1 objets, & savoir n personnes (o) et p — 1 cloisons (pour délimiter les p
salles. Par exemple

Finalement,

eo||ee| e ct |ee| 0oe |

234



représentent les répartitions 24+0+2+1et0+2+3+0danslecasn=>5et p=4.
On dénombre cela soit comme une anagramme, soit comme les parties & p — 1 éléments (le choix des
places des |) dans un ensemble a n + p — 1 éléments (les places disponibles) et on obtient

<n+p1

1 > répartitions |
p—

2. Soient a,b € N avec b > a + 2.
D’aprés la croissance des pentes, on a f(a+1) — f(a) <
D’ou
fla+1) = f(a) < f(b) = f(b—1).

On réarrange.

la+ )+ f—1) < fa)+ ()}

3. Raisonnons par contraposée. Supposons qu’il existe ¢, j € [1,p] tels que z; > x; + 2.
On définit un nouveau p-uplet en posant y; = z; + 1, y; = x; — 1 et y, = x;, sinon.

P

On a toujours Zyk = n, mais d’aprés la question 2 f(y;) + f(y;) < f(zi) + f(x;).
k=1

Donc

T(yi, .- yp) <K T(21, ..., 2p).

La la question est légérement inexacte : si linégalité est stricte, le p-uplet initial n'étatt pas minimal.
Ainsi tout minimiseur strict vérifie
‘.%'Z' — xj] < 1.

Pour gérer les cas d’égalité, il faudrait travailler avec une fonction strictement convezxe. Ici, tous les
minimiseurs ne sont pas tels qu’annoncés, mais un minimum est toujours atteint par un p-uplet de la
forme annoncée.

4. Soit (x1,...,x,) minimisant 7' et posons m = min ;.
D’aprés la question précédente, les x; prennent uniquement les valeurs m ou m + 1.
Notons k le nombre d’indices tels que x; = m + 1. Alors

n=~k(m+1)+(p—Fk)m=pm+k.

Par unicité de la division euclidienne, m =¢q, k=r.
On a donc | r éléments égaux a ¢ + 1 et p — r éléments égaux a ¢ ‘

5. Chaque poignée de mains se déroule dans 'une des p salles.
Dans la salle i, le nombre de paires de personnes est donné par le nombre de parties a 2 éléments d’un

ensemble & x; éléments, soit 9 |-

P
Donc au total, | T = Z <$21) .
i=1

. (s — 1
6. Pour tout 1, (x;) = % La fonction




10.

est (strictement) convexe sur Ry car de classe C? (comme une fonction polynomiale) et Vo € R,

f"(z) =1 > 0. On note encore n = gp + r la division euclidienne de n par p (notamment ¢ = |—]).

La partie précédente montre qu’on a une valeur de 7" minimale si et seulement si r salles contiennent
q + 1 personnes et n — r salles contiennent ¢ personnes.

Une répartition minimisant le cofit correspond au choix des r salles contenant ¢ + 1 personnes.

Le nombre de répartitions minimales est donc <p> .
r

Méme remarque sur le probléme de stricte convexité et de stricte minimisation.

S’il existe ¢ # j tels que 0 < z; < xj, alors ils sont aussi inférieurs & n. Dans ce cas, on a, d’apres la
question 2, f(x;) + f(z;) < f(z; — 1) + f(z; + 1) et le p-uplet (z1,...,x,) ne maximise pas 7. Ainsi,
si on a un maximum en (x1,...,x,), alors ’au plus un des x; est non nul ‘

Les p-uplets maximisant T' sont donc tels que ’Elio € [1,p], xiy, =n et Vi #ip, z; =0 ‘

Une telle répartition revient au choix de ig € [1, p[, soit | p possibilités |
On applique l'inégalité de Jensen a la fonction f.

1 "1
avec les — qui sont bien tels que Z -=1.
p

i=1
P
. 1 .
En factorisant par — et comme Zml = n, on obtient
p i=1
P n
> fxi) = pf ()
=1 p
P . n n A - s 2 .
Un p-uplet réalisant cela est (, e > (avec la méme réserve que précédemment sur la question de
p p

la stricte minimalité).
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MPSI Paul Valéry 04,/04/2026
DEVOIR SURVEILLE N° 6

Probléme 1

Soit f la fonction définie sur R par f: 2 — Inx + .

1. Montrer que pour tout n € N*, I’équation f(x) = n admet une unique solution «, € R’ . Déterminer
la valeur de a;.

Mo

(a) Etudier le sens de variation de la suite (c,).
(b) Montrer que pour tout n € N*, on a

|3

c) En déduire la limite de la suite (o).

(c)

3. (a) Montrer que pour tout n € N*, % =1- p
(b)

)

Montrer que oy ~ n.
n—-+0oo

(c) Calculer, si elle existe, la limite de (41 — o).

4. On considére la suite (u,) définie pour n > 2 par

n— oy,
Uy =
Inn
(a) Montrer que pour tout n > 2, on a
In (%)
1—u, = .

Inn

(b) Etudier la convergence de la suite (u,) et calculer sa limite éventuelle.
n In oy,

(¢c) Montrer que In <> ~ .

Qp ) n—=+o0  Qp

1
(d) En déduire que 1 —u,, ~ —

n—-+4oo n.
Probléme 2

Dans ce probléme, E désigne I'ensemble des suites réelles dites polynomiales, c¢’est-a-dire

E ={(P(n))nen | P € R[X]}
et F' désigne ’ensemble des suites a valeurs réelles u = (uy, )pen verifiant
dP € R[X], Vn € N, up41 = u, + P(n). (%)
On note B = (X" )nen la base canonique de R[X] et C = (Ry,)nen+ la famille définie par

Vne N, R, = (X +1)" — X"
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I Comparaison des espaces E et F

1. Montrer que si u € F, alors le polynome P de la relation (%) est unique. On le notera alors P,.
2. (a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de RY.
(b) Montrer que ®: F' — R[X] est une application linéaire.
u +— P,
(c) Déterminer le noyau de ® et en donner une base et la dimension.
3. (a) Montrer que ¥: R[X] — RN est une application linéaire injective.

Po— (P(n))nen
(b) Justifier que E est un sous-espace vectoriel de RY.
(c) Montrer que la suite u = (6o,n)nen n'a pas d’antécédent par V.
1sin=0

On rappelle le symbole de Kronecker : 6, = ]
0 sinon.

4. Montrer que & C F'.
5. (a) Déterminer pour n € N* le degré du polynome R,.
) Montrer que pour tout n € N, X™ g’exprime comme combinaison linéaire des polynémes Ry, ..., R,1.
¢) Montrer que C' est une base de R[X].
)

Soit u € F. En exprimant le polynéme P, dans la base C', montrer existence d’un polynéme
vérifiant

Vn € N, u, = Q(n).
(b) Que peut-on en déduire concernant les espaces vectoriels F et F'7

(c) Avec les notations de la question 6a, exprimer le degré et le coefficient dominant du polynéme Q
en fonction de ceux du polynéme P,.

II Une application calculatoire

Dans cette partie, a désigne un entier naturel fixé. On considére la suite (S, ),en définie par

n
VneN, S, =) k°
k=1
0
avec la convention Sy = Z k*=0.
k=1
7. Vérifier que la suite (Sy,)nen est élément de F.
8. Démontrer 'existence d’un polynome unitaire () dont on précisera le degré tel que pour tout n € N,

n

n
N 1)(2 1
9. A l'aide de ce qui précéde (impérativement), calculer E K2 = nin + )6( n+l) pour tout n € N.

k=0
n

10. Déterminer un équivalent simple de Z k® lorsque n — +00.
k=0

238



Probléme 3| (A long time ago in a galaxy far, far away....)

1l y a bien longtemps dans une galaxie lointaine, trés lointaine, deux amis,

Han et Luke, décident de se retrouver pour parler du bon vieux temps. 0

Comme point de rendez-vous, ils ont le choix entre cing planétes : Alderaan

(A), Bespin (B), Coruscant (C'), Dagobah (D) et Endor (E). Ces cinq en- e e

droits sont reliés par certaines lignes de transports selon le schéma ci-contre.

Ainsi, A est a un trajet de distance de B et de F, et & 2 trajets de distance

de C' et de D. Méme chose pour les autres lieux qui sont tous distants de un

ou deux trajets (si on y va par le plus court chemin).

Hélas, suite a un malentendu, Han arrive sur Alderaan et Luke sur Bespin. A partir de ce moment, ils
décident chacun de se déplacer chaque jour sur un lieu voisin jusqu’a se retrouver tous les deux au méme
endroit. Comme ils n’ont aucun moyen de communication, ils choisissent au hasard, de maniére équiprobable,
un des deux lieux accessibles depuis leur position actuelle. Chaque jour, s’ils ne sont pas au méme endroit,
ils font un nouveau choix indépendant des précédents et se déplacent une fois chacun (simultanément et sans
possibilité de se voir s'ils se croisent). L’objet de ce probléme est d’étudier la probabilité qu’ils se retrouvent
au bout de n jours, pour n € N.

On se limite & une durée finie pour 'expérience (N jours, avec N supposé supérieur ou égal a 3). Ainsi
Pexpérience peut étre modélisée par un espace probabilisé fini (2, P(£2), P) que 'on n’essaiera pas d’expliciter.

On définit les événements suivants, pour tout n € N :

e U, : « Han et Luke sont au méme endroit aprés le n-iéme déplacement »,

e 1, : « Han et Luke sont & un trajet d’écart aprés le n-iéme déplacement »,

e W, : « Han et Luke sont & deux trajets d’écart aprés le n-iéme déplacement »,

et on appelle u,, = P(U,), v, = P(V,) et w, = P(W,) leurs probabilités.
Remarque. Pour n = 0, il s’agit de leur position initiale : ainsi, vg = 1 et ug = wg = 0 car ils démarrent
a un trajet de distance (Han en A et Luke en B).

Pour nous aider (si si!), on définit deux autres événements, pour tout n € N* :

e H, : «Lors du n-iéme déplacement, Han effectue (sans le savoir) un trajet qui le rapproche de la
position qu’occupait Luke aprés le déplacement n — 1 »,

e L, : «Lors du n-iéme déplacement, Luke effectue (sans le savoir) un trajet qui le rapproche de la
position qu’occupait Han aprés le déplacement n — 1 ».

Exemple. Supposons qu’aprés 5 déplacements, Han soit en E et Luke en C. Alors ’événement Hg décrit
le fait que Han se déplace vers D lors de son sixiéme déplacement. Et 1’événement Lg (contraire de Lg) décrit
le fait que Luke se déplace vers B lors de son sixiéme déplacement.

On supposera que la famille des événements (Hy,...,Hy,L1,...,Ly) est constituée d’événements mu-
tuellement indépendants.

1. Pour tout n € N, que dire de la famille d’événements (U, V,,, Wp,) ?

Episode I : premier trajet.

2. (a) A partir de la position initiale, expliciter les quatre situations possibles aprés le premier déplace-
ment.

(b) Justifier que W7 = Hy N Ly et en déduire wy.
(c) Exprimer V) en fonction de H; et L; et en déduire la valeur de v;.
(d) Déterminer finalement u;.
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Episode II : des inégalités. Soit n > 2 un entier.
n

3. (a) Justifier 'inclusion : Hy N Ly N <ﬂ (Hp N Lk)> C W,. En déduire que w, >
k=2

1
47.
1
47.
1

(c) Montrer que Uy = Hy N L1 N Hy N Ly. En déduire que pour tout n > 2, u, > 6

(b) En vous inspirant de ce qui précéde, montrer que v, >

Episode III : probabilités conditionnelles. Soit n > 2 un entier.

4. (a) Montrer que Py, (Up+1) =1 et que Py, (Viy1) = Py, (Why1) = 0.

1
(b) Par exemple de maniére analogue a une question déja traitée, montrer que Py, (U,y1) = 1

(c) Calculer successivement Py, (Vit1), Pw, (Wht1), Py, (Unt1), Py, (Whi1) et Py, (Vig1).

Episode IV : relations de récurrence.

5. (a) Pour tout n > 2 entier, exprimer %41, Vp+1 €t wyt1, chacun en fonction de wuy,, vy, et wy,.

5) 9
(b) En déduire que pour tout n € N, w2 = TUn 1~ W

Episode V : résolution.
6. (a) Montrer en les déterminant qu’il existe deux nombres 0 < a < 8 < 1 tels que pour tout n € N,

V5 n n
wn:?(ﬁ -« )

5-V5 5+\/5ﬁn
10 0 "

(b) Avec ces notations, montrer que pour tout n € N, v, =

(¢) En déduire une expression puis la limite de (uy,).
Episode VI : changement de sens. Soit N € N*.

7. On suppose que Han et Luke sont a deux trajets d’écart aprés la N-iéme étape. Quelle est (en fonction
de N, a et ) la probabilité qu’ils aient déja été a cette méme distance aprés N — 1 étapes.
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MPSI Paul Valéry Corrigé

DEVOIR SURVEILLE N° 6

Probléme 1

1. La fonction f est continue et strictement croissante sur R’ en tant que somme de deux fonctions

continues et strictement croissantes sur R .

De plus lim f(z) = —oco et lim f(x) = +o0, la fonction f étant continue et strictement croissante
z—0 T—+00

2.

3.

sur RY , elle réalise une bijection de RY dans R. En particulier,

Vn € N*, Jla,, € RY, f(ay) =n|.

Comme f(1) =1, 0n a .

(a)

Ona f:R — RY qui est strictement croissante en tant que bijection réciproque d’une application
strictement croissante. D’autre part, pour tout n > 1, on a : f(a,) = n < a, = f '(n). Ainsi
pour n > 1, ona: fi(n+1)> fY(n), cCest-a-dire a1 > .

’ () est croissante‘

e Pour n > 1, on a f(n) = In(n) +n > n donc par croissance de f~' : f~1(f(n)) = f~1(n).
Clest-a-dire n > «a,.

e D’autre part, on a l'inégalité suivante qui se démontre en étudiant rapidement la fonction
frax—= o —In(z) sur RY.
Ve € RY, In(x) <=z

En particulier,

n n
Vn € N*, (—) =
" 2) 52
On obtient n n n n
vi(3) =m(E) r5<5 3
Vn € f 5 2 2 5 =T
En appliquant f~! qui est croissante, cela donne % fn) =
Finalement
Vn € N*, % an <n

n
c¢) D’aprés le théoréme de comparaison, étant donné que lim — = 400, on a
2

n—-+4o0o

lim o, = +o00
n——+0oo

(a) Soit n € N*, par définition de ay,, on a :

1 n n n 1 n
In(a,) + o =n & n(a)—i—a——l a—zl—n(a)
n n n n
In(an
vnene, O = nlon)
n




(b) Pour tout n € N*, — < a,, < n donc par croissance de la fonction In,

o3

Vn € N*, In (g) < In(ay,) < In(n)

Ainsi en divisant par n,

In(n) — In(2) o In(aw,) o In(n)

Vn € N*¥, < <
n n n
. In(n L. In(c,
D’aprés les résultats usuels de croissances comparées, on a.  lim () =0 ainsi lim (o) = 0.
n—-+oo n n—-+oo n

Pour conclure, on utilise le résultat démontré a la question précédente, pour en déduire que

. (077}

lim — =1.
n—4+oo n

n—+400

(¢) Pour n € N*, on a :
An+1 Qn+1 n n+1

= X — X — 1
o’ n+1 «a, n  n—4oo
. o1 . L . (6% . Qn+1
ceci en utilisant la question précédente car lim — = lim ntl .
n—+oo M n—+oon + 1

Par définition de «,,, on a
In(ap) +ap,=n et In(apt1) +ant1=n+1

En soustrayant les égalités précédentes,

In (anﬂ) + (apy1 —ap) =1
On,

. a . « .
Or lim 1—1In ( n+1> =1car lim ntl _ 1 et In est continue en 1.
n—-+oo Oy n—-+4oo [67%

On en déduit que

g (Omtt — ) =1

(a) Soit m > 2, en utilisant I'égalité qui définit la suite (ay,) : o = n — In(ay,).

g =g zom In(n) —n+ ap _ In(n) —n+n —In(ay,) _ ln(i)
n ln<n> 111(77,) 1I1<n) ln(n)

ln(al)
Vn>2, 1—u, = ——~

(b) D’apreés la question 3b, on sait que lim 2 —1donc lim In (ﬂ) = 0. On a alors :

n—+00 Oy, n—-+4oo (67



et d’aprés la question précédente, cela implique que lirf 1 —u, =0, c’est-a-dire
n—-+00

lim u, =1
n——+oo

1
On sait que lim n(z)

1 1 = 1 en reconnaissant le taux de variation de la fonction In en 1. Sachant
x—1 r —

n
que lim — =1 d’aprés la question 4.(b), par composition des limites, il vient :
n—-+oo (07%

lim ——F =
n—+oo & _—

Qn
Ceci en remarquant que le dénominateur n’est pas nul a partir d’un certain rang. En effet o, =
n — In(ay,) < n & partir d’un certain rang car lim In(a,) = +oo.

n—-+o0o
Le dénominateur de notre fraction est :

noo In(aw,)
anp oy,

en utilisant la relation qui définit ay, : In(ay,) + a, = n.
On obtient finalement :

In %)
nEI—iI-loo In(on) =1
Qn

Ce qui démontre la relation obtenue :

In (ﬁ) N In(avy,)

Oy / n—+00 (679

Pourn>1,ona:

n(g) e ()

In(ay,) " In (ﬁ)

n

1—u,) = - _n
n(l—un) =n In(n) nln(n) " Tatan) an x In(n) In(an)
T ~

(2 3)

n
e(l):ona lim — =1, daprés la question 3b.
n—+00 Oy,

In(a,) . n—ay

e(2):ona lim

N N n_1>+00 n(n) =1, d’aprés la question 4b.

In (ﬂ)
e (3) : enfin lim ) d’apreés la question précédente.

n——+o0o In(an)

Qn
. . 5 N . . 1 — Unp , R .
Finalement lim n(1 —u,) =1, c’est-a~dire : lim — = 1, c’est-a-dire :
n—-+00 n—-+00 o
1
1—-u, ~ -
n—+oo n
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Probléme 2

1. Soit P,@ deux polynomes a coefficients réels. Si pour tout n € N, P(n) = Q(n), alors le polynéme
P — @ admet une infinité de racines et est donc nul. Ainsi P = Q.
Soit u € F et (P,Q) € R[X]? tels que

Vn €N, upy1 =up, + P(n) =u, +Q(n).

Alors P(n) = Q(n) pour tout n, donc .

2. (a) On a F c RY. La suite nulle appartient a F.
Soit (A, 1) € R? et (u,v) € F2. Alors pour tout n € N,

(AU~ pv)p+1 = Mipg1 + pvpe1 = Mup + Py(n)) + p(vn + Py(n)) = (Au+ po)n + (AP, + pPy)(n).

Donc Au+ pv € F.

Conclusion : | F' est un sous-espace vectoriel de RY |,

(b) Pour (A, u) € R? et (u,v) € F?, d’aprés ce qui précede,
P)\u+,uv = AP, +MP1)7

donc ® est linéaire.
(c) Soit u € RY,

O(u) =0 < P, =0 <= Vn, upy1 =u, <= u est constante.

Ainsi

ker ® = {(A)nen | A € R} = Vect(1)

ce qui en fait un sev de | dimension 1|

3. (a) Pour (\, u) € R? et (P,Q) € R[X)?,
V(AP + puQ) = (AP(n) + pQ(n))n = AU (P) + n¥(Q),

donc | ¥ est linéaire |.

SivVn €N, P(n) =0, alors P = Og[x].
Autrement dit, pour tout P € R[X], ¥(P) = Ogy = P = Og[x]- Donc ’\I! est injective ‘

Y

(b) Par définition, E = Im(¥). Donc | E = Im(¥) est un sous-espace vectoriel de RY |

(c) Soit u = (do,n)n- Supposons qu'’il existe P € R[X] tel que U(P) = u. Alors P(0) =1 et P(n) =0
pour tout n > 1, donc P a une infinité de racines et est non nul, ce qui est impossible.

4. Soit u € E, u = (P(n)),. Alors

Uns1 = P(n+1) = P(n) + (P(X + 1) — P(X))(n),

donc .

5. (a) .
Ry=(X+1)"-X"=Y" <Z>X’f

k=0

donc’dean =n-—1|
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(b) Procédons par récurrence forte. On a X% = R;.
Supposons la propriété vraie jusqu’au rang n € N. Alors

n
2
Rppo = (X +1)"2 — X"2 = (n 4 2) X" 4 (” N )X’“,

donc

1 " n+2
Xn+1: o _ Xk
7’L+2<R+2 Z( k’ > >a

k=0

n
2
Par hypothése de récurrence et stabilité, Z (nz )Xk € Vect(Ry, ..., Rpt1).
k=0

Donc | X"2 € Vect(Ry, . .., Rny2) |

(¢) Les R, sont de degrés distincts donc forment une famille libre. Ils engendrent R[X]| d’aprés la

question précédente. Donc ’C est une base ‘

(a) On écrit

p
P, = Z ap Ry
k=1

Posons »
Q = Z CLka.
k=1
Alors
P
Upt1 = Up + Zak((n +1)F —nP),
k=1

donc

Unt1 — Q(n+ 1) = u, — Q(n).

Ainsi (u, — Q(n)), est constante, et comme Q(0) = 0,

VneN, wu, =uy+ Q).

Donc’avec P=Q+up,onaVneN, u, =P(n) ‘

(b) On en déduit F C E. Comme E C F, on a montré que .
(c) Si P, =0, alors ¥n € N, u,, = ugp et donc Q = 0.

p
Sinon, si P, = E arpRy, avec ap # 0, alors
k=1

P
P =uy+ Z aka.

k=1
Le terme dominant de Ry est kX kil, donc celui de P, est pa,X p—1
cd(P)
d+1 |

Ainsi, |si deg(P) = d, alors deg(Q) = d+ 1 et ¢d(Q) =
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7. Pour tout n € N,

Sp+1=Sn+ (n+ 1) =5, + Ps(n)

avec Pg = (X +1)%, donc .

8. Il existe P tel que S, = P(n). Le polynéme Pgs est unitaire de degré «, donc P est de degré a+ 1 et
1

de coefficient dominant ——.
a—+1

Comme P(0) = 0, il existe @ unitaire de degré « tel que

d’ou

9. Posons S,, = Z k2. Alors
k=0

On utilise 51 =1, S =5

1
Doia=—=,b= §, et donc
2 2
n
10. On a S, =
A on a+1

Probléme 3| (A long time ago in a galaxy far, far away....)

Il y a bien longtemps dans une galaxie lointaine, trés lointaine, deux vieux
amis, Han et Luke, décident de se retrouver pour parler du bon vieux temps.
Comme point de rendez-vous, ils ont le choix entre cing planétes : Alderaan
(A), Bespin (B), Coruscant (C'), Dagobah (D) et Endor (E). Ces cinq en-
droits sont reliés par certaines lignes de transports selon le schéma ci-contre.
Ainsi, A est & un trajet de distance de B et de F, et & 2 trajets de distance
de C' et de D. Méme chose pour les autres lieux qui sont tous distants de un

1

P = XQ(X
—LXQ),
n
n a—i—lQ(n)

n 2
Sh gQ(n), Q=X"+aX+0.
l+a+b 2(4+2a+0b)
3 3
nf 5 n 3\ _nn+1)(2n+1)

ou deux trajets (si on y va par le plus court chemin).
Hélas, suite & un malentendu, Han arrive sur Alderaan et Luke sur Bespin. A partir de ce moment, ils
décident chacun de se déplacer chaque jour sur un lieu voisin jusqu’a se retrouver tous les deux au méme
endroit. Comme ils n’ont aucun moyen de communication, ils choisissent au hasard, de maniére équiprobable,
un des deux lieux accessibles depuis leur position actuelle. Chaque jour, s’ils ne sont pas au méme endroit,
ils font un nouveau choix indépendant des précédents et se déplacent une fois chacun (simultanément et sans
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possibilité de se voir g’ils se croisent). L’objet de ce probléme est d’étudier la probabilité qu’ils se retrouvent
au bout de n jours, pour n € N.

On se limite & une durée finie pour 'expérience (N jours, avec N supposé supérieur ou égal a 3). Ainsi
Pexpérience peut étre modélisée par un espace probabilisé fini (2, P(£2), P) que 'on n’essaiera pas d’expliciter.

On définit les événements suivants, pour tout n € N :

e U, : « Han et Luke sont sur au méme endroit aprés le n-iéme déplacement »,

e V, : « Han et Luke sont & un trajet d’écart aprés le n-iéme déplacement »,

o W, : « Han et Luke sont & deux trajets d’écart aprés le n-iéme déplacement »,
et on appelle u, = P(U,), v, = P(V,,) et w, = P(W,) leurs probabilités.
Remarque. Pour n =0, il s’agit de leur position initiale : ainsi, vg = 1 et ug = wg = 0 car ils démarrent
a un trajet de distance (Han en A et Luke en B).

On définit deux autres événements, pour tout n € N* :

e H, : «Lors du n-iéme déplacement, Han effectue (sans le savoir) un trajet qui le rapproche de la
position qu’occupait Luke aprés le déplacement n — 1 »,

e L, : «Lors du n-iéme déplacement, Luke effectue (sans le savoir) un trajet qui le rapproche de la
position qu’occupait Han aprés le déplacement n — 1 ».

On supposera que la famille des événements (Hp, L, )1<n<n est constituée d’événements mutuellement
indépendants.

1. ’ (Un,y Vi, Wy,) est un systéme complet d’événements ‘

Episode I : premier trajet.

2. (a) Dans la position initiale, Han est en A, Luke est en B. Dans ce cas,
Hy est « Han va vers B »
L1 est « Luke va vers A »

D’ou les quatre situations :
H{ N Ly : Han est en B, Luke est en A.
HiN Ly : Han est en B, Luke est en C.
HiNL; : Han est en E, Luke est en A.
HiNL; : Han est en F, Luke est en C.
(b) De ces quatre situations (qui forment bien un systéme complet d’événements), seule la derniére
réalise W7 donc ’ Wi=H, NL ‘
Donc wy = P(Hy N Ly). Par indépendance (Han et Luke choisissent leur destination de maniére

—_— 1 1 1
indépendante), wy = P(H1)P(L1) = 5X5=|7t

(c) Les trois autres situations sont incompatibles et réalisent toutes trois Vj.
Donc | V] = (Hl ﬂLl) U (Hl ﬂfl) L (FlﬂLl) .
3

On obtient de la méme maniére : |v1 = — |.

4
(d) (Uy, Vi, W7) est un systéme complet d’événements, donc u; = 1 — (v1 + wy), soit .
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Episode II : des inégalités.

n

3. (a) Examinons une issue de I’événement Hy N Ly N (ﬂ (Hp N Lk)> . On a vu que H; N L place Han

4.

k=2
en E et Luc en C, donc a 2 trajets d’écart. Puis pour tout k, (Hy N L) maintient cette distance
(Han se rapproche et Luke s’éloigne a chaque déplacement). Ainsi apres le n-iéme déplacement,
ils sont bien toujours a deux trajets d’écart (rédiger la récurrence en détail). Notre issue est bien
dans W,.

n
. R 1

Donc P(W,,) > P <H1 NLiN (ﬂ Hi.N Ly >> A nouveau par indépendance, | w, > el

= 3.1
Sur le méme principe, V7 N (ﬂ (Hy, ﬂLk)> C V.. En minorant grossiérement vy = 1 > T on

k=2

. S 1

obtient |v,, = el

) Considérons une issue dans H; N Ly N Hy N Lo.

Tout d’abord H; N Ly = W : Han est en E, Luke est en C.
Puis Ho N Ly méne Han en D et Luke également. Donc notre issue est dans Us.

Considérons une issue dans Us.
Apreés le 2¢ déplacement, Han et Luke sont au méme endroit. Donc aprés le 12" déplacement,
ils étaient chacun dans un endroit voisin de celui-ci; mais pas dans le méme car U; est exclu.
Donc ils étaient a deux trajets d’écart, ainsi notre issue est dans Wj.
On examine les quatre possibilités :
W1 N (Hy N Ly) C Wy donc est exclu (incompatible avec Us),
W1 N (HyN Ly) C Wy donc est exclu,
W1 N (HyN Ly) C Vo donc est exclu.
Finalement notre issue est dans Wi N (Hy N Lo) = (Hy N L1) N (Hy N Lo).
1

16°
De plus lorsque Han et Luke se sont retrouvés, ils restent ensemble, donc Us C U, pour tout

Finalement Uy = H; N Ly N Hy N Lo et, toujours par indépendance, P(Us) =

1
n > 2. D’ou P(U,) = P(Usz). Donc | pour tout n > 2, u, > 6l

Episode III : probabilités conditionnelles. Soit n > 2 un entier.

(a) P

(Up) # 0, donc on peut définir la probabilité conditionnelle Py, (Up+1).
Comme U,, C Up41 pour tout n, U, NUps1 = U,.
PU,NUt1) P(U,)
D Py (U, = = =1
onc Py, (Up+1) P(Uy) P(U,)
Pour la méme raison, U, NV, 11 = 0 et U, N W, 11 = 0 donc ont pour probabilité 0 et la formule

des probabilités conditionnelles donne ’PUH(VnH) = Py, (Wp41) =0 ‘

Comme pour dans 3c, on montre que :

Wn N ( n+1 N Ln+1) - Un—l—ly

W N ( n+1 N Ln+1) - Wn-i—ly

Wy N (Hpg1 N Lng1) C Wi

et W, N (Hpt1 N Lpg1) C Vit

Ainsi W, NUpy1 = Wy N (Hp41 N Lypt1)-

D’ou par indépendance : P(W, N Uy,41) = P(W,)P(Hp41)P(Lp+1).
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D.

6.

Donc Py, (Un+1) = P(Hp+1)P(Lp+1) =

(c) De méme, comme W, N (V,,41) =

Puis comme (Up41, Vigr1, Whi1) est un s.c.e., | Py, (Wyhy1) = 5|

1
1l

1
Wy, N (Hn41 N Lot1), Pw, (Vag1) = P(Hpq1)P(Lng1) = ~

Un raisonnement analogue encore donne :

1
comme Vi, N (Wyt1) = Vo 0 (Hpt1 N L), | Py, (Wit1) = 10
comme V;, N (Unt1) = Vo N (Hpg1 0 Ln1), (Unt1) =0 ‘
Enfin (s.c.e.) | Py, (Vot1) = 2

Episode IV : relations de récurrence.

(a) Soit n > 2. D’apreés la formule des probabilités totales avec le s.c.e. (Up, Vi, Wy,), on a :

Up41 = Up X PUn (Un+1) + vy, X PVn(Un-H) + wy X PWn(Un—H)-

Apreés avoir écrit la méme chose pour V41 et Wy,11, on obtient :

Unp+1 = Up + S Wn

4
Un+1 = zvn + an
1 1
Wn41 = Zvn + §wn
b) Soit n > 2. wpio = —Vpt1 + —wpy1 et on remplace & V'aide des deux premiéres équations.
L 1/3 1 1/1 1 1 1 . .

Ainsi wy49 = 1 Z}n + an + 3 Zvn + iwn . Or vn = Wpt1 — 2wn donc on obtient aprés
. . . 5 5 ) .
simplifications : | w4 = an+1 — I—Gwn . Cette relation est encore vraie pour n =0 et n = 1.

Episode V : résolution.

(a) Résolution classique avec I'équation caractéristique et la détermination des deux constantes. On

V5

-5 5+5

obtient pour tout n € N : |w,, = — (8" — a") | avec a = et f = —5 On vérifie que

5

8

0 < a < B < 1, par exemple en utilisant que 2 < V5 < 3.
(b) La troisiéme équation du systéme donne v, = 4wy 1 — 2w, soit :

o (B2 s (25

En utilisant

@ V5ol B
i 8 TV

5

Vh+1 5—¢5an+5+¢5ﬁn

8

) )

final t =
, on a finalement |v, 10 10
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(c) Comme «,f €]0,1[, on a & — 0 et " — 0. Ainsi, v, —— 0 et w, —— 0. Or u,, =
n—-+4o0o n—-+4o0o

1 — v, — w, grace au s.c.e. Donc |u, —— 1|
n——+oo

Episode VI : changement de sens. Soit N € N,
7. On cherche ici Py, (Wn_1). D’apres la formule de Bayes :

P(W 1 N—-1_  N-1
Pyy(Wy-1) = PWNl(WN)PéVN]i)l) = 56 BN zN
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MPSI Paul Valéry 06/06,/2026
DEVOIR SURVEILLE N°7

Probléme 1

Notations

On considére un entier naturel n > 2 et on note B = (X7?)o<j<, la base canonique de R,,[X].
Pour tout k € [0,n], on définit un polynéme

R, = XF(1 - x)"F,

Tout polynéme P pourra étre identifié a la fonction polynomiale qui lui est associée et on pourra noter
0 le polynome nul, au lieu de Og[xj. On définit I'application

e o Ry[X] > Ry[X]
n
n k
U — (—) .
> (3)r(5)m
k=0
Dans tout le probléme, le résultat d’'une question peut étre admis afin de faire la suite.

I Etude ducasn =3

Dans cette partie, on se place dans le cas ot n = 3. Ainsi les polynémes définis dans ’énoncé sont

RU:<1_X)3’ Rl:X(]‘_X)27 R2:X2(1—X) et R3:X3,

1. Montrer que (Ry, R1, Rz, R3) est une base de Rz[X].
2. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R3[X].
3. Justifier que la matrice de ¢ dans la base B est
1 0 O 0
. 0 1 1/3 1/9
“lo 0 2/3 2/3
00 0 2/9

4. Justifier que ¢ est un automorphisme de R3[X].

5. (a) Déterminer deux polynomes Q2 et Q3 de degrés respectifs 2 et 3 et de coefficient dominant 1
tels que

£(Q2) = 52 et ¢(Qs) = 5Qs.

On pose également Qg =1 et Q1 = X.
(b) On pose C = (Qo, Q1,Q2,Q3). Justifier que C est une base de R3[X].
(c) Expliciter la matrice de ¢ dans la base C, on note D cette matrice.
(d) Déterminer la matrice de passage, notée P, de B a C. Déterminer Pt
)

(e) Pour p € N, déterminer AP. On explicitera tous les coefficients.
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II Etude du commutant

On se place toujours dans le cas oi n = 3 et on reprend les notations de la partie précédente.
On note F4 'ensemble des matrices M € M4(R) qui commutent avec A, c’est-a-dire que AM = M A.

6. Montrer que F4 est un sous-espace vectoriel de My (R).

7. Soit M € My(R) et N = P~'MP. Montrer que M commute avec A si et seulement si N commute
avec D.

8. Onnote Fp = {N € My(R), DN = ND}. On admet que ’on peut démontrer que c’est un sous-espace
vectoriel de My(R), comme dans la question 1. Déterminer une base et la dimension de Fp, pour cela
on ne g’effrayera pas d’un systéme de 16 équations & 16 inconnues.

9. On pose :

L' My(R) — My(R)
M — PlmP

Démontrer que I' est un automorphisme de My(R).

10. En déduire la dimension de F4.

III Retour au cas général

On rappelle que n est un entier naturel supérieur ou égal a 2.

11. (a)

12. (a)

()

Soit j € [0,n]. Démontrer que :
n—j .
XT=% ( i >Rk+j
k=0
En déduire que (Ry)o<k<n est une base de R, [X].
Démontrer que ¢ est un automorphisme de R, [X].

Démontrer que :

0(1) =1, p(X) =X et p(X?) = (1— %>X2+%X

En déduire que Ro[X] est stable par ¢.
On note ¢ 'endomorphisme de Ry[X] correspondant a la restriction de ¢ a Ro[X].

On note A,, la matrice de ¢ dans la base canonique de Ra[X].
1 1

Démontrer que A,, = (1 — —)Ig + —H ou H est une matrice a préciser.
n n

Déterminer une matrice @) € M3(R) inversible et dont les coefficients diagonaux valent 1 telle que

H=QAQ ! avec A =

O O =
S = O

0
0
0
En déduire lim A.

n—+00

Indication : pour étudier la limite d’une suite de matrices, on examine simplement la limite coef-
ficient par coefficient.
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Probléme 2

Dénombrement.

Soit F un ensemble fini & n > 1 éléments. On rappelle la définition d’une partition de £ : un ensemble
de parties de E

e non vides et deux & deux disjointes,
e dont la réunion vaut E.
Par exemple les parties {a,b, e} et {c,d} forment une partition de 'ensemble {a,b,c,d,e}.
1. Soient ¢,d € N tels que n = ¢ + d. Déterminer le nombre de partitions de E en deux sous-ensembles,
I'un ayant c éléments et I'autre d éléments.
2. Déterminer le nombre de partitions de E en deux sous-ensembles non vides.

3. On suppose (dans cette question seulement) que n est pair. Déterminer le nombre de partitions de E
en sous-ensembles contenant chacun exactement deux éléments.

4. Soient a,b € N tels que n = ab. Déterminer le nombre de partitions de E en a sous-ensembles contenant
chacun b éléments.

Probabilités

On lance 100 fois de suite une piéce de monnaie équilibrée. Pour tout N € [2,100], on appelle Xy la
variable aléatoire égale au nombre de fois ot, au cours des IV premiers lancers, deux résultats consécutifs ont
éte différents. Par exemple, si les premiers lancers sont (F, F, P, F, P, P, P, F,...) alors Xg vaut 4 (prenez la
peine de vérifier que ¢a vous parait clair avant d’attaquer le probléme).

5. Décrire I'univers €2 associé a l'expérience aléatoire présentée ici : les 100 lancers consécutifs de notre
piéce. Déterminer son cardinal.

Pour 2 < N < 100, déterminer X () ensemble des valeurs de X .
Déterminer la loi de X5 et son espérance.

Déterminer la loi de X3 et son espérance.

Pour 2 < N < 100, déterminer P(Xy = 0) et P(Xy = 1).

10. Soit 2 < N < 99. On pose Yy = Xn41 — XN

(a) Pour tout 0 < k < N — 1, montrer que

© % N>

=

TN~
(oW
N e T

En déduire la loi de Yy et son espérance.
Calculer E(Xy) en fonction de N.
Montrer que Xy et Yy sont indépendantes.

Montrer que si la variable aléatoire U suit une loi binomiale de parameétres (N —1,1/2) et V suit
une loi de Bernoulli de paramétre 1/2, alors U + V suit une loi binomiale de paramétres (N, 1/2).

—_
]

(f) En déduire loi, espérance et variance de Xy .

253



MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR SURVEILLE N°7

Probléme 1

I Etude du cas n =3

1. e Pour tout k € [0,3], on a R, = X*(1 — X)>7* ainsi Ry, € R3[X] puisque deg(R},) = 3.
e Montrons ensuite que la famille (Ry)o<k<3 est libre.

3
On se donne (A\g)o<k<3 € R* tels que Z MR = 0.

k=0
On évalue cette égalité en 0 pour obtenir A\g = 0 puis on évalue en 1 pour obtenir Az = 0.

Il reste A{R1 + AoRo = 0, c’est-a-dire
MX(1-X)2+XX%(1-X)=0.

En examinant le monéme de degré 1 dans cette égalité, on obtient Ay = 0 puis on en déduit que Ay = 0.
e Finalement la famille (Ry)o<k<3 est libre et comme c’est une famille de cardinal 4 = dim(R3[X]), on
c’est une base de R3[X] ‘

en déduit que

2. e L’application ¢ est bien a valeurs dans R3[X] car pour tout U € R3[X], ¢(U) est une combinaison
linéaire des polynoémes (Ry)o<kr<3 qui forment une base de R3[X].
e Montrons ensuite la linéarité de . Soit (U, V) € R3[X]? et A, u € R.

oAU + V) = 23: (Z) (U + V) (S)Rk

k

[e=]

3

= (1) 0us) ruv ()

k

o

|
>

> (o ()msny (v ()

k=0

= Ap(U) + pp(V)

Donc ’(p est un endomorphisme de R3[X] ‘

3. On calcule les images par ¢ des vecteurs de la base B. En utilisant la formule du binéme,
©(1)=Ry+3R1 +3Re+ Rs=(1 - X +3X(1 - X)?+3X?1 - X)+ X’ =(X+(1-X))> =1,
O(X) =R +2Ry +R3 = X(1 - X)? +2X*(1 - X) + X3 = X3 —2X? + X +2X? - 2X3 + X3 = X,

1 4 1 4 1 9
P(X?) = SR+ SRy 4+ Ry = 3X(1- X)? + S X2(1 - X) + XP = X + 2X2,
18 1 8 1, 2., 2
P(X%) = SR+ SRy + Ry = 5 X(1= X2+ 5X* (1= X) + X% = 5 X + 2X? 4 X%,

En disposant les résultats trouvés en colonnes, on obtient
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10 0 0
o113 1)
Mats(p) =A =10 9/3 23
00 0 2/9

4. La matrice A est triangulaire supérieure avec des coefficients diagonaux non nuls, on en déduit que A

est inversible et donc que ¢ est bijective. Donc ’cp est un automorphisme de R3[X] ‘

5. (a)

2
e On cherche un polynoéme Qo = X2+ aX +b avec (a,b) € R? tel p(Q2) = gQg. Matriciellement,

cela se traduit par

10 0 0 b b
0 1 1/3 1/9 al _2|a
0 0 2/3 2/3 1] 3|1
00 0 2/9 0 0
C’est équivalent au systéme

2

b = =b

3

n 2

a+- = =-a

3 3

On obtient b =0 et a = —1, c’est-a-dire Q2 = X2 — X.
e On procéde de méme en cherchant Q3 sous la forme Q3 = X3 +aX?+bX + ¢ avec (a,b,c) € R3.

2
On souhaite p(Q3) = §Q3, i.e.

1 0 O 0 c c
0 1 1/3 1/9 bl _21(b
0 0 2/3 2/3 al 9|a
00 0 2/9 1 1
C’est équivalent au systéme
2
C = §C
1 1 2
b+ - - = =b
—|—3a—i—9 9
2 +2 2
—a+ - = —a
3 3 9
. 1 3 o 3 3,9 1 )
On obtient ¢ =0, b = 3 et a = —5 c’est-a-dire Q3 = X° — §X + §X. Finalement,
2 3 30 1
Qr=X"—XetQ3=X —§X +§X.

La famille (Qo, Q1, @2, Q3) est une famille libre de R3[X] car elle est composée de polynémes non
nuls de degrés distincts. Son cardinal étant égal a la dimension de R3[X], c’est une base.

Donc ’ (Qo, Q1,Q2,Q3) est une base de R3[X] ‘
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(c) D’apres les questions précédentes, on a

£(Q0) = Qo $(Q1) = Q1. #(@2) = 2Qz et $(Qs) = Qs

D’ou

Matc(¢) = D =

Remarque. On vient de diagonaliser la matrice A, c’est-a-dire de trouver une base dans laquelle
la matrice de I’endomorphisme ¢ est diagonale.

(d) Pour former la matrice de passage de B a C, on place en colonnes les composantes des polynéomes de
la base C décomposés dans la base B. D’aprés les expressions de ()2 et @3 obtenues & la question 5a,

10 0 0
c 5 |01 -1 172
PE=P=140 1 —3/2

00 0 1

Comme toute matrice de passage, P est inversible et P~! peut-étre obtenue par exemple en
résolvant un systéme.

x = _
10 0 0 21 yi ! ] Yy T = Y
1 -1 1/2 Tog — X3+ T4 = Y2 T2 = Y2+Y3+uys
0 / % ) _ Y2 o 5 9 o 3
2
00 O 1 x4 Y4 2 v = s
T4 = Y4
1 00
01 1 1
2 1.t -1 _
On en déduit que | P™" = 00 1 3/2
000 1

(e) D’apreés la formule de changement de base, on sait que : A = PDP~!. On en déduit, grace a la
simplification P~'P = I, que
VpeN, AP = ppPp~1

Or la matrice D étant diagonale, ses puissances sont (éventuellement par récurrence)

VpeN, DP =

OO O =
O O = O
—~
[\
~
w
=
hS]

Il reste & effectuer les deux multiplications, pour obtenir
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IT

1 0 0 0

RN O,
VpeN, AP =

oo (5 3656

o 0

Etude du commutant

6. o 'y C My(R).

e La matrice nulle de taille 4 commute avec A.
e Soit (M,M’) € F5 et \,u € R, ona

(AM + uM"A = NMA) + u(M'A) = NAM + pAM' = AAM + uM’).

Ainsi AM + uM' € Fy4. Finalement

’FA est un sous-espace vectoriel de My(R) ‘

7. D’aprés la partie I, on sait que A= PDP~!. On a

AM = MA < PDP'M =MPDP!
< P 'ppDP'MP =P 'MPDP'P
& DN = ND.

M commute avec A si et seulement si N commute avec D'

8. On se donne une matrice

S M4(R)

I =0 0
3 .= o
O T O
"N o~
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10.

On a
NeFp & ND=DN

a b ¢ d 1 0 0 0 1 0 0 0 a b ¢ d
e f g h 01 0 of [o1 0o o e f g h
Tl Gk looz2s o] loozes o Xli ok
m n o p 00 0 2/9 00 0 2/9 m n o p
a b 2¢/3 2d/9 a b c d
- e f 29/3 2n/9| e f g h
i g o2k/3 209 | T | 2i/3 2i/3 26/3 20/3
m n 20/3 2p/9 2m/9 2n/9 20/9 2p/9

o ™™ O O
"8 O O O

& N € Vect(En, Evg, Eo1, Egg, Ez3, Eay).

Donc ’ (E11, B2, Ea1, E99, Es3, E44) est une base de Fp qui est de dimension 6 ‘

e Montrons tout d’abord que I est linéaire. Soit (M, M') € My(R)? et A\, u € R.
DAM 4+ puM') = PYOAM + pM")P = A\AP"YMP + pP7'M'P = \T'(M) 4 pl(M").
e Montrons ensuite I'injectivité de I'.
M € Ker(l') < P'MP=0& M = POP! =0.

e Finalement, I' est un endomorphisme injectif en dimension finie donc c¢’est une bijection.
Autrement dit,

I est un automorphisme de My (R) ‘

Montrons que I'(F4) = Fp. Ainsi les sous-espaces vectoriels F4 et Fp auront la méme dimension
puisqu’ils seront isomorphes.

Déja, d’apres la question 7, on sait que si M € Fy alors I'(M) € Fp, ce qui montre que I'(Fy4) C Fp.
Réciproquement, soit N € Fp. On a N = P_l(PNP_l)P avec PNP~! € F4 en utilisant encore la
question 7. Ainsi M = PNP~! vérifie N = T'(M) donc N € T'(F4), ce qui montre que Fp C I'(Fa).

On a bien I'(F4) = Fp, on en déduit que |dim(Fy4) =6 |.
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IIT Retour au cas général

11.

12.

(a)

Soit j € [0,n]. D’apres la formule du binéme de Newton,

n—j . n—j .
n — n — . .
< . j)Rk+j -y ( . J)X“J(l D

k=0 k=0
n—j n j
= X/ ) xR - x)nik
("o

=X/(X+(1-X)"7 =X

n—j .
Donc |Vj € [0,n], X7 =) <” . ]>Rk+j .
k=0

D’apreés la question précédente, on sait que la famille (Ry)o<k<n engendre la base canonique de
R, [X] ainsi (Rg)o<k<n est une famille génératrice de R,,[X].

De plus, son cardinal est égal & la dimension de R,,[X], donc | (Rg)o<k<n €st une base de R, [X] |

En procédant de la méme fagon que dans la question 2 de la partie I, on montre que ¢ est un
endomorphisme de R, [X].
Déterminons son noyau. Soit U € R, [X].

P(U) =0 kzn::o (Z)U(i)Rk —0.

Or d’apres la question précédente, (Ry)o<k<n est une famille libre de R, [X] ainsi ’égalité précé-
dente implique

k
Vk € [0,n], U(—) —0.
n
Ainsi le polynéme U posséde au moins n + 1 racines. Mais il est de degré au plus n, donc U = 0.

On a montré que Ker(¢) = {0}, donc ¢ est injective. Enfin, ¢ est un endomorphisme injectif en
dimension finie, donc ¢ est bijectif.

Finalement,

© est un automorphisme de R,,[X] ‘

e Soit n > 2. D’aprés la formule du bindéme,

p(1)=3" (Z)Xk(l —X)RF = (X + (1= X)) =1

k=0

e Puis
n n

o(X) = k; (Z) R xka = xynk = ; (Z) P Xkl = x)nk.

Pour k € [1,n], on a

(Z):j - k:!(nni k:)!fz " (k- 1)!((72”—1;)i k—1)! <Z ) 1)
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On reprend le calcul précédent, on utilise toujours la formule du binome de Newton et on effectue
lors du calcul le changement d’indice 5 =k — 1.

e Enfin :
2y _ — (n kj k(1 yvyn—k
o) =3 (1) - )
_ L ()2 n—k
_n2kzzo(k)kX(1 X)
= % 3 <Z> (k(k —1) + k) X*(1 - X))+
k=0

Comme n > 2,

n n (n —2)! _ n—2
(1) 0= = gt =) =m0 g g = =0 (5

Ainsi,

o) = LY (n)k‘(k — DX -X)ME % 3 (n) EXR(1 - X))
k=0

-1

_ n-1 zn n—2\,r 2 _ yyn—2—(k—2) , ~ (n—1 k=171 _ y\n—1—(k—1)
- XH< >X (1-X) +n2X; . X1 - X)

n—1 2n_2 n—2\ oo i M N n—1\ i
= XY (7 T XA =X X )X - x)ni
" =0\ 7 oSz J
1
= DO X (- X)) S X(X 4 (1 - X))
n n
1 1
= 1oox?4ox
mn mn

1 1
Finalement| (1) = 1, p(X) = X et p(X?) = (1 - —)X2 +-X|
n




(b)

()

D’aprés la question précédente, I'image par ¢ de chaque vecteur de la base canonique de Ry[X]
est un polynome de Ro[X].

Ro[X] est stable par ¢ ‘

D’apreés les égalités trouvées dans la question 12a, en disposant en colonnes les images de 1, X et
X2 par @, on a

Donc par linéarité de ¢,

10 0 100 1 00
1 1

Ay=(0 1 1/m :(1—f)010+—011

00 1-1/n "Xo o1/ ™\o oo
1 00
On obtient la décomposition souhaitée en posant | H = [0 1 1
000

Dans cette question, on reconnait la formule de changement de base. Notons h l'endomorphisme

de Ry[X] canoniquement associé & la matrice H. On a h(1) = 1, h(X) = X et h(X?) = X. Ainsi,
h(X? - X)=0.

La famille (1, X, X l_Xx ) est libre (car échelonnée en degrés) et posséde 3 vecteurs donc ¢’est une
base de Ry[X]. Dans cette base, on a

h(1) =1, h(X) =X et H(X* - X)=0

La matrice de I’endomorphisme h dans cette nouvelle base est
1 00
A=(0 1 0
0 0O
On pose @ la matrice de passage de (1, X, X?) vers (1, X, X? — X), i.e.

10 0
Q=|(0 1 —1
00 1

Son inverse est la matrice de passage de (1, X, X% — X) a (1, X, X?), ce qui donne

Q' =

S O =

0 0
11
0 1

puisque X2 = (X2 — X) 4+ X. On a bien A = Q"' HQ et donc

0
—11] et Q_l =
1

H =QAQ ! avec

O O =
O =R O
O O =
[ )
— = O
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(e) On reprend la relation de la question 12c.

“a((1- s j8)e
10 0

=Ql0 1 0 -1
00 1-1/n

et
1
nln(l—f) ~n X (
n
Par continuité de z — e en —1, on a donc
n—-4o00

n n—4o00

Finalement,

1
—7> =1
n

lim (1 _ 1)" = lim " (1‘%)

n—-+o0o

1 0
lim AP =10 1
01
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Probléme 2

Dénombrement.

1. Si ¢c=0oud =0, il n’existe aucune partition de E en deux sous-ensembles non vides.
On suppose donc ¢,d > 1. Si ¢ # d, il suffit de choisir la partie & ¢ éléments, 'autre étant son

n
complémentaire. Il y a donc < ) possibilités.
c

Si ¢ = d, chaque partition est comptée deux fois par ce procédé, une fois par chacun des deux sous-
1/n
ensembles. Il y a donc 3 ) possibilités.
c

<Z> sic#£d ;(Z) sic=d

2. Pour former une partition de F en deux sous-ensembles non vides, on peut choisir une partie non vide
et différente de F, puis prendre son complémentaire.

Ainsi, le nombre cherché est et

1l y a 2" — 2 parties non vides et différentes de F, mais chaque partition est comptée deux fois. Le
n

nombre cherché est donc —— = on—l _q,

Ainsi, [ 1]

3. On suppose n pair. On commence par ordonner les éléments de F, ce qui donne n! listes possibles, puis
on regroupe les éléments deux par deux.
Chaque paire peut étre ordonnée de 2 facons, et les n/2 paires peuvent étre permutées entre elles de
(n/2)! facons. Chaque partition est donc comptée 2/2(n/2)! fois.

n!
2n/2(n/2)! |

4. On procéde de méme. On ordonne les n éléments de E, puis on les regroupe en a blocs de taille b.

Le nombre cherché est donc

Dans chaque bloc, les b éléments peuvent étre permutés de b! fagons, et les a blocs peuvent étre permutés
entre eux de a! facons.

Le nombre cherché est donc

(bhea! |

Probabilités

5. L’univers est I’ensemble des suites de longueur 100 formées avec les deux symboles F' et P.
Ainsi, Q = {F, P}!% et | | = 210 |,

6. Au cours des N premiers lancers, il y a N — 1 comparaisons entre deux lancers consécutifs. Le nombre
de changements peut donc étre compris entre 0 et N — 1.

Toutes ces valeurs sont possibles : par exemple, une suite constante donne 0 changement, et une suite
alternée donne N — 1 changements.

Xn(Q) =[0,N 1]},

7. Pour N =2, on a X5 = 0 si les deux lancers sont identiques et X9 = 1 s’ils sont différents.

1 1
Comme la piéce est équilibrée, P(Xy = 0) = 3 et P(Xo=1)= 3

Ainsi,
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Ainsi, XQNB<1> et E(Xg)zl.

2 2

8. Pour N = 3, on regarde les deux transitions. Les suites F'F'F' et PPP donnent X5 = 0, les suites F'F' P,
FPP, PFF et PPF donnent X35 =1, et les suites FFPF et PFP donnent X3 = 2.

1 1
Donc P(X3=0) = T P(X3=1)= B et P(X3=2)= T

1

o 1
Ainsi, | X3 ~ B <2, 2) et |E(X3) =1/

9. L’événement (X = 0) correspond aux suites constantes : il y en a 2, donc P(Xy =0) = —

2 1-N
v =277

L’événement (X = 1) correspond aux suites ayant un unique changement. On choisit le résultat du
premier lancer de 2 fagons, puis la position de I'unique changement parmi les N — 1 transitions. Il y a
donc 2(N — 1) suites favorables.

Ainsi, | P(Xy =0) =21V et |[P(Xy =1) = (N —1)22 V|,

10. Soit 2 < N <99. On pose Yy = Xny1 — XN

(a)

La variable Yy vaut 0 si le lancer numéro N + 1 est identique au lancer numéro N, et vaut 1 sinon.
Fixons k € [0, N — 1]. Une fois les N premiers lancers connus, la probabilité que le lancer suivant

soit identique au N-iéme est —.

Done P((Yy = 0) N (Xy = k) = %P(XN B,

Ainsi,

P((Yn =0)N (Xy = k) = %P(XN — )|

1
En sommant la relation précédente pour k allant de 0 & N — 1, on obtient P(Yy =0) = 3

1
Comme Yy ne peut prendre que les valeurs 0 et 1, on a aussi P(Yy =1) = 3

1 1
Ainsi, | Yy ~ B <2) et |[E(Yn) = .

1
Comme Xn11 = XN + Yy, on obtient E(Xy4+1) = E(Xn) + E(Yn) = E(XN) + 7

1 N -1
Or E(Xy) = 3 Par récurrence, pour tout N € [2,100], on a E(Xy) = —

N -1
Ainsi, E(XN) = T .

D’aprés la question précédente, pour tout £ € [0,N — 1], on a P((Yxy = 0) N (Xny = k)) =
1
ip(XN =k).

1
Comme P(Yy =0) = 3 cela donne P((Yn =0)N(Xy =k)) = P(Yn =0)P(Xn = k).
De plus,
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1 1
Soient U ~ B(N —1, 5) et Vo~ 8(5) indépendantes.
Pour tout k € [0, N], on a

Ainsi,

PU+V =k =PU=kV=0)+PU=k-1V=1).

Avec la convention P(U = —1) = P(U = N) = 0, cela donne

PU+V =k) = SPU = k) + 3 PU =k~ 1),

1/N -1 1 1/N—-1 1
U+V=k)=- - o
P+ )= 2< k )2N—1+2<k—1>2N—1
-1 o N\ 1
Par la formule de Pascal, . . Alnsi, PU+V =k) = 1 ) oN

Donc U+V~B(N,;> )

Donc

1
On montre par récurrence que Xy ~ B(N — 1, 5)

1
La propriété est vraie pour N = 2 d’aprés la question 7. Supposons Xy ~ B(N —1, 5) D’aprés les

1
questions précédentes, Yy ~ B (5) et X et Yy sont indépendantes. Comme Xny11 = Xy + Yy,

1

N, -).

la question précédente donne Xpy11 ~ B( 5

1
Ainsi, pour tout N € [2,100], | Xy ~ B (N -1, 2> .

On en déduit immédiatement | E(Xy) = ——— |et |V(Xy) = —— |
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MPSI Paul Valéry 29/04/2026
CONCOURS BLANC

Probléme 1

1. A l'aide d’'une comparaison série-intégrale, déterminer la nature de la série g
keN*

1
ﬁ .

—+00
1
Le but de ce probléme est de calculer la valeur de Z =k

k=1
2

Pour tout réel ¢, on pose h(t) = o t et on définit la fonction ¢ sur l'intervalle [0; 7] par
m

p0)=—1 et veelon], pt) =
2sin (%)
2. (a) Montrer que ¢ est continue sur [0;7].
(b) Justifier que ¢ est dérivable sur ]0; 7| et calculer () pour ¢ €]0; 7.
(¢) Montrer que ¢ est de classe €' sur [0;7].
3. Montrer, & aide d’intégrations par parties, que

* " 1
Vk € N¥, /0 h(t) cos(kt)dt = =k

4. Montrer qu’il existe une constante A (& déterminer) telle que

sin ((n + %)t)

2sin (%)

n
VYn € N*, Vt €]0; 7], Zcog(kt) = —\
k=1
5. Montrer & I'aide d'une intégration par parties que pour toute fonction g de classe €' sur [0; 7] on a
™

lim g(t) sin(zt)dt = 0.

T—+00 0

1
6. Calculer la somme de la série Z 7z

keN*
Probléme 2
Soit n > 1 un entier fixé. On note p1, ..., p, les diviseurs premiers de n.

1. On choisit de maniére équiprobable un entier x dans l'univers [1, n].

Pour tout entier m de [1,n] fixé, on appelle A, 'événement « m divise z » (ou, de maniére équivalente,
« x est multiple de m »). On appelle B I’événement « x est premier avec n ».
On notera enfin A° le complémentaire d’un événement A.

(a) Soit k € N*. Donner la définition de k événements mutuellement indépendants.
(b) Pour tout entier m € [1,n] qui divise n, calculer Card(A,,) puis la probabilité de A,,.
¢) En déduire que les événements A, , ..., A, sont mutuellement indépendants.
P1 Pr
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(d) Montrer que
B=()A4,.
k=1
(e) En déduire la probabilité de B.

2. Application : on note
In={xze€[l,n] | Fye[l,n], zy=1 (mod n)}.

On note ¢p(n) le cardinal de I,,.

(a) Enoncer le théoréme de Bézout.
(b) Montrer qu’un élément x de [1,n] appartient a I,, si et seulement s'il est premier avec n.
(c) Démontrer que

Probléme 3

Soit F un R-espace vectoriel.
Pour f € L(F) et k € N, on rappelle qu’on note ¥ le k-ieme itéré de f pour la composition.
On dit que u € £(E) est une racine carrée de f lorsque u® = f.

I Propriétés générales

Soit f € L(FE). On suppose que f admet une racine carrée u.

1. Montrer que —u est encore une racine carrée de f.
2. Montrer que uo f = fou.

3. Montrer que ker(u) C ker(f) et Im(f) C Im(u).

4

. En déduire que f est bijective si et seulement si u est bijective.

IT Un exemple en dimension 3

On considére 'endomorphisme f de R? défini par
fi(x,y,2) = (=3x — 4y + 6z, 62 + Ty — 9z, 20+ 2y — 2z).

Déterminer v; € R? tel que ker(f) = Vect(v;).

Montrer que Im(f) est défini par ’équation 2z + 2y — 3z = 0.

On pose vy = (0,3,2) et v3 = (1,—1,0). Montrer que (v2,v3) est une base de Im(f).
Etablir que R = ker(f) @ Im(f).

Montrer que B = (v1, v, v3) est une base de R? et que f? = f.

© o N sow;

10. Déterminer une racine carrée de f différente de f et de —f.
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III Racines carrées et dérivation

Dans cette partie, n € N* et F = R,[X]. On note I = idg et d 'endomorphisme de F défini par
d(P) =P

Soit A € R. Le but de cette partie est de déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que d + Al
admette une racine carrée.

11. Soit f € L(E). Etant donnés m € N et P(X) = Zaka € R[X], on définit ’endomorphisme
k=0

P(f) =Y arf*.
k=0

(a) Montrer que, pour tous polynémes P, Q € R[X] et tous réels \, p,

(AP +pQ)(f) = AP(f) + uQ(f).

(b) Montrer que
P(f)eQ(f) = (PQ)(f)-
12. Etude de d.
(a) Déterminer ker(d) et montrer que Im(d) = R,,_1[X].
(b) Montrer que d"* = Oz(E)-
13. Condition nécessaire : on suppose que d + Al admet une racine carrée u.
(a) Montrer que u et d commutent et justifier qu’il existe a € R tel que u(1) = a.
(b) En déduire que A > 0.
(c) Montrer que A > 0.
14. Réciproque : on suppose A > 0.

(a) Montrer qu’il existe un polynéme P, € R,[X] tel que au voisinage de 0,
V14 2z = P,(x) + o(a™).

(b) Déterminer R, le reste de la division euclidienne de P? par X",

1
(¢) En déduire un endomorphisme g tel que @ =1+ Xd puis un endomorphisme u tel que u? = d+ 1.
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MPSI Paul Valéry Corrigé
CONCOURS BLANC

Probléme 1

1. Voir cours.

2. (a) Tout d’abord, ¢ est continue sur |0; 7] (en tant que quotient de fonctions continues dont le déno-
minateur ne s’annule pas). Il reste donc a étudier la continuité en 0. On a

t2 t
— =t ~ —t et 2sin| = | ~ ¢t
2/ t—=0

t
Par conséquent, ¢(t) ~ —- clest-a-dire p(t) ~ —1 et donc
t—0t T t—0t

lim ¢(t) = —1 = ¢(0).

t—0t

Ainsi, ¢ est continue sur |0; 7] et lim+ o(t) = p(0) : la fonction ¢ est donc également continue en
t—0
0.

(b) La fonction ¢ est dérivable sur |0; 7| en tant que quotient de fonctions dérivables sur cet intervalle
et dont le dénominateur ne s’annule pas (sur cet intervalle). De plus,

(3~ 1) 2sin () — (4 —t) cos (5).

. / _
vt 6]0777]7 2 (t) = 4 sin2 (%)

(c) Commengons par remarquer que ¢’ est continue sur |0; 7] par opérations sur les fonctions continues
comme précédemment. Il reste & montrer que ¢ est dérivable en 0 et de dérivée continue en 0.
Pour cela on a plusieurs méthodes.

— On peut déterminer lim+ ¢'(t) et utiliser le théoréme de la limite de la dérivée. Comme il
t—0

faudra montrer que ¢’ est continue en 0, il faudra de toute facon déterminer cette limite.
Cette méthode est donc la plus simple. Cependant elle ne sépare pas les difficultés donc si on
échoue & calculer la limite, on n’aura aucun point. On a

2
t t
4in? <) ~ 4<) ~ t2.
2] t—=0 2 t—0

On va déterminer le développement limité & I'ordre 2 du numérateur de ¢’ : Pour cela, il suffit
d’un développement & l'ordre 2 de sinus et d'un a l'ordre 1 de cosinus (regarder par quoi ils
2

sont multipliés). On a
t ([t t . (t B t 2 o, ¢t 2
(W—1>2sm(2> (1—W>251n<2) = (1_7r>2(t+t2>o(t )) = t—|—;+tgo(t)
t? t t2 t t? t? )
(27r - t) cos (2> (t + 277) Ccos (2) = <t + 271_) (1 + tgo(t)) —t+ o + tgo(t )

Par différence, on a

t t 2 t 1, )
——1)2sin(=)—(=—— ) ==+ .
(7r > S (2) (27r t) o8 <2> 27rt t—>00(t )
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Ainsi, on a pour équivalent du numérateur

L 1) 2gin (& r t ! Ly
T St 2 or o8 2/ t—0 21

1 1
Par conséquent, ¢/ (t) ~ —. cest-a~dire que lim ¢'(t) = —. La fonction ¢ est continue
quent, ¢'(t) ~ o, que lim ¢'(t) = o v

sur [0; 7], de classe € sur ]0;7] et on a lier o(t) = 7 Grace au théoréeme de la limite de
t—0 T

1
la dérivée, o est dérivable en 0 avec ¢’ (0) = — et ¢’ est continue en 0.

2m
— On peut montrer que ¢ est dérivable en 0 a 'aide du taux d’accroissements. Pour ¢ €]0; 7| on
a
+2
Zo+l f n (L
(1) = o(t) — p(0) _ sin(3) _or b 2sin (%)
t—0 t 2¢sin (&)

Pour le dénominateur on a
t t
2sin (= | ~ 2 x = ~ {2
2/ t=0 2 t—0
Pour le numérateur on va faire un développement limité au premier ordre permettant d’avoir
un équivalent. Comme sin(z) =z + o 0(1:2) on a
T

t2 t t2 t t2
—t—|—251n<2> ——t+2<2+ 0 (t2)> =_—+ o (t7).

2 o t—0 27 t—0

2
Le numérateur est donc équivalent a o Par quotient on a
T

£
t) ~ 20~
7( )t—>0 t2 -0 27
1
Ainsi le taux d’accroissement en 0 de ¢ a pour limite o quand ¢ tend vers 0. La fonction ¢
T

% .

est donc dérivable en 0 et ¢'(0) =
= ¢'(0) par la méme méthode que précédemment. Ainsi ¢

/

1
) t—0t 27
est continue en 0.

On montre que lim ¢'(t) = —

— On peut montrer que @ est dérivable en 0 & l'aide d'un développement limité & 'ordre 1.

% + o(2?).

En conséquence ¢ est dérivable sur [0;7] et de dérivée continue donc ¢ est de classe €1 sur [0; 7]

Pour cela, montrer que p(z) = —1 +

3. Soit k € N*. Pour calculer I'intégrale proposée, on procéde & deux intégrations par parties successives
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(licites puisque toutes les fonctions considérées sont de classe €°° sur [0; 7]).

/OTr h(t) cos(kt)dt = [(i — t> X blnlikt)]: — /07T (; — 1> X Sinlikt) dt
_ (g - w) x Singfﬂ) - ;/Oﬁ (fr - 1) sin(kt) dt

0

() e
_ 1 (1-1)x M—(O—l) —cos(0) i cos(kt) dt
k( 2 kw/o )

_ 1_1[sin(kt)}:

k2 wk? k
1
TR
4. Soient n € N* et ¢ €]0; 7] fixés. On pose Cy( Zcos kt). On a
k=1
= Z cos(kt) = Z Re (eikt) = Re (Z eikt> = Re (Z(eit)k> .
k=1 k=1 k=1 k=1

On reconnait la somme de n termes consécutifs d’une suite géomeétrique de raison ¢ = el # 1 (puisque
t est dans 'intervalle |0; 7]). Par conséquent, on a

n jnt _jnt jnt ‘ ‘
i 2 2 — 2 . .
2 :( it)k pl—e™ s © © jnt1, —2isin (%) jntly Sl (%)
e — e - = e = e 2 —_— = e 2 X .
_ it tof it it fain (1 o (T
pt 1—e els (e iy _ el2> —2isin (5) sin (5)

En prenant la partie réelle, on obtient

b
—

wn

—

B
— wn
DO+
SN—

1
On sait que pour tout (a,b) de R?, on a : sin(a) cos(b) = 5 (sin(a + b) + sin(a — b)). Par conséquent,

pour tout entier n et tout ¢ dans |0; 7], on a

n B : <sin (LL(;LH)t) + sin (n_(3+1)t>>
; cos(kt) -

sin ()
_ sin ((n+ 3)t) —sin (%)
2sin (%
sin ((n + $)t) _ sin (%)
2sin (%) 2sin (%)

Finalement ( 1 )
. . " _sin((n+3)t) 1
Vn e N, vt €l0;n], ) cos(kt) = 2sin () 2
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5. Soit g une fonction de classe &' sur [0; 7] et soit x > 0 un réel. On a alors en intégrant par parties
cos(xt)

(licite puisque les fonctions ¢ — — et t — g(t) sont de classe €' sur [0;7]).

i . _ [ cos(at) L cos(x _ g(0) = cos(zm)g(m) 1 [T, cos(x
/0 g(t)sm(xt)dt—{ g(t)} +1:/0 g (t) cos(zt) dt = + /0 g'(t) cos(zt) dt.

x 0 T X

On a d’une part

19(0)] + [g(m)]

9

9(0)] + | cos(am) lg(r)| _

‘9(0) — cos(xm)g(m) <

X

et d’autre part,

/Owg'(t)cos(xt)dt’ </Oﬂ‘g'(t)cos(:vt)‘dt</oﬂ (D) dt.

La fonction g étant de classe €*, la fonction ¢ est continue donc la fonction |g'| Uest aussi. Par le
théoréme des bornes atteintes, elle est majorée. On peut donc continuer & majorer Uintégrale. Cependant

cela n’est pas nécessaire.
s

Posons M = lg'(t)| dt qui est un réel indépendant de x. Par ce qui précéde on a, pour tout x

strictement positif,

/7r g(t) sin(l‘t) dt‘ < M X %
0

T x

0 M
Or,on a lim <]g()]+|g(7r)] + > = 0. D’aprés le théoréme d’encadrement, on a alors
x

r—+00 xX

lim g(t) sin(xt) dt = 0.

r—r-+00 0

2
7r
6. Montrons que la somme de la série Z — est — 5 . S0it n > 2 un entier. En reprenant le résultat de la

question 3 et par linéarité de l'intégrale, on a

n 1 T n
Z? Z/ ) cos(kt) dt = /O h(t) (kz_lm(kt)> dt

D’apreés la question 4, pour tout ¢ €]0; 7] on a

(Zcos (kt) > 25?15 ()5) sin (<n + ;) t> _ %h(t) — o(t)sin <<n + ;) t) - %h(t).

1 1
Les fonctions t — h(t <Z cos(kt ) et t — o(t) sin <<n + 2> t> - ih(t) de l'égalité précédente sont

continues en 0 (par opérations sur les fonctions continues). L’égalité étant valide sur |0; 7], par passage
a la limite, elle U'est aussi sur [0;7]. On peut aussi tout simplement évaluer les fonctions en 0.
Nous avons alors

Ve [0inl,  h() <;cos(kt)> — o(#) sin <<n + ;) t) - %h(t)
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donc

Y = /07r ht) (; Cos(k‘t)) dt = /07r (1) sin <<n + ;) t> dt - ;/Oﬂ h(t) dt.

k=1
. 1 L. . .
Or, on sait que E 72 est une série convergente donc la suite de ses sommes partielles converge. Par

ailleurs, la fonction ¢ étant de classe € sur [0; 7], on a, d’aprés la question 5,

. T . 1
ngr}rloo ; o(t) sin <(n + 2> t) dt = 0.

Par conséquent, on a

=1 17

— = —= h(t) dt.

AL

k=1
11 reste alors a calculer l'intégrale précédente.

g tS t2 T 2 2 2
/h(t)dt: o). rT__T
0 6r 2|, 6 2 3

En conclusion on a montré que

flﬂ
k2 6
k=1

Probléme 2

1. (a) Soit k € N*. Des événements F, ..., Ej sont mutuellement indépendant si

vic{l,....ky, P|(E|=]]PE),

JjeJ JjEJ
(b) Soitm € {1,...,n} quidivise n. L’événement A,, est 'ensemble des issues z € {1,...,n} multiples
de m. On a donc A, = {m, 2m, ..., Em}. Ainsi on a Card(4,,) = " La probabilité étant
m m
uniforme et Q = {1,...,n}, on a
Card(A,,) = 1
PA,)=——-=2=—|
(Am) Card(Q) n m

(¢) Soit J C{1,...,7}. Pour x € {1,...,n} ona

re (4, < ViclJ zcA,
jeJ
= VjeJ pjl.
Les p; étant des nombres premiers différents, ils sont premiers entre eux. Par le corollaire de Gauss,
ils divisent x si et seulement si leur produit divise . Notons m = H pj on a
JjeJ
x € ﬂApj — Hpj|x <= mlz <<= z€A,.
JjeJ jeJ
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On a donc I’égalité des événements ﬂ Ay, = Ap. Par la question précédente, on a alors
Jje€J

1 1

1
P4, :P(Am)zazin o :H;:HP(A,,].).
je€J JEJET  jeg T jes
Ceci étant vrai pour tout J C {1,...,r},|les événements A, ,..., A, sont mutuellement indépendants |

(d) e Size{l,...,n} n’est pas premier avec n alors gcd(z,n) > 1. En prenant un diviseur premier

de ged(x, n), il existe un diviseur premier de n qui soit aussi diviseur de 2. Comme les diviseurs

premiers de n sont pi,...,py, il existe k € {1,...,7r} tel que pg divise = et donc z € Ag. On

-
a donc x € U Ag.

k=1

T
e Réciproquement si xz € U A, il existe k € {1,...,r} tel que x € Ay et donc py divise z.

k=1
Ainsi x n’est pas premier avec n.

T
Par double inclusion on a montré que B¢ = U Aj. Le complémentaire d’une union étant I'inter-
k=1

”
section des complémentaires on obtient | B = ﬂ Ap©
k=1

(e) Les événements A, ,..., A, étant mutuellement indépendants, leurs complémentaires le sont
aussi. On a alors

;
1

Avec la question 1b on obtient | P(B) = H (1 - ) )
Pk

2. (a) Le théoréeme de Bézout affirme que pour des entiers relatifs a et b non simultanément nuls, a et b
sont premiers entre eux si et seulement il existe des entiers u et v tels que au + bv = 1.
(b) e Soitx € I,,ilexistey € {1,...,n}, tel que zy = 1 [n]. Il existe donc k € Z tel que xy = 1+kn
soit xy + (—k)n = 1. Par le théoréme de Bézout, = est premier avec n.
e Sixz € {1,...,n} est premier avec n alors par le théoreme de Bézout il existe des entiers u
et v tels que ux +vn = 1. Modulo n on a alors uz +0 = 1 (mod n). Posons y € {1,...,n}
congru & u modulo n (y existe car on peut prendre le reste de la division euclidienne de u par
n si celui-ci est non nul et prendre y = n sinon). Par les propriétés de la relation d’équivalence
modulo n on a zy = zu = 1 (mod n). Ainsi x appartient a I,,.

Ainsi ’un élément x € {1,...,n} appartient a I, si et seulement si il est premier avec n. ‘

(c) Par la question précédente I,, est I’ensemble des z € {1,...,n} qui sont premiers avec n. Dans la
premiére partie cet ensemble avait été noté B. On a alors

p(n) = Card(I,) = Card(B).
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Par équiprobabilité on a P(B) =

On a donc

Probléme 3

Soit F/ un R-espace vectoriel.

Pour f € L(E) et k € N, on rappelle qu'on note f* le k-iéme itéré de f pour la composition.
) pp q

On dit que u € L(E) est une racine carrée de f lorsque u® = f.

I Propriétés générales

Soit f € L(F) et soit u une racine carrée de f.

1. Par définition on a u? = f- Pour tout x € E, par linéarité de u on a

On a donc (—u)? = f et ’ —u est aussi une racine carrée de f. ‘

3. — Soit x € ker(u) on a f(z) = v?(z) = u(u(z)) = u(0) = 0 donc z € ker(u).
Ainsi on a I'inclusion ’ker(u) C ker(f) ‘

2. On a f = u? donc

..,n}) P(B).

Soit y € Im(f), il existe = € E tel que y = f(x). On a alors y = u?(z) = u(u(z)). Comme u(z)
est un antécédent de y par u, y appartient a Im(u). On a donc U'inclusion ’Im(f) C Im(u) ‘

Si u est bijective, comme la composée d’applications bijectives est bijective on a f = u? qui est
bijective.

Si f est bijective alors elle est injective et surjective.

Etant injective on a ker(f) = {Og}. Par la question précédente on a alors ker(u) C {0g}. Cela
implique que ker(u) = {Og} (car O € ker(u)). Ainsi u est injective.

Etant surjective on a Im(f) = E. Par la question précédente on a alors £ C Im(u) et donc
Im(u) = E (car Im(u) est inclus dans ’ensemble d’arrivée E de u). Ainsi u est surjective.

Etant injective et surjective, u est bijective.

On a donc bien montré que ’ f est bijective si et seulement si u est bijective. ‘

IT Un exemple en dimension 3

On considére 'endomorphisme f de R? défini par

fi(x,y,2) = (=3x — 4y + 6z, 62 + Ty — 9z, 20+ 2y — 2z).
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5. Pour (z,y,2) €R? on a

|
LR e
+
&
|
© O oo o

y = 3z
T = —y+z=-22
(:c,y,z) = Z(_213a 1)

(z,y,2) € ker(f) = [f((,9,2)) =0
-3z — 4y + 6z = 0
= 6z + 7y — 9z = 0
2 4+ 2y — 2z = 0
-3z — 4y + 6z = 0
— 6z + 7y — 9z = 0 .
T + vy - 2z =0 L3+ 5[/3
zx + y — z =0
<~ 6x + 7y — 92 = 0 Ly & Lj
-3z — 4y + 6z = 0
r —+ -z =
<~ - 3z = Lo+ Lo—6L1
L3 «— L3+ 3L

—
—
—

Pour ’ v =(-2,3,1) ‘ on a donc ker(f) = Vect(v1).

6. Montrons que Im(f) est défini par 'équation 2z + 2y — 3z = 0. Pour tout (z,y,2) € R® on a
2(—3z —4y + 62)+2 (6x + Ty — 92)—3 (22 + 2y — 2z) = (—6+12—6)2+(—8+14—6)y+(12—18+6)z = 0.

En conséquence Im(f) est inclus dans I'ensemble des (x,y, z) € R? tels que 2z + 2y — 3z = 0.

Par la question précédente on a ker(f) = Vect(v1) ot v; # 0. La famille (v;) est une famille de un vecteur
non nul donc elle est génératrice de l'espace qu’elle engendre. Ainsi dim(ker(f)) = dim(Vect(v1)) = 1.
Par le théoréme du rang on a dim(R?) = rg(f) +dim(ker(f)) donc dim(Im(f)) = 3—1 = 2. Par ailleurs
I’ensemble {(:1:, Y, z) € R3, 22+ 2y — 3z = 0} étant un plan de R3, il est de dimension 2.

Ayant une inclusion et ’égalité des dimensions finies on a

Im(f) = {(a:,y,z) € R3, 2x+2y—3z:0} )

7. Les vecteurs vo = (0,3,2) et v3 = (1,—1,0) sont des solutions de I’équation 2x 4+ 2y — 3z = 0 donc ils
appartiennent a Im(g).
Soient A, € R tels que Avg + pvz = 0. On a (u, 3\ — p,2)\) = (0,0,0). En étudiant la premiére et la
derniére coordonnées on obtient A = p = 0. Ainsi la famille (va, v3) est libre.
On rappelle qu’on avait prouvé que Im(g) est de dimension 2. Etant libre et de cardinal égal & la

(vg,v3) est une base de Im(f) ‘

dimension de ’espace vectoriel,

8. D’aprés le théoréme du rang on a
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = 1 + 2 = 3 = dim(R?).

Soit u € ker(f) NIm(f). Comme u € ker(f) = Vect(v1), il existe X € R tel que u = Avy = (—2X, 3\, \).
Comme u € Im(f), ses coordonnées vérifient ’équation de Im(f). On a donc 2x (—2X)+2x(3X)—3A =0
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10.

II1

c’est-a-dire —\ = 0. On a donc u = 0. Cela montre que ker(f) NIm(f) = {0} donc ker(f) et Im(f)
sont en somme directe.
En conséquence ker(f) et Im(f) sont supplémentaire dans R? c’est-a-dire | R® = ker(f) @ Im(f) |

On a vu que (v1) est une base de ker(f) et (v2,vs3) une base de Im(f). Comme ker(f) et Im(f) sont

supplémentaires dans R? par la question précédente, |la famille B = (v1,v2,v3) est une base de R3 |
Comme v; € ker(f) on a f(v1) =0et f(f(v1)) = f(0) =0. On a f(ve) = £((0,3,2)) = (0,3,2) = vo
donc f2(v2) = f(f(v2)) = f(v2). Ona f(v3) = f((1,-1,0)) = (1, =1,0) = v3 donc f*(v3) = f(f(v3)) =

f(v3). Les applications linéaires f et f? coincidant sur la base B on obtient que 2=rl

La question précédente montre que f est une racine carrée de f.

D’aprés la question 1, une racine carrée de f différente de f est .

Utilisons la base B pour déterminer une autre racine carrée de f. Posons g endomorphisme de R?® de-
finie par g(v1) = 0, g(v2) = v3 et g(v3) = ve. On peut vérifier que Vi, g*(v;) = f(v;). Les applications li-

néaires f et g> coincidant sur la base B on obtient que ¢* = f donc ’ g est une racine carrée de f différente de |

Racines carrées et dérivation

Dans cette partie, n € N* et E = R,[X]. On note I = idg et d 'endomorphisme de E défini par

d(P) =P

Soit A € R. Le but de cette partie est de déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que d + Al
admette une racine carrée.

11.

m
Soit f € L(E). Etant donnés m € Net P(X) = Zaka € R[X], on définit ’endomorphisme
k=0

P(f) =) arf*.
k=0

m m
(a) Soit P = Zaka et QQ = Zkak deux polynémes, avec m = max(deg P, deg @, quitte a
k=0 k=0
compléter avec des coefficients nuls. Soit A, u € R.

Alors AP + uQ = Z(/\ak + pby) X", donc
k=0

m

(AP + uQ)(f) = _(Aa + puby) f* par définition
k=0

m m
= Z arnff 4+ 1 Z bif* par opérations dans anneau L(E)
k=0 k=0

= [ AP(f) + 1Q(f) |
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(b) Avec P = Zaka et Q = ijXj,

k=0 Jj=0

en reconnaissant le produit de Cauchy de P et Q.
12. Etude de d.
(a) Soit P € E.
P ekerd < P' =0 P est constant. Donc ’kerd = Ro[X] ‘

ker d est de dimension 1, donc par le vénéré théoréeme du rang Imd est de dimension n — 1.
Or VP € E, d(P) = P' € R,_1[X]. On a une inclusion et 1’égalité des dimensions. Donc

[Im(d) = R, 1[X]]
(b) Soit P € E. On a d(P) € R,_1[X]. Par récurrence (a détailler), Vk € [1,n], d*(P) € R,_1[X].
Donc d"(P) € Ry[X] puis "™ (P) = 0.
Ainsi | d"™ = 0zp) |
13. Condition nécessaire : on suppose que d + Al admet une racine carrée u.
(a) Alors u? = d+ M. Donc d = u? — 1.
Ainsi dou = (u?> + M) ou = u> —u = uo (u? + \) :.
Remarque. Plus théoriquement, d’aprés la question précédente, P(u) et Q(u) commutent pour
tous polynomes P, Q.
On a d(u(1)) = u(d(1)) = u(0g) = 0g. Donc u(1) € kerd. Donc u(1) € Ry[X].
Ainsi, ’il existe a € R tel que u(l) =a ‘

Remarque. On identifie dans la suite un polynoéme constant et le réel associé.
(b) Dune part, u?(1) = u(u(1)) = u(a) = au(1) = a*.
D’autre part, u*(1) = (d 4+ A)(1) =d(1) + A-1 = \.

Finalement .

(¢) Supposons A = 0. Alors u? = d. Or ker(u) C ker(u?) (le redémontrer).
Donc ker(u) C Ro[X]. Or d n’est pas injectif donc u ne l'est pas non plus. Donc ker(u) = Ro[X].
Par ailleurs u?(X) = u(u(X)) = d(X) =1 € keru.
Donc u(u?(X)) = 0, soit u*(X) = d(u(X)) = 0, donc u(X) € kerd = Ro[X].
Finalement u(X) € keru, donc 1 = d(X) = u(u(X)) = 0. Absurde.

Ceci montre par ’absurde que .

14. Réciproque : on suppose A > 0.
(a) x — V1+x est de classe C* sur | — 1, 4o00[. D’apres le théoréme de Taylor-Young, il existe un
polynéome P, € R,,[X] tel que au voisinage de 0,

V1+xz=P,(z)+o(z")|
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(b)

Ecrivons ’égalité qui précéde pour tout €] — 1, 1[ par exemple. Il existe une fonction ¢ tendant
vers 0 en 0 telle que V1 + 2 = P,(z) + 2™¢(x).
En élevant au carré, 1+x = P2(2)+2P, (z)z"e(z)+2%"e(2)? = P2(x)+a" (2P, (x)e(z) + 2" (x)?),

-~

h(z)———>0

z—0

soit P2(z) = 1+ + o(x").

Posons W = P2 — (14 X). Comme w(z) = o(z"), W a 0 pour racine de multiplicité au moins
n+ 1.

Ainsi il existe Q € R[X] tel que P? = (1+ X) + X" Q.

Finalement, le reste attendu est | R, = X + 1|

1
Avec |g = P, <d> , on a, d’aprés les régles de calcul de la question 11,

A
1 1 1 n+1 1

2 2
=P/ | -d|=1+—-d —d —d).
g n(A> +5 +<A> Q(}\)
1 n 1 i n+1 2 1
Or </\d> = ()\) ant = Og(g)- Donc | g :I+X

1

A fin, |lu= VA ible car A > 0 2=AF = AT+ <d) =[d+ )|
vec, enfin, |u = v Ag|, possible car A > 0, on a u g (4_)\)

d|.
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