MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR MAISON N°1

Probléme 1| (d’aprés bac S 2012)

Inz)>+kz siz>0
Pour tout k € R, on définit sur [0, 1] la fonction fi par fx(z) = {x( nx) +kxr six ,

0 sinon.

A Etude de f,

1. (a) fo est dérivable sur |0, 1] et pour tout x €]0, 1],
1
fo(x) = (Inz)* + 2 x o 1T _ (Inz)(Inz + 2).
x

b) fo(z)=0emr=00ulnz=-2<z=1ouz=ec>

X 0 6_2 1
Inx — — 0
Inx + 2 — 0 +
() + 0 - 0
. In(t) : B . : . In(yu)
2. (a) tl}inoo — = 0et u£r+noo Vu = +oo donc par composition (changement de variable), UETOO NG
1 1 1
Or pour tout u > 0, B _y n(v) donc | lim o 0.
\/ﬁ \/a u——+00 \/17,
(Inu)?

Finalement, en élevant au carré, | lim =0

U——+00 u

1
(b) En posant u = 1/x avec lim — = 400 et en composant avec la limite précédente, on a| lim fo(z) = 0|
z—0+t T z—0

Comme fo(z) tend vers fy(0) quand z tend vers 0, on peut affirmer que ’ fo est continue en 0 ‘

Rl = J00) _ (2

= +o0o. Ce n’est pas une limite finie

(c) On calcule le taux d’accroissement de fy en 0 : pour tout > 0, on a

Donc sa limite quand z tend vers 0 est : lim M
z—0 z—0

donc

’ fo n’est pas dérivable en 0,

ce qui se traduit par une ’demi—tangente verticale | & 'origine.




X 0 8_2 1
o() + 0 — 0
42
fo(z)
0 / \ 0

(b) voir les trois plus loin.

B Etude générale de f;

4. fy est dérivable sur |0, 1] et pour tout x €]0, 1],

fi(z) = (Inz)(2 +Inz) + k.

5. L’équation de la tangente en x = 1 & la courbe %} est y = f1.(1)(z — 1) + fr(1), c’est-a-dire y = kz. On
constate que les coordonnées du point O(0,0) vérifient cette équation. Donc elle passe par O. De plus,
par définition d’une tangente, elle passe par Ag.

Donc ’1& tangente a 6 en Ay est la droite (OAy) ‘

6. On a déja démontré que lir% z(Inz)? = 0. Donc lin}) fr(z) = 0. Cette limite coincide avec fi(0) = 0.
T T—

Donc ’fk est continue en 0 ‘

fre(z) = f1(0)
z—0

Pour tout x > 0, comme = (In x)2 + k, sa limite n’est pas un nombre fini, donc

’fk n’est pas dérivable en 0 ‘

C Etude de f et Ji/2

7. (a) Pour tout x €]0,1], fi(x) — fo(x) = = qui est positif sur cet intervalle. Donc

’la courbe €1 est au-dessus de la courbe %. ‘

b) fi est dérivable sur ]0, 1] et pour tout = €]0, 1], fi(z) = (Inz)*+2Inz+1. D’ou| f](z) = (Inz + 1)
1 1

(c) Pour tout 2 €]0,1], fi(z) = 0etona fi(z) =0z =c'.

€ 0 eil 1
{(x) + 0 +
1
f1(@) /
0




8. Etude de Ji/2-

(a) Pour tout x €]0, 1],

1 1
—fo(x) + filz) = -(2z(Inz)? +z) = z(lnx)? + ==
2 2 2
Donc —fo(m) _; fi(z) = f1/2(x).
(b) Pour tout = €]0,1], le point de 6/, d’abscisse x est le |milieu des points de 6y et €1 | de mémes
abscisses.

1
La tangente en A; /o passe par O et A; /5(1, 5) d’aprés la question 5. Donc c’est la droite d’équation

1

D Partage équitable (mais compliqué) d’un giteau carré

Soit av un nombre réel tel que 0 < a < 1. On note u et v les fonctions définies sur ]0, 1] par

1 1
u(z) = 53;2 Inz et wv(z)= ixz(lnx)Q.

1
9. On pose I(«) :/ z(Inz)? dz.

«

(a) wu est dérivable sur 0, 1] et pour tout = €]0,1], |v/(z) = zlnz + g :

1
On en déduit que / (xlnz + g) dz = [u(z)]L. D’ou /

«

i 1
1
zlnz dx—i—/ fdﬂfz—foﬂlnoz.

L2 2



1 271
1
Donc/ zlnz der=—=a?lna — [CE] i

4 4

1 2
1 1
Finalement, / zlnz dr = —5042 Ina— -+ i
6

1 1
(b) Par intégration par parties, / z(nz)? dr = —§a2(ln a)? — / zlnz dz.

a a
2

' 2 L o 2, 1 o I o
Finalement, / z(lnz)*de = —50 (na)*+ zalna + 171!
6

1

2

1
10. On pose Si(a) = fr(x) de.

a
1

(a) Sk(a) :/a x(lnx)zdx—l-/l kz dz. Donc

«

1 1 1 o k o
Si(a) = —§a2(lna)2+ 504211104—1— i1 + 5 —k:? .

1
lim o Ina = lim o®(Ina)? = 0 donc finalement lim S(a) = S = — +
a—0 a—0 a—0 4

1 1 3
(b) D’apres ce qui précéde, on a Sy = T Sij2 = B et S; = T De plus, on a montré que la courbe %3

est au-dessus de la courbe g et que la courbe €7 /5 est entre elles deux. Donc dans le carré OIJ K,

1 1
’aire sous la courbe % est 1 puis 'aire sous la courbe 6 /5 étant 5 I’aire entre les courbes % et
1 . . 3 .
¢ /2 est également 7 puis I’aire sous % étant " laire entre les courbes 61 et ¢, est également

1
—; ce qui laisse une région d’aire % entre la courbe %] et le bord supérieur du carré OIJK. On a

finalement montré que | ces trois courbes partagent le carré en quatre régions de méme aire |.




