CHAPITRE A3

CALCULS ALGEBRIQUES

« Celui-ci demanda qu’on lui donndt le nombre de grains de blé que produiroit
le nombre des cases de l’échiquier, un seul pour la premiére, deuzx pour la se-
conde, quatre pour la troisiéme, et ainsi de suite, en doublant toujours jusqu’a
la soixzante-quatrieme. »

— Louis de Jaucourt, « Echecs », Encyclopédie, 1755

« ed eran tante, che 'l numero loro
pit che ’l doppiar de li scacchi s’inmilla. »

— Dante, Paradis

(i)
~ { Objectifs | N\
- -  J
e Notations et manipulations de sommes et produits.
e Sommes et produits usuels.
e Coeflicients binomiaux.
e Formalisme des sommes doubles.
N\ /

1 Sommes et produits

1.1 Notations et régles de calcul

Par souci de généralité, les notations et résultats de ce chapitre sont énoncés avec des nombres complexes,
mais les exemples développés se limiteront aux calculs réels.
Notations. Etant donné une famille (a;);c; de nombres (réels ou complexes) indexée par un ensemble fini
I, on note Z a; leur somme et H a; leur produit.
icl iel
En particulier si I = [n,p] avec n,p des entiers, on note

P P
E aizg a; =ap+tapr1+...+ap, et Hai:Hai:anxaon...xap.

n<i<p i=n n<i<p i=n
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Parfois 'ensemble d’indices sera noté, par souci de concision ou de clarté, de maniére descriptive plutot
u’ensembliste. Ainsi
7

n
Z a; = Zai:Zai:ao+a2+a4+....

i€[0,n]N2Z i€[0,n] =0
i pair 7 pair

ﬁ[Proposition A3.1

w
J 0

Soit I un ensemble fini et (a;);cr et (b;);er deux familles de nombres complexes.
Soit J et K deux parties disjointes de I (i.e. JN K = (). On a

S w=Ya+Ya e ][] =<H> (H)

1€ JUK ieJ ieK 1€JUK icJ 1eK

Soit A une constante. On a

S dai =2y a, Ha?z(HaZ)A,

iel icl icl icl
Zai+bizzai+zbi7 Haibi:HaiXHbia
iel iel iel iel iel iel
> A=p, [1>=».

i€l icl

ol p est le nombre d’éléments de I.

Soit n € N*, (@i)ie[[l,n]] une famille de nombres réels ou complexes, et 1 < m < n un entier.

n m n n m n
E a; = E a; + g a; et Hai:Haix H a;.
i=1 i=1 i=1 i=1

i=m+1 i=m+1

Remarque. Par convention, une somme vide vaut 0 et un produit vide vaut 1.

15> Exercices A3.1, A3.2, A3.10.

guEL
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1.2 Sommes et méthodes usuelles

({Proposition A3.3 (Changement d’indice)} N

Par translation : soit (a;);cy une famille de nombres et n,p € N. On a

p+n n pt+n n
E a; = E apik €t H a; = H Apik-
i=p+1 =il i=p+1 k=1

Par changement d’ordre : soit (a;);cn une famille de nombres et n € N. On a

n n n n
Z a; = Z Opi1—k €t H a; = H An+1—k>
i=1 k=1 i=1 k=1

n n n n
Z a; = Z Ay f et H a; = H Ay k-
=0 k=0 =0 k=0

& J

/:[Théoréme A3.4 (Somme télescopique)} N

Soit (a;)ien une famille de nombres et p < n deux entiers. On a

n

Z(az-‘rl ) = Ap+1 —

i=p
O o’
1= Exercices A3.4, A3.5, A3.6.
r:[Théoréme A3.5 (Progression arithmétique)} N

Soient (uy)r une suite arithmétique de raison r et m,n € N. Alors

um—i—un

Zuk— (n—m+1) x 5

\ o’

r:[Théoréme A3.6 (Progression géométrique)} N

Soient (vg)r une suite géométrique de raison ¢ # 1 et m,n € N. Alors

n—m-+1

— Unt1 1—gq
Z?}k 1_g+ :va7l—q .
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ﬁ[Proposition A3.7 } ~

Soit n € N. Alors

k:n(n—i—l) ikgzn(n—i—l)@n—i—l) Zk3:<n(n+1)>2.
k=1

n

2 )

ol

=l

. J

1 Exercices A3.3, A3.7.

/:[Théoréme A3.8 (Formule de Bernoulli)} N\

Soient a,b € C et n € N*. Alors

n—1
a®—b" = (a—0) Z akpr—1-k,
k=0

2 Coeflicients binomiaux

—(Définition A3.9 } N

Etant donné n € N, on appelle factorielle de n le nombre entier noté n! et défini par

n! = ﬁ k.
k=1

\> 2/

Remarques.

e La convention 0! = 1 est cohérente avec celle du produit vide.
e On peut aussi la définir par récurrence par 0! = 1 et pour tout n € N, (n+ 1)l =n! x (n+ 1).

1z Exercice A3.9

—Définition A3.10 } \

Pour tout n € N, et tout p € [0,n], on définit le coefficient binomial « p parmi n » par

<n> n! nn—1)...(n—p+1)

p) pn—p! p!

\> 2/

n
Remarque. On peut les définir plus généralement en posant < ) =0sip<Ooup>n.
p

4
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ﬁ[Proposition A3.11 } N

Soit n € N.

“(6)= ()=
2 (1) =n

3. Symeétrie : Vp € [0, n], (Z) = ( " >

n—p

Vp € [0,n — 1], (Z) + <p11> - <Zii>

/—[Proposition A3.12 (Formule du binéme)} N

4. Formule de Pascal :

Pour tous a,b € C et tout n € N,

.

1= Exercices A3.11, A3.12, A3.13.

3 Sommes doubles

Notations. Etant donné deux ensembles finis I et J, une famille d’éléments indexée par I et J se note
(aij)@jyerxs ou (aij)ier - La somme de ces éléments est notée
’ jeJ

Z aij ou Z a,ij.
i,7)€lxJ i€l
(4.5) =
Remarque. Dans le cas particulier ot I = [m,n] et J = [p, ¢] sont des ensembles d’entiers successifs, on

note la somme
E a; 5.

mgign
P<j<q
(:[Théoréme A3.13 (Indexation sur un rectangle)} N
Soient m, n € N et (a;i)m<i<n une famille de nombres complexes. Alors
y 'Oy 1y J IS
PSISq
n q q n
E aij = E E aij = E E al-j.
méién i=m j=p Jj=pi=m
PSISq
\ ))
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/:[Théoréme A3.14 (Indexation sur un triangle)} N\

Soient m,n € N et (a;j)m<icj<n une famille de nombres complexes indexée par le triangle
{(i,7)|m <i<j<n}. Alors

>, = iiaij: ii%"

m<I<I<n t=m j=1 Jj=mi=m

\\ ~/

1= Exercices A3.14, A3.15, A3.16.

Méthodes

e Démonstration par récurrence.

Calculer une somme ou un produit télescopique.

Translater ou inverser une indexation.

Séparation d’une somme selon une partition :

> extraire un terme,

> géparer les termes pairs et impairs.

Interversion de sommes/produits doubles.




