MPSI Paul Valéry pour le 23/09/2026
DEVOIR MAISON N° 4

La présentation, ’orthographe et la qualité de la rédaction seront prises en compte.
Les résultats devront étre .
La recherche de l’intégralité du sujet est indispensable pour tous.
Cependant, vous rédigerez un devoir par bin6me, avec relecture mutuelle. Bien siir les
écritures des deux signataires devront apparaitre de maniére significative dans la copie.

Probléme 1| Questions indépendantes

1. Soit (uy) une suite de nombres définie par uy = 2 et pour tout n € N, w11 = 2u, — n. Montrer par
récurrence que pour tout n € N, u,, = 2" +n + 1.
2. Soit N un entier supérieur ou égal a 1.
1 a b c

(a) Déterminer trois réels a, b, ¢ tels que pour tout k € N*, K+ 1) (k1 2) =% + Pl + Py

b) En deduire = _1 !
(b) En emrekzzlk(k:Jrl)(kJrQ)_4_2(N+1)(N+2)'

3. Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

1z < o
THETsY . Calculer Z gmin(i,j),

1<i,j<n

On rappelle que, pour z,y € R, min(x,y) = { _
y sinon

4. Soit n € N* et soit f : R — R une fonction périodique de période n. Soit g la fonction définie sur R

n—1

par g: o +— Z f(xz + k). Montrer que g est 1-périodique.

k=0
Probléme 2
n

Pour tout n € N*, on note S, = Z
k=1
1. (a) Montrer que Vn € N*, S,,11 — S, > 0.
(b) Montrer que ¥n € N*, S, < 1.
Les résultats précédents montrent que la suite (S),) est croissante et majorée par 1. On peut en déduire
qu’elle est convergente (théoréme admis pour l'instant) ; la suite du probléme vise a déterminer sa limite.

2. (a) Montrer que Yz €] — 1,4o00[, In(1 + z) < z.

1
n+k’

(b) En appliquant cette inégalité & x = %, montrer que Vn € N* In(n+ 1) —In(n) < %

(c) A P'aide d’une autre évaluation judicieuse, montrer que ¥n € N*, %4-1 <In(n+1) —In(n).

(d) En déduire que Vn,k € N, In(n+k+1) —In(n + k) < - i : <ln(n+k)—In(n+k—1).
3. (a) Montrer que Vn € N*, In <2::_11> < S, < In(2).

(b) Calculer ngrfoo In (2::11)

(c) En déduire la limite de S,, quand n tend vers +oo.



