CHAPITRE Bl

ETUDES DE FONCTIONS

« L%invention des logarithmes, en réduisant le temps passé auz calculs de quelques
mois & quelques jours, double pour ainsi dire la vie des astronomes. »

— Pierre-Simon de Laplace

(1 e )
i Objectifs |
N

Notion de fonction et notions connexes.

Plan d’étude d’une fonction et réalisation technique.

Notions de bijection et de bijection réciproque.

Propriétés calculatoires des fonctions usuelles (exponentielle, lo-
garithme).

Trigonométrie hyperbolique.

Remarques.
e Le plan de ce cours constitue un plan d’étude de fonction.

e Les fonctions données en exemples (>) au fil du chapitre sont toutes des fonctions usuelles. Si elles
illustrent ponctuellement 'une ou 'autre des notions abordées, c’est bien leur étude compléte qui doit
étre connue.

1 Notion de fonction

1.1 Deéfinitions

Définition B1.1 )

Une fonction réelle d'une variable réelle est la donnée d’un sous-ensemble (non vide) D de R et
pour tout z € D d’une valeur réelle appelée image de x par la fonction.

Notations. Si on appelle f cette fonction, on écrit f : D — R et, pour tout = € D, on note f(z) I'image
de x par f.
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r:(Déﬁnition B1.2 ) N

Soit f : D — R une fonction réelle. D est appelé ensemble de définition de f.

Soit x € D et y = f(x); on dit que = est un antécédent de y par f.

Dans le plan muni d'un repére, on appelle graphe de f la partie formée par tous les points de
coordonnées (z, f(z)) avec x € D.

\\ ~/

Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O,1,]), on désigne par €y sa courbe représentative, dont
Iéquation cartésienne est y = f(x).

n
> Soit n € N. On définit la fonction puissance z — z" = H x.
=1

> Soit € Ry. Il existe un unique a € Ry tel que a® = z. On le note v/z et on définit ainsi la fonction
racine carrée : ¢ — +/x sur R,.

/:(Déﬁnition B1.3 ) )

Soit F et F' deux ensembles de R et f: F — F une fonction.
e On appelle les ensembles F et F' respectivement la source et le but de cette fonction.

e I’image (ou ensemble image) de f, notée Im(f) est

Im(f) = {f(z) |z € E}.

\\ ~/
> R — R ou R — R;.

r o 2 r — 2?
/:(Déﬁnition B1.4 ) )

Soit f: D — R. On dit que f est
e majorée lorsque IM € R, Vx € D, f(z) < M (un tel M est un majorant de f),
e minorée lorsque Im € R, Vz € D, f(x) = m (un tel m est un minorant de f),

e bornée lorsqu’elle est majorée et minorée.

\> 2/

ﬁ[Proposition B1.5 } ~

La fonction f est majorée (resp. minorée, resp. bornée) si et seulement si Im(f) est une partie
majorée (resp. minorée, resp. bornée) de R.

> sin, cos.

el
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1.2 Opérations

—(Définition B1.6 )

Soient f: D — Ret g: D— R. Alors on peut définir
e lasomme f4+gpar f+g: D — R ,
z = f(x)+g(x)
e le produit f xgpar fxg:D — R
= f(z) xg(z)

De plus, si Vx € D, g(x) # 0, alors on peut définir
1 1
e linverse —par —: D — R ,
g g
= 1
x =
9(x)
) f.
e le quotient — par =: D — R
g
W@
9(x)
\\ J)
> polyndmes.
> r— 1‘3/2.
1 1 .
> x— —, x+— — avecn € N,
z ™
> logy, logyo.
/:(Déﬁnition B1.7 ) N
o « : . . . In(z) )
On définit sur R la fonction logarithme décimal par logy :  — In(10) et la fonction loga-
n
1
rithme en base 2 par log, : z — ligi
> =/
/:(Déﬁnition B1.8 ) )
Soient f: D —Ret g: D — R.Sipour tout z € D, f(x) € D', alors on peut définir la fonction
composée de f par g, notée go f,par: gof:D — R .
z = g(f(2))
=/

> 2% avec a € R.

15> Exercice B1.3.

guEL
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r:(Déﬁnition B1.9 ) N

Soit a € R. On définit la fonction puissance a par

Pa: Ry — R
r — z%=exp(aln(x))

1.3 Reéduction de Pintervalle d’étude

—Définition B1.10 } N
Soit f: D — R et A un sous-ensemble de D. On définit la restriction de f & A, notée f|4, par
f‘A A — R
= f(x)
N J,
~{Définition B1.11 } |

On dit que f : D — R est périodique lorsqu’il existe T > 0 (une période) tel que pour tout
zeD,
x+TeDet f(x+T)= f(x).

Si elle existe, la plus petite période strictement positive de f s’appelle la période de f.

N\ J,
15> Exercice B1.1.
~{Définition B1.12 } X

On dit que f: D — R est
e paire lorsque Vo € D, —x € D et f(—z) = f(x).
e impaire lorsque Vo € D, —z € D et f(—x) = —f(x).

VRN

fonction paire fonction impaire fonction périodique

> sin, cos.

guEL
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> sh, ch.

15> Exercice B1.2.

—~Définition B1.13 } <
On appelle cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique les fonctions de R dans R définies
par

T —x T _
ch:z— ete” et sh:x+— ¢
2 2

\\ J)

1=z Exercices B1.24, B1.25, .

ﬁ[Proposition B1.14 } <

Soit f : D — R une fonction et € sa courbe représentative dans un repére orthonormé.
(i) Si f est paire, alors € est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées.
(ii) Si f est impaire, alors € est symétrique par rapport a 'origine du repére.
iii) Si f est T-périodique, alors le graphe de f est invariant par la translation de vecteur (7,0).
iii) Si t T-périodi lors 1 he d t i iant lat lation d t T,0

)
)
)
(iv) Le graphe de z — f(x — a) est I'image de celui de f par la translation de vecteur (a,0).
(v) Le graphe de z — f(x) + b est I'image de celui de f par la translation de vecteur (0, b).
)

(vi) Le graphe de  — f(z —a) + b est I'image de celui de f par la translation de vecteur (a,b).

. J

Dém. B1.14

(i) Pour tout z, le point de € d’abscisse —x est de coordonnées (—z, f(—x)) = (—z, f(x)),
symétrique par rapport a I'axe du point d’abscisse x : (z, f(x)).
(i) Méme raisonnement.

(iii) Pour tout x, le point de € d'abscisse x 4 1" est de coordonnées (z + T, f(x + T)) =
(x+ T, f(z)), image du point (z, f(x)) par la translation annoncée.

(iv) Soit g : & — f(x —a). Pour tout z, le point d’abscisse = de ¢, est M'(z, g(x)). Le point
d'abscisse © — a de € est M(x — a, g(z)) car g(x) = f(x — a). Et M’ est bien I'image
de M par la translation annoncée.

(v) et suivantes : méme raisonnement

2 Limites

2.1 Continuité

On définira dans un chapitre ultérieur la notion de limite de maniére précise. Pour I’heure, on s’appuie
sur la notion que vous en avez acquise au lycée.
Soit f: D — R et soit a € D ou au bord de D. Si elle existe, la limite de f en a (ou limite de f(z) quand x
tend vers a) est la valeur dont s’approche f(x) quand z s’approche de a.
Notations. Si f admet une limite £ en a, on note f(x) — L. Et cette valeur ¢ est notée ilgé f(x).

5
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Définition B1.15 }

Soit f: D — R et soit a € D. On dit que f est continue en a lorsque f(z) — f(a).
T—ra

> 1z +— |x| n’est pas continue en a si a € Z.

2.2 Limites usuelles

Fonction Continuité | lim lim lim lim
T—=—00 | =0~ | z—0t | =+00
x = x" n e N pair R +00 +00
x — 2", n € N* impair R —00 +00
1 * o * + +
x— —, n €N pair R 0 400 400 0
x
1 : : * - +
z — —, n € Nimpair R 0 —00 400 0
x
z e a R, > > ot | 4o

x +— exp(x) R 0+ +o0

x +— In(x) R > | >} | 0 | oo

x + sh(z) R —00 +o0
x +— ch(x) R +0oo +0o0
sin ou cos R NON NON

La fonction tangente est définie et continue sur R\ {g +km| ke Z}.

Elle est m-périodique et on a : tan(x) ——— —o0et tan(x) ———— +o0.
2=(-3) 2—(%)

@en
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2.3 Asymptotes

—(Définition B1.16 } \

Soit f: I — R et Cy sa courbe représentative dans un repére orthonormeé.

e Soit g € R\ I une extrémité de I. On dit que ¢y admet une asymptote verticale en z
lorsque f admet pour limite +00 ou —oo en . La droite d’équation x = xg est asymptote
verticale a €.

e Soit a,b € R. On dit que la droite d’équation y = ax + b est asymptote a la courbe ¢
lorsque f(x) — (az + b) tend vers 0 lorsque x tend vers +00 ou —oo. La courbe € admet
une asymptote oblique si a # 0 et une asymptote horizontale si ¢ = 0.

\ o’

Remarque. Bien sir la définition d’asymptote oblique ou horizontale suppose que I soit non borné.

5> Exercice B1.5

> tan

> th

—~Définition B1.17 } \

On appelle tangente hyperbolique la fonction définie sur R par

h
Vz € R, the = v
chz

2.4 Opérations

/:[Théoréme B1.18 (Opérations algébriques)} N

Soient f, g deux fonctions définies sur un intervalle I et a un élément de I ou au bord de celui-ci.
On suppose que f(z) — ¢1 et g(x) — ¢5. Alors
Tr—ra r—ra

(i) pour tous «, 5 € R, (af + Bg)(x) — ol + Bla,
(i) (fg)(x) —= tuls,
(iii) avec £ # 0, (1/f)(x) — 1/¢y,

)

(iv) si £1 = 0%, alors (1/f)(x) —— > tooet sify =0, alors (1/f)(x) — oo

\ o’

Remarque. Ces opérations se font aussi dans le cas de limites infinies avec les régles de calcul suivantes.
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0 b —o0 | eR_| 0 | eRy | 40
2
41
0 —oo | €R | 400 —00 +00 | 400 | F.I. | —o0 | —c0
—00 —00 —00 F.I € R_ 400 | f14s 0 lily | —c0
ceR —00 | b1+ 4y | +00 0 F.I. 0 0 0 F.I1
+00 F.I +o00 “+o00 e Ry —o00 | 4145 0 1204 “+o00
Somme de limites.
+00 -0 | —oo | FI | 400 | 40

Produit de limites.

Théoréme B1.19 (Composition) |

Si f(x) — bet g(a) — £, alors (go f)(x) — L.
r—a x—b r—a

5> Exercice Bl 4.

/:[Théoréme B1.20 (Comparaison, encadrement, gendarmes)} 3
Soit f,g et h trois fonctions réelles définies sur I et a un élément ou un bord de I.
Vz €1, g(x) < f(x) < h(z)
(i) Si{ 9(@) a 4 , alors f(z) — L.
h(z) — ¢
Tr—a
Ve el, g(z) < f(z)
- 1 '
(ii) Si {g(x) s 4o , alors f(x) — F00
\ J

2.5 Croissances comparées

ﬁ[Proposition B1.21 } N

(i) On a les limites en 400 :

. Inz . e’ . _
lim — =0, lim — =+oco et lim ze ™ = 0.
r—+oo X r—+oco I xr——+00

(ii) On a la limite en 0T :

Iim zlnz = 0.
z—0t
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ﬁ[Proposition B1.22 }

Soit @ > 0 et b > 0.

(i) On a les limites en 400 :

. (Inz) . e : _
lim (In2) =0, lim — =400 et lim z% %
x—+oo @ x—+oo 12 ——+00

=0.

(ii) On a la limite en 0T :

lim 2%(Inz)’ = 0.
z—0t

3 Variations

3.1 Définitions

~(Définition B1.23 )

Soit I un intervalle de R et f: I — R. On dit que f est
e croissante lorsque Va,b € I, (a < b= f(a) < f(b));
e décroissante lorsque Ya,b € I, (a < b= f(a) > f(b));
e strictement croissante lorsque Va,b € I, (a < b= f(a) < f(b));
e strictement décroissante lorsque Va,b € I, (a < b= f(a) > f(b));

\>

> TFonction affine : z — axz + b.

Remarque. Cet énoncé concerne bien les fonctions définies sur un intervalle I de R. Cela n’empéche pas
d’étudier une fonction définie sur un ensemble de définition D plus général, par exemple R*. Il suffit de

scinder 'étude en deux temps : sur R’} et sur R*.

3.2 Dérivabilité

—(Définition B1.24 )

f(z) — f(a)
T—a
ce cas, cette limite est appelée nombre dérivé de f en a, noté f'(a).

Une fonction f : I — R est dérivable en a € I lorsque admet une limite finie. Dans

\>

ﬁ[Proposition B1.25 }

Si une fonction f: I — R est dérivable en a € I, alors elle est continue en a.
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Proposition B1.26 }

Soient f : I — R une fonction dérivable en a € I. Alors la tangente en a a ¢ a pour équation

y = f(a) + f'(a)(z - a).

Dém. B1.26

La tangente & la courbe de f en a est la droite passant par le point (a, f(a)) et de pente f'(a)
(ceci peut &tre justifié topologiquement en voyant la tangente comme limite de cordes mais ces
considérations dépassent le cadre de ce cours).
Ceci étant établi, un autre point (z,y) du plan (avec z # a) appartient a cette droite si et
.y — fla . . .
seulement si y=Jla) = f’(a), ce qui donne exactement I'équation attendue.
x—a

K:(Déﬁnition B1.27 )

Une fonction f : I — R est dite dérivable sur I si elle est dérivable en tout point a € I. Dans ce
cas, on définit la fonction dérivée de f, notée f' par

ffr I - R

z = f(z)

\>

> x +— |z| n’est pas dérivable en 0.

3.3 Dérivées usuelles

f(z) Dérivabilité f'(z)
", neN* R na"
— ., neN R* —%

% a€eR R’ ar® !
In(z) R* é
exp(z) R exp(x)
sin(z) R cos(z)
cos(z) R — sin(x)
10

el
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7r 1
R\{= Zt |1 2(z) =
tan(x) \ { 5+ kr | ke } + tan®(x) co?(2)
ch(x) R sh(z)
sh(z) R ch(z)
Arcsin(z) = 1,1 !
resin(z -1,
V1-—2a?
1
Arccos(x) | —1,1] i
1
Arctan(x) R {522
3.4 Opérations
ﬁ[Proposition B1.28 } -

-

Soient f, g deux fonctions dérivables sur I et A € R. Alors
(i) f+ g est dérivable et (f +g) = f + ¢/,
(ii) fg est dérivable et (fg)' = f'g + fd/,
(iii) Af est dérivable et (Af) = \f,
f'9—19
9>

/
(iv) si g ne s’annule pas sur I, / est dérivable et (f) =
g

9

Dém. B1.28

On raisonne sur le taux d’accroissement en un point a € I.
) o e 1\ g, UEOO U0 10~ ) 90 o0, iy )
_ [@)g() — f(x)g(a) + f(x)g9(a) — f(a)g(a)
_ f(w)g(xx) - z(a) N f(fvi - z(a)g(a)
s f(@)g(@) + [ (@)g(a)
car f est dérivable donc continue en a, d'ou f(x) — f(a).
(iii) Facile.
: é(x) - é(a) B 1 g(a) —g(x) 1 ,
(iv) Pour tout z E I\ {a}, Py = J@g@ w—a  ioe gl (=d'(a))
car g est dérivable donc continue en a, d'ou g(x) — g(a).

11

guEL
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. . ) 1
Puis on applique la formule du produit a f x —.
g

> tan.

15> Exercice B1.7.

Proposition B1.29 (Composée)}

Etant données deux fonctions f : I — J et g: J — R, si f et g sont dérivables, alors g o f est
dérivable sur I et (go f) = (¢’ o f) x f.

Dém. B1.29

Pour tous a € I et x € I\ {a},

(gof)(@) =(gof)la) _  (9(f(z)) = (9(f(a))

r—a r—a

f(z) = f(a) z—a

— g (f(a))f'(a) car f est continue en a donc f(x) — f(a).

1=z Exercices B1.6, B1.8.

3.5 Lien dérivation/variations

= Théoréme B1.30 } N

Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction dérivable sur I.

(i) f est croissante (respectivement décroissante) sur I si et seulement si Vo € I, f'(z) > 0
(resp. f/(x) < 0)
(ii) f est constante sur I si et seulement si Vo € I, f'(x) = 0.

(iii) SiVz € I, f'(x) > 0 (resp. f'(z) < 0), alors f est strictement croissante (resp. décroissante)
sur 1.

\

Dém. B1.30

Admis pour l'instant : conséquence du théoréme des accroissements finis.

13> Exercices B1.9, B1.14, B1.16, B1.26, B1.27.

1 . .
> x +— — est décroissante sur R} et sur R* (mais pas sur R*).

X

12
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Proposition B1.31 }

Soit f : I — R une fonction dérivable et @ un point intérieur & I. Si f admet un extremum local
en a, alors f'(a) = 0.

Remarque. Attention, ¢a ne marche que dans un sens : les éventuels extrema sont aux points d’annulation
de la dérivée. Lorsqu’on connait un point d’annulation de f’, seule une étude complémentaire (par exemple
examiner les variations au voisinage de ce point) permet de savoir si nous avons affaire & un minimum, a un
maximum local ou a une autre situation.

3.6 Equations différentielles linéaires

> cos, sin.
> exp.

/:[Théoréme et définition B1.32 j S
Il existe une unique fonction de R dans R, dérivable sur R, notée exp et appelée exponentielle,
telle que

exp(0) = 1,
exp’ = exp.
\o =/

Remarque. Cette définition traduit ce que 'on appelle couramment une « croissance exponentielle ».
Dém. B1.32

On admet |'existence d’une telle fonction (conséquences de théorémes d’analyse sur les équations
différentielles) et on en montre I'unicité.

e Montrons qu’une telle fonction ne s’annule pas.

f(0) =1,

!

Soit f dérivable sur R vérifiant et posons h: x — f(z)f(—x).

h est dérivable comme produit de fonctions qui le sont et pour tout x € R, on a:

W(z) = f'(@)f(—z) — f(@)f(-2) = f(2) f(—2) — f(-2)f(z) = 0.
h est donc constante égale a sa valeur en 0, soit : Vo € R, h(x) = h(0) = 1. Donc f(x)
n'est jamais nul.

e Montrons maintenant l'unicité a proprement parler.

Soit f et g deux fonctions dérivables sur R vérifiant {

f(z)
g(z)

0) =1, 0) =1,
f/( ) ot 2900)
=7

qui est dérivable sur R car g ne s’annule pas.

_ f'@)g(x) = f(2)g'(x) _ f()g(z) - flz)g(x)

On pose q: x —

Alors pour tout = € R, ¢/(z = =0.
@ o2 o2
q est donc constante égale a ¢(0) = 1.
Ainsi, pour tout x € R, @) =1, c'est-a-dire f(x) = g(x).
9(x)
13
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‘ On a donc montré que f = g.

ﬁ[Proposition B1.33 } -

(i) Equation fonctionnelle :
Vz,y € R, exp(x + y) = exp(z) exp(y).

(ii) Yz € R, exp(z) > 0.
(iii) exp est strictement croissante sur R.

(iv) Jm exp(z) =0 et mgl—ll-loo exp(x) = +00.

Dém. B1.33

exp(r + y)

exp(y)
On constate que f est dérivable sur R et pour tout = € R, f'(z) = f(z).

De plus f(0) = 1. Donc par unicité, f = exp.
Ainsi pour tout = € R, exp(z) = f(z), soit exp(x) exp(y) = exp(x + y).

(i) On a déja montré que exp ne s’annule pas.
La formule précédente nous donne pour tout z € R :

xr X X X
epla) =exp (5 +5) =exw (3) e (5) > 0.

(iii) Conséquence directe du signe de exp, qui n’est autre que exp’.

(i) Soit y € R. On pose f : z — (on a montré que exp(y) # 0).

(iv) e On étudie g : x — exp(x) — z, dérivable sur R et telle que pour tout z, ¢'(x) =
exp(z) — 1.
Or exp est strictement croissante et vaut 1 en 0. ¢’ est donc positive sur R, négative
sur R_. Et les variations qui en découlent indiquent un maximum en 0 pour la fonction
g. Comme ¢(0) = 0, g(z) > 0 pour tout = € R. En particulier, exp(z) > x et par
comparaison de limites, on obtient : exp(z) —— +o0.
r—+00

e L’équation fonctionnelle donne, pour tout € R : exp(x — x) = exp(z) exp(—x).

D'ou exp(—x) = :
exp(z)
D’ot exp(—x) —— 0 et donc exp(z) —— 0.
T—~400 T——00

Notation. On pose e = exp(1) et on note e = exp(x).

Remarque. L’équation fonctionnelle nous permet d’obtenir les régles de calcul pratique suivantes : pour
x

1 e
tousz,y ERavecy #0,onae ¥Vy=—et e ¥=—
e¥y e¥

14

guEL
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4 Bijection réciproque

4.1 Définition

—(Définition B1.34 } |

Soit f: D — D'. On dit que f est bijective (f est une bijection) de D dans D’ lorsque
Vye D', 3z e D, y= f(x),

i.e. lorsque tout élément de D’ admet un unique antécédent par f.
Dans ce cas on peut définir la bijection réciproque de f, notée f~! : D' — D, qui & tout
élément de D' associe son unique antécédent par f.

ﬁ[Proposition B1.35 } N

Soit f : D — D' une fonction bijective. Alors
o VzeD, f71(f(zx)) ==
e Ve e D, f(fl(z)) ==

Proposition B1.36 }

Soit I un intervalle de R. Toute fonction f : I — R continue et strictement monotone réalise une
bijection de I dans son ensemble image.

Remarque. Attention, pour parler de bijection, il faut bien restreindre I'ensemble d’arrivée de f & son
ensemble image, c’est-a-dire {f(z) | € I}, 'ensemble des éléments de R effectivement atteints par f.

1= Exercices B1.29, B1.31.

15
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4.2 Dérivation
({Proposition B1.37 (Dérivation)} N

-

Soit f : I — J une fonction admettant une fonction réciproque f=!:J — I.
e Si f est dérivable en a € I et f'(a) # 0, alors f~! est dérivable en b = f(a) € J et

1y _ 1 _ 1
U0 = 7y = Forim)y

e Si f est dérivable en a € I et f'(a) =0, alors f~! n’est pas dérivable en f(a).
e Si f' ne s’annule pas, alors f~! est dérivable sur J et

1

—1\/ _
(f )_f/offl‘

J

Remarque. Le graphe de f~! est le symétrique du graphe de f par rapport a la droite d’équation y = z.
En particulier les tangentes aux deux courbes en des points qui se correspondent ont des pentes inverses I'une

de I'a

utre.

1=z Exercices B1.30, B1.32, B1.33, B1.34.

4.3

Exemples

Définition B1.38 }

La fonction logarithme népérien, définie sur |0, +oo[ et notée In, est la fonction réciproque de
la fonction exponentielle.

\

-

ﬁ[Proposition B1.39 } N

e La fonction In est strictement croissante, continue et dérivable sur R’ . De plus
* !/ 1
Ve e R, In'(z) = -

e Limites : lim In(z) = —co et lim In(z) = 0.
z—0 T—+00

e Equation fonctionnelle : In(zy) = In(x) + In(y).

Dém. B1.39

e Etant continue et strictement croissante, exp réalise une bijection de R dans R’ . Elle est

dérivable sur R et sa dérivée ne s’annule pas, donc sa bijection réciproque, In, est dérivable
1

sur R* et s’exprime : pour tout z € R* , In'(z) = = = —. Les
* P P () exp/(In(z)) exp(lnz) =z

variations de In découlent du signe de cette expression sur R’ .

16
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e Les limites se déduisent de la symétrie entre les courbes représentatives de exp et In.

e Onaexp(lnz+Iny) =exp(Inz)exp(Iny) = zy.
D’ou, en composant par In, Inx + Iny = In(zy).

=z Exercices B1.10, B1.11.
Remarque. Cela donne un sens a ab pour tout b € R dés que a > 0.

1z Exercices B1.12, B1.13, B1.15.

Définition B1.40 }

o . . ™ T . . .
La restriction de la fonction sinus a [—5, 5] est continue et strictement croissante. On appelle arc

sinus son application réciproque sin~' définie sur [—1, 1] et notée Arcsin.

ﬁ[Proposition B1.41 } N

(i) La fonction Arcsin est continue, strictement croissante sur [—1, 1].

(ii) La fonction Arcsin est dérivable sur | — 1, 1] et

1

Vz €] — 1,1[, Arcsin’(x) = it
-z

Définition B1.42 }

La restriction de la fonction cosinus a [0, 7] est continue et strictement décroissante. On appelle
arc cosinus son application réciproque cos™ ! définie sur [—1,1] et notée Arccos.

ﬁ[Proposition B1.43 } N

(i) La fonction Arccos est continue, strictement décroissante sur [—1,1].

(ii) La fonction Arccos est dérivable sur | — 1,1] et

=1l

Vz €] — 1, 1], Arccos'(z) = ik
—x

17



18 B1. Etudes de fonctions

A
y = Arcsinx
EAV 7/
2 L
1+ [~ |y =sinx
—1 1
} } } } >
-7 ™
2 2
7/ 14+
7/
.7 -7l
. 2

A
y = Arccosz e
2
% 7/
-1 o
.
// T

~{Définition B1.44 }

\
La restriction de la fonction tangente a } j, g { est continue et strictement croissante. On appelle
arc tangente son application réciproque tan~! définie sur R et notée Arctan.

\> 2/

1=z Exercices B1.17 4 B1.23, B1.28.

y =tanx
ﬁ[Proposition B1.45 } N |
T [
La fonction Arctan est continue, strictement | - - - __ 2l Lol
croissante et dérivable sur R et on a / > Y — Arctanz
1
Vz € R, Arctan’(z) = . * * >
’ @ 1+a? = 7
L ) A
// [ =T
L7 [ 2

18
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Méthodes

e Lever une indétermination dans un calcul de limite

> par factorisation,
> par croissances comparées,

> en reconnaissant un taux d’accroissement.
e Etude des variations d’une fonction.
e Déterminer le signe d’une fonction

> par résolution directe,
> par ’étude de ses variations.

e Repérer une asymptote verticale, horizontale ou oblique.
e Déterminer la dérivabilité et la dérivée d’une bijection réciproque.

e Déterminer l'unicité de la solution ou le nombre de solutions
d’une équation.
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