
Sol B1. Études de fonctions

Exercice B1.5

1. f : x 7→ 2x2 − 2x− 1

x− 3
est dé�nie sur R \ {3}.

En 3+ : x− 3 −−−−→
x→3+

0 et ∀x > 3, f(x) > 0 donc f(x) −−−−→
x→3+

+∞.

En 3− : x− 3 −−−−→
x→3−

0 et ∀x < 3, f(x) > 0 donc f(x) −−−−→
x→3−

+∞.

Ainsi la courbe représentative de f a une asymptote verticale en x = 3.
Pour la détermination d'éventuelles asymptotes obliques, on procède en deux temps.

• Détermination de sa pente via le calcul de a = lim
x→+∞

f(x)

x
. Si cette limite n'existe pas ou est

in�nie, on n'aura pas d'asymptote oblique.

• Détermination de son ordonnée à l'origine par le calcul de b = lim
x→+∞

f(x) − ax. On aura ainsi

f(x)− (ax+ b) −−−−→
x→+∞

0.

En +∞ : ∀x ∈ R,
f(x)

x
=

2x2 − 2x− 1

x2 − 3x
−−−−→
x→+∞

2.

Puis f(x)− 2x =
4x− 1

x− 3
−−−−→
x→+∞

4.

D'où l'asymptote à la courbe représentative de f1 : la droite d'équation y = 2x+ 4.
Bien sûr, même chose en −∞.

Exercice B1.14

Indications et résultats.

5. D'après l'ensemble de dé�nition et de dérivabilité et les points d'annulation de la fonction tangente, f5
est dé�nie et dérivable sur R \ {kπ/2, k ∈ Z}.

f5 est π-périodique car tan l'est donc on peut limiter l'étude à

]
−π

2
,
π

2

[
\ {0}.

De plus f5 est impaire donc on l'étudie sur I =
]
0,

π

2

[
.

En 0 et
π

2
, on a une limite égale à +∞, d'où une asymptote verticale.

∀x ∈ I, f ′
5(x) = 1 + tan2 x− 1 + tan2(x)

tan2 x
=

tan4 x− 1

tan2 x
.

f ′
5 est négative sur

]
0,

π

4

[
, positive sur

]π
4
,
π

2

[
, nulle en

π

4
.

D'où les variations de f5 sur I, décroissante puis croissante, avec un minimum égal à 2 en
π

4
.

6. f7 est dé�nie et dérivable sur R car ch l'est et ln l'est sur R∗
+ avec ch(x) > 0 pour tout x ∈ R.

f7 est paire, donc on fait l'étude sur R+.

On a f7(x) −−−−→
x→+∞

+∞.

On peut préciser avec une asymptote oblique : f7(x) − x −−−−→
x→+∞

− ln(2), donc x 7→ x − ln(2) est

asymptote oblique à Cf7 .

∀x ∈ R+, f
′
7(x) =

ch′(x)

ch(x)
= th(x).

f ′
7 est positive sur R+, s'annule en 0, donc f7 est croissante sur R+ avec un minimum égal à 0 et 0.
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2 B1. Études de fonctions

Exercice B1.24

Soit a, b ∈ R.
1. ch(a+ b) = ch(a) ch(b) + sh(a) sh(b) et sh(a+ b) = sh(a) ch(b) + sh(b) ch(a).

2. Ces relations donnent ch(2a) = ch(a)2 + sh(a)2.
On montre de plus en développant que ch2(a)− sh2(a) = 1, ce qui permet :

ch(2a) = 1 + 2 sh2(a) = 2 ch2(a)− 1.

Exercice B1.25

Soit n ∈ N et x ∈ R∗.
D'une part,

n∑
k=0

e2kx =
1− e2(n+1)x

1− e2x

=
e(2n+1)x − e−x

ex − e−x

=
e(2n+2)x − 1

e2x − 1

=
e(2n+1)x − e−x

ex − e−x

avec l'astuce très courante de factoriser ex au numérateur et au dénominateur.

D'autre part, en appliquant cela avec −x à la place de x,

n∑
k=0

e−2kx =
e−(2n+1)x − ex

e−x − ex
.

Ainsi,

n∑
k=0

ch(2kx) =
1

2

(
n∑

k=0

e2kx +
n∑

k=0

e−2kx

)

=
1

2

e(2n+1)x − e−x + ex − e−(2n+1)x

ex − e−x
.

Par ailleurs,

sh((n+ 1)x) ch(nx)

shx
=

1

2

e(n+1)x − e−(n+1)x

ex − e−x
(enx − e−nx) =

1

2

e(2n+1)x − e−x + ex − e−(2n+1)x

ex − e−x
.

CQFD.

Exercice B1.30

On a vu que sh : R → R est bijective. On note argsh sa bijection réciproque.

On sait déjà que argsh est strictement croissante, on connaît ses limites.

De plus sh est dérivable sur R et sa dérivée ne s'annule pas donc argsh est dérivable sur R.
∀x ∈ R, argsh′(x) =

1

sh′(argshx)
=

1

ch(argshx)
.
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Or ∀x ∈ R, ch2(argshx) − sh2(argshx) = 1, donc ch(argshx) =

√
1 + sh2(argshx) =

√
1 + x2 car ch est à

valeurs positives.

Donc ∀x ∈ R, argsh′(x) =
1√

1 + x2
.

Exercice B1.31

Dans tous les exemples on peut commencer par une étude de la fonction pour se convaincre qu'elle est

bien bijective sur les ensembles de départ et d'arrivée annoncés. Résoudre l'équation par équivalences en

véri�ant bien l'existence et l'unicité de la solution su�t aussi à établir le caractère bijectif.

5. Soit (x, y) ∈ R× R∗
+.

y = f5(x) ⇔ y = ex+1

⇔ ln(y) = x+ 1 car y > 0

⇔ x = ln(y)− 1.

Donc f5 est bijective et f−1
5 : R∗

+ → R
x 7→ ln(x)− 1

.

6. Soit (x, y) ∈ R×]− 2, 1[.

y = f6(x) ⇔ y =
ex − 4

ex + 2

⇔ y(ex + 2) = ex − 4

⇔ ex(y − 1) = −2y − 4

⇔ ex =
−2y − 4

y − 1
car y ̸= 1

⇔ x = ln

(
−2y − 4

y − 1

)
car

−2y − 4

y − 1
> 0 (à véri�er)

Donc f6 est bijective et f−1
6 : :]− 2, 1[ → R

x 7→ ln

(
−2x− 4

x− 1

) .

Exercice B1.32

Soit f : [0, 1] → [0, 1] une fonction dérivable strictement décroissante. Montrer que l'équation f(x) = x
possède une unique solution dans [0, 1].

On étudie g : x 7→ f(x)− x, dérivable sur [0, 1] comme di�érence de fonctions dérivables.

∀x ∈ [0, 1], g′(x) = f ′(x)− 1 < 0 car f est décroissante, donc sa dérivée est négative.

De plus, ∀x ∈ [0, 1], f(x) ∈ [0, 1] donc g(0) = f(0) ⩾ 0 et g(1) = f(1)− 1 ⩽ 0.
Finalement, g est continue, strictement décroissante et 0 ∈ [g(1), g(0)].
D'après le théorème de la bijection, ∃!α ∈ [0, 1], g(α) = 0. Autrement dit ∃!α ∈ [0, 1], f(α) = α.

Exercice B1.34

Soit f : ]1,+∞[ −→ R
x 7−→ ln(x2 − 1)

.

1. • x 7→ x2 − 1 est dérivable sur ]1,+∞[ et ∀x ∈]1,+∞[, x2 − 1 ∈ R∗
+.
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4 B1. Études de fonctions

• ln est dé�nie et dérivable sur R∗
+.

Par composition, f est dérivable.

∀x ∈]1,+∞[, f ′(x) =
2x

x2 − 1
.

2. ∀x ∈]1,+∞[, f ′(x) =
2x

x2 − 1
> 0 donc f est strictement croissante. De plus elle est continue sur

]1,+∞[.
f(x) −−−→

x→1
−∞ et f(x) −−−−→

x→+∞
+∞ donc f réalise une bijection de ]1,+∞[ dans J = R.

3. Soit (x, y) ∈]1,+∞[×R.

y = f(x) ⇔ ey = x2 − 1

⇔ x2 = ey + 1

⇔ x =
√
ey + 1 car x > 0.

Finalement f−1 :
R → ]1,+∞[

x 7→
√
ex + 1

.

4. M1 f est dérivable sur ]1,+∞[ et f ′ ne s'annule pas, donc f−1 est dérivable sur R. Soit x ∈ R.

(f−1)′(x) =
1

f ′(f−1(x))
=

f−1(x)2 − 1

2f−1(x)
=

ex

2
√
ex + 1

.

M2 x 7→ ex +1 est dérivable sur R et à valeurs dans R∗
+. La fonction racine carrée est dérivables sur

R∗
+, donc par composition, f−1 est dérivable sur R.

D'après la formule de dérivée d'une composée, ∀x ∈ R, (f−1)′(x) =
ex

2
√
ex + 1

.
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