MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR MAISON N°5

Probléme 1

Soit f définie par f : z — e, On rappelle que 2 < e < 3.

A Réduction de 'intervalle d’étude

1. Avec g : © +— cos(x), définie et dérivable sur R, et h : x — exp(x), définie et dérivable sur R, on a

f=hog.
f est définie et dérivable sur R par composition car :

e g est définie et dérivable sur R,
o Vz € R, cos(z) € R, ensemble de définition et de dérivabilité de h.
2. Vx eR, f(z+2m) = eo0s(@+2m) — qoos(@) — ¥
Donc ’ f est périodique de période 27 ‘ On peut alors étudier f sur 'intervalle .

3. Ve eR, —z € Dy et f(—z) = eC0s(—x) _ qeos(z) _ f(x).

Donc , en particulier f ][ — 7, ] également et on peut alors étudier f sur Uintervalle

I=1[0,n]|

B Etude

4. f=hogdonc f' =g x (k' og). Donc pour tout z € Dy, | f'(z) = — sin(x)e*@) |

cos(x)

5. sin est positive sur I = [0, 7] et pour tout x € I, e > 0 donc ’f’ est négative sur I | et ainsi

’ f est décroissante sur I ‘

6. Pour z € I, f(z) =1 & @ =1 & cos(z) = 0 & |z = g . (La solution est unique car cos est

bijective sur [0, 7].
1
7. Aprés avoir tracé la courbe sur [0, 7] (décroissante, & valeurs dans [, e] , avec une demi-tangente ho-
e

rizontale en 0 et en 7 car f'(0) = f'(w) = 0), on compléte par symétrie par rapport a I’axe vertical (du
fait de la parité) puis par translations (du fait de la périodicité).

C Précisions

1
8. f est continue et strictement décroissante sur [0, 7], elle réalise donc une bijection de [0, 7] dans [, e] )
e

qui contient la valeur 2.

D’aprés le théoréme de la bijection,

f(z) = 2 admet une unique solution sur [0, 7] ‘

9. Pour tout x € R, cos(m — x) = cos(x — m) = cos(m + x) (par parité puis par périodicité de cos). Donc
’f(ﬂ'—&?) = f(z +m) ‘

Cela se traduit pour la courbe représentative de f par ’une symétrie par rapport a la droite x =« ‘
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Probléme 2

A Inégalité arithmético-géométrique

Le but de cette partie est de démontrer 'inégalité suivante.

Théoréme 1 (Inégalité arithmético-géométrique)

Soit n € N* et n nombres ay,...,a, € Ry. Alors
n 1 n n
ap < | — a
[T < (23]
k=1 k=1

1. Cette inégalité est vraie dans les deux cas particuliers suivants :

1 n 1
1
(a) pour n =1, | |ak:a1 et (n E ak> =a1;
k=1 k=1

1 n

(b) lorsqu’un des nombres ay est nul, on a H ar =0et 0K ag.
k=1 k=1

1< 1<
2. On note m = — . Ainsi, n = — > 0 car les ay le sont).
n note m nZak insi, n mZak (m r les ay, nt)

k=1 k=1

> (1) = (L) -0

3. Etudier la fonction ¢ — In(t) — ¢ + 1 et montrer qu’elle est négative sur R*.
Utiliser la concavité de In, y =t — 1 étant ’équation de sa tangente en 1.
Utiliser Iinégalité e’ > ¢t + 1 vue précédemment et appliquer In, croissante.

n n
ag ag ag ag
4. Pour tout £, In (—) < — — 1. Donc kzlln (R) < Z (E — 1).

m m

5. Or Zln (a—nl;) = (Z ln(ak)) —nln(m). Donc Zln(ak) < nln(m).
k=1 k=1 k=1

n n n
1
En composant avec exp, on obtient ap < | — E a .
g g klill ' <n k=1 k>

B Inégalité de Carleman

Le but de cette partie est de démontrer I'inégalité suivante.



Théoréme 2 (Inégalité de Carleman)

Soit N € N* et n nombres x1,...,zy € Ry. Alors

3=

1 n n
6. Cette inégalité est vraie dans le cas ot N =1 car alors Z (H xk> = x1 et on a bien x1 < ex;.
k=1
On supposera désormais que N > 1. Pour tout 1 < n < N, on pose

Sn:Zxk, Tn:Zk‘xk et U, = ka
k=1 k=1 k=1
— = — = —nl

7. Pour tout 1 <n < N, o Hkxk— o Hk:H:L“k— n!n sz—

k=1 k=1 k=1 k=1

n 1 n T n
8. D’aprés I'inégalité arithmético-géométrique H kxp < | — Z kx| = < n)
k=1 "= "

1 /T, \"
Donc |U,, < <n> .

nl'\n

1\" 1 o 1\ 1
9. (a) |1+—) =exp(nln{14+—)).Ordaprées3, In|1+—) < —.
n n n n
1\" 1
Donc ( 1+ — <exp|(nx—]|<el
n n

1
(b) Pour n =1, on a bien 2 = (1+>.

1
1 n
Soit n € N*. Supposons que ~——— (n + H < >
k=1
s, NN (41" LAt nr (n42\" 1 (nt 2!
II(1+5) = 1+ =
P k n! n+1 n! n+1 n! (n+1)
n+1 k
1 9 n+1
On a bien 1+-) = u , ce qui achéve la récurrence.
P k (n+1)!

wonatie s () = () = (I0+5)) ()

1 k el
Or pour tout k, (1 + k) <e. Donc |U, < < P >

T, " kxy,
11. D U, 1/n<67n: ——— . Final t 1/n
onc (Uy) e e}r1 T p—— inalemen Z
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12, Ona|— =+ _1
nin+1) n n+1l
Ainsi _ MR _ Mk Nk z )
insi, ) | n(n+ 1) Zzn(n+1) . fL’kZ(n n+1)
n=1k=1 k=1 n=k k=1 n==k

N n
1 1
Par somme télescopique, Z(Un)l/” < ez kxy, < — ) )

1 1 k
13. e =g (1 - ) < 2
30nak$k<k N—i—l) xk( N—|—1) .
—_———

N n n N
Finalement, Z (H xk> <e Z xk |, 'inégalité de Carleman.

n=1 \k=1 k=1
N(N +1
14. En choisissant x; = k pour tout k, U, =n! et Sy = (2+) Or N < N?, donc N2 + N < 2N? et
donc Sy < N2.
N 1 X
D’apres I'inégalité de Carleman, Z(n!)l/” < eSy et finalement N2 Z(n!)l/n <el
n=1 n=1




