Mouvements dans un champ de
force centrale conservatif

De la méca appliquée a l'astro...



Astéroide Apophis, 1'apocalypse en
2036 ?

Certains astéroides, dans leur course spatiale, s'approchent parfois de l'orbite terrestre. Ces géocroiseurs sont-ils une menace réelle pour la
Terre ? Quels sont les moyens de prévention des risques de collision ?

https://www.futura-sciences.com/sciences/dossiers/astronomie-asteroides-
apocalypse-demain-1621/page/4/




C’est quoi une force centrale conservative?

Définition : Champ de force centrale conservatif

= Un point matériel M est soumis a un champ de force centrale

de centre O si, tout au long de son mouvement, la droite ry
. . . . , Z
d’action de la force qui lui est appliquée passe constamment par A Ur
0.On aalors :
S . M
F=F.u,
= Une force est dite conservative si son travail ne dépend pas du ﬁ
chemin suivi. Dans ce cas, la force ne dépend que de la 0 = >

position du systéme. Le probleme étant a symétrie sphérique
de centre 0, la force ne dépend que de la coordonnée radiale r.

= Un champ de force centrale conservatif est de la forme :

F#®) =F@).u,




Des exemples

Méthode : 3 exemples de forces centrales conservatives a connaitre

» Force de rappel d'un ressort attaché en O : E = —k. (r—+4y).u,

mompy —
e &

= Interaction gravitationnelle : F, = —G.

TZ
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QOQM.u

" Interaction coulombienne : Fg = —. === u,
0
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Des exemples

Méthode : 3 exemples de forces centrales conservatives a connaitre

mompy —

= Interaction gravitationnelle : F, = —G.

r2 r
* Interaction coulombienne : Fy = — . 2221 .
0

Définition : Force centrale newtonienne
On appelle force centrale newtonienne les forces de la forme :

Fol
=—.Uu
r2" 7

= Sila constante K est positive (K > 0), alors la force est répulsive ;
= Sila constante K est négative (K < 0), alors la force est attractive.
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Lune/Terre




Ftude du mouvement avec le moment cinétigue

Savoir-faire 1 - Etablir la conservation du moment cinétique a partir du
théoreme du moment cinétique et en déduire les conséquences.

On considére un point M de masse m soumis & un champ de force centrale F, de

centre O. A,
1. Montrer que le moment cinétique en 0 est conservé au cours du mouvement. P P
. , , . ML N\

On utilisera les coordonnées sphériques de centre 0. / / L2 TN

. 7" I 7 _— 'I s 1 _——.'.l‘_ \‘l

Le moment cinétique £, est porté par u,. r<.-» r } ™

1) . - . . . — . ] < ] /

2. Montrer qu'a tout instant, OM est perpendiculaire a £, et donc a u,. En  \™_ "¢ ol /

‘7
déduire que le mouvement est dans le plan (x0y). \\,\/ //
QL

On utilise les coordonnées polaires dans le plan (x0y) (vecteurs u;, ug).

3. Montrer que la conservation du moment cinétique implique que la quantité
C =r2.0 est constante au cours du mouvement. Comment interpréte-t-on
ceci géométriquement ?



Propriété : Conservation du moment cinétique dans un champ de force centrale
Soit M un point matériel en mouvement dans un champ de force centrale conservative.

= Par application du théoréme du moment cinétique on montre que son moment cinétique se
conserve. Le moment cinétique est donc toujours égal a sa valeur initiale L_O)

Conséquences .

= Le mouvement est inclus dans le plan normal au moment cinétique passant par le centre de force O ;
» Laire balayée A par le rayon vecteur OM est proportionnelle au temps, et se fait a la vitesse
dA _ 126 _ Ly _C

aréolaire dA/dt (en m2.s-') constante : — = =3r=:
avec C = L,/m la constante des aires, ne dépendant que des conditions initiales.

y

(r+dr)
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L’aire AA balayée pendant une durée At est la méme pour toute la trajectoire et vaut :

Acfl—e At
=5




Etude énergéetique

Rappel : Force conservative et énergie potentielle
= Une force est dite conservative si son travail ne dépend pas du chemin suivi.
= |l existe une fonction E,(¥) de la position (repérée par le vecteur 7) telle que son travail
élementaire vérifie
OW (Foons) = —déEp
Cette fonction, définie a une constante additive pres, est appelée énergie potentielle.
= Son travail sur un chemin A — B s’écrit comme I'opposé de la différence d’énergie potentielle
enBetA:
Wap (Feons) = — (g'p(B) - Ep(A)) - _AABg’p
= Réciproguement, une force conservative dérive d’une énergie potentielle
Feons (1) = _grad(gp)

ou grad(€,) est le vecteur gradient de I'énergie potentielle.




Etude énergétique

Définition : Lien entre force centrale conservative et énergie potentielle

Puisque la force centrale conservative es de la forme F(#) = F(r).u,, le
gradient se simplifie et on peut écrire :
d&,(r)
dr
ou &,(r) désigne I'énergie potentielle associée a ce champ de force.

F(r)=—

Méthode : Energie potentielle associée a un champ de
force centrale newtonienne

K K
_ 0 = Newt I
=g U = Eyen(r) = -

Newton




Etude énergéetique

Propriété : Conservation de I’énergie mécanique

La force s’appliqguant au systeme est centrale et conservative. En I'absence de
forces non-conservatives, |'énergie meécanique &,, du systéme se conserve .

1
Em = E+E, = Em.vz + E,(r) = cste




Etude énergetique

Propriéte : Conservation de I’énergie mécanique

La force s’appliqguant au systeme est centrale et conservative. En I'absence de
forces non-conservatives, 'énergie mecanique &,,, du systéeme se conserve

1
Em = E+E, = Em.vz + E,(r) = cste

1 Ep (x)

Souvenirs, souvenirs...

Xmin Xmax




Etude énergéetique

Méthode : Faire le lien avec le mouvement conservatif a 1 degré de liberté (chapitre M4)

En utilisant I'expression de la vitesse en coordonnées polaire, ¥ = 7.u,. +1r.0.ug, ON A v =

) -\ 2 , . s . , : :
\/rz + (r.6)" et 'expression de I'énergie mécanique devient :

1 .
Em = Sm (7;2 + (7. 6)2) + E,(r) = cste




Etude énergéetique

Méthode : Faire le lien avec le mouvement conservatif a 1 degré de liberté (chapitre M4)

En utilisant I'expression de la vitesse en coordonnées polaire, ¥ = 7.u,. +1r.0.ug, ON A v =

. Y ’ . ’ £ : V4 : :
\/rz + (r.6)" et 'expression de I'énergie mécanique devient :

1 .
Em = Sm (7-,2 + (7. 9)2) + E,(r) = cste

Cette expression dépend de r et de 6. On peut éliminer  en utilisant I'expression du moment

cinétique £, = m.r2.6 :

1 Lo\’
. 0
Em Em. <r2 + <m> ) + &,(r) = cste

On peut alors séparer les termes dépendant de 7 et ceux dépendant de r :

2

1 1
E, = Em.f‘z +§m.r—2'+ E,(r) = cste
€ eff &peff




Etude énergéetique

Définition : Lien entre force centrale conservative et énergie potentielle

= |’énergie potentielle effective E, eff €St définie par :

1 C?
5p,eff(7”) =&E,(r) + Em'r_z
avec C = L,/m la constante des aires, ne dépendant que des conditions
initiales.

" Le terme € _qff = %m.fz est appelé énergie cinétique effective. Elle ne

dépend que de la vitesse radiale r-.
= |'energie mécanique se conserve dans un mouvement a force centrale

conservative, et vaut

Em = gc,é’ff-l_ gp,eff: cste




Etude énergéetique

AEp es(T) \Ep et (T)
E,,
Em
0 0 T T2 T
Zone accessible : 7 > 11 Zone accessible : 71 < 1r <79
= mouvement ouvert (ou de diffusion). = mouvement borné.

http://www.mmelzani.fr




Application aux planetes et
satellites



Caracteristiques de la force d’attraction
gravitationnelle

Définition : Caractéristiques de la force d’attraction gravitationnelle
(rappel)
Soient deux masses : m . fixe en O et m mobile portée par M.

= |a masse m subit une force exercée par la masse m, qui a pour expression

r mastre-m —
= -G
r

avecr = OM et G = 6,67.10"11 u.S.I. la constante gravitationnelle.
= En choisissant £,(r = +o0) = 0, I'énergie potentielle gravitationnelle
associée vaut :

m .m
g’p (7‘) el astre

r




Caracteristiques de la force d’attraction

gravitationnelle

Définition : Energie potentielle effective
associée a la force d’attraction
gravitationnelle

Pour la force dattraction gravitationnelle,
I'énergie potentielle effective dépend de Ia
distance r de la maniére suivante :

Mastre-Mm 1 C?
8p,eff(7”) = —Gf + Emr—z

Selon la valeur de I'énergie mécanique du
systéme la trajectoire peut étre

= bornée (&, < 0)

= ouverte (&, = 0).

En < 0+

gp, eff
états non liés
7o T
: >
\ I
|
| états liés /
|
|
|
\’/




Tout depend de I'énergie mécanique initiale

Ep eff y
M(t)
r(t) . 4
T'min Trax . périgée [ O o e "’\ 0(t) | a,pogigem
E —t-------- Tmin Tmax
\_—

http://www.mmelzani.fr
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Choix du référentiel pour etudier une planete

KA €toile polaire
y

Zo A




Les lois de Kepler

Au début du XVlle siécle,

en utilisant les résultats des observations
de Tycho Brahe, |'astronome Johannes
Kepler formule trois lois qui décrivent le
mouvement des planétes du systéme

solaire.

Tycho Brahe
1546-1601

La premiére loi de Kepler (ou loi des orbites) et la
deuxieme (ou loi des aires) ont été énoncées en 1609.

Johannes Kepler
1571-1630

La troisiéme (loi des périodes) a été établie en 1618.

Les trois lois de Kepler énoncées dans le cas de planétes en orbite autour du Soleil
peuvent étre généralisées a tout satellite ou planéte en orbite autour d'un astre.




1¢re |oi de Kepler

Premiére loi de Kepler ou loi des orbites :

Dans le referentiel héliocentrique, la trajectoire du centre de gravité d'une planete est une ellipse
dont le centre de gravité du Soleil est 'un des foyers.

= - - -
( Animation i @squertes légendes

Choix de I'excentricité :
Planete

e= 0.58

0.00 0.99
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— il

Soleil

Légendes :

Fet F': foyers OF
e : excentricité donnée par la relation e = —
a

d+ d'=10.00 unité arbitraire.



2¢Me |oj de Kepler

Deuxiéme loi de Kepler ou loi des aires :

Le segment de droite reliant les centres de gravité du Soleil et de la planéte balaie des aires
égales pendant des durées égales.

T———— T : :
(;eret animation ﬁasquer les Iegendes;_
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Legendes :

= Fet F': foyers OF
e - g——— e : excentricité donnée par la relation e = —
9t - 10:t4

a : longueur du demi-grand axe

Les aires des secteurs colorés sont égales.



3¢me |oj de Kepler

Troisieme loi de Kepler

- #1108 = &
ou loi des périodes : T= 3,15x10°m
a= 1,50x10"°s

Pour toutes les planéetes - & 2.96x107%% m?
du systeme solaire, le
rapport entre le carre de
la période de révolution T
et le cube de la longueur a
du demi grand-axe est Vénus
constant :

~£. = constante. °
a:l

Mercure

Cette loi peut étre o

géneralisée a tout satellite
ou planete en orbite
autour d’'un méme astre.
La valeur de la constante
dépend de la masse M de
|'astre attracteur.

Afficher les valeurs de a et T pour chague planéte en survolant leur orbite.



Etude des trajectoires circulaires

Savoir-faire 2 — Etablir que le mouvement est uniforme et déterminer sa période.
Etablir Ia troisiéme loi de Kepler dans le cas particulier de Ila trajectoire
circulaire.
On considere un satellite en orbite autour de la Terre, dans le cas particulier ou cette orbite est
circulaire (rayon ry).
On se place dans le référentiel géocentrigue, muni d’'un repére polaire dans le plan de l'orbite, de
centre O (centre de la Terre). On note M le point repérant le satellite, et m sa masse.

On note Ry = 6400 km le rayon de la Terre et M = 6,0 x 104 kg sa masse.

On donne G =6,67.10-"" m3.kg-1.s2,

1. Montrer que le mouvement est circulaire uniforme, c’est-a-dire que la norme du vecteur
vitesse (ou la vitesse angulaire) est constante.

2. Donner l'expression de la norme v de la vitesse sur lorbite, puis de la période du
mouvement, en fonction du rayon R, de la masse de la Terre M, et de la constante G.



Etude des trajectoires circulaires

Propriete : Vitesse le long d’une trajectoire circulaire

Dans le cas d’'une trajectoire circulaire, le systeme parcourt cette
trajectoire a la vitesse constante v, :

v =
¢ T T,

ou r, est le rayon de la trajectoire circulaire, T est la période de
revolution et m,q €St la masse de 'astre autour duquel orbite le
systeme.




Etude des trajectoires circulaires

Propriéte : Constante de la loi périodes
Le carré de la période de révolution sidérale d’'une planéte est proportionnel
au cube du rayon r, de la trajectoire circulaire qu’elle décrit :

T? Ar?

3 j—
L G. Mystre

oU m e €St 1a masse de I'astre autour duquel orbite le systeme.

On admettra que ce résultat se généralise a n’'importe quelle trajectoire
elliptique en remplacant le rayon de la trajectoire circulaire r, par le demi-
grand axe a de la trajectoire elliptique :

T? Ar>

_3 —
a G mastre




Et I'énergie dans tout ca ?

Savoir-faire 3 — Exprimer I’énergie mecanique pour le mouvement circulaire.

Dans la suite, le satellite est en orbite basse, donc a une altitude (mesurée par rapport a la
surface de la Terre) h > R;. Sa distance au centre de la Terre 0 estdonc ry, = Ry + h.

1. Calculer sa période de révolution autour de la Terre.

2. Calculer également sa vitesse. Cette vitesse, qui est celle nécessaire a la mise en orbite d’'un
objet a altitude nulle, est appelée « premiere vitesse cosmique ». Ceci s’applique pour les
satellites assez bas, comme par exemple I'lSS (h = 400 km).

3. Energie mécanique : donner I'expression de I'énergie mécanique de la masse m en fonction
de G, M, m et ry, et montrer qu’elle est bien négative.

4. En bonus : Par un bilan énergétique, déterminer la vitesse que doit avoir une fusée pour
échapper a lattraction gravitationnelle de la Terre. Cette vitesse est appelée « seconde
vitesse cosmique » ou vitesse de libération.



Et I'énergie dans tout ca ?

Propriétés : Energies pour une trajectoire circulaire

= Energie cinétique :

1 m .m
E,=-m.v2 = G, —astre: -
2.1
= Energie potentielle :
m m
gp - G astre _ —Z.SC
To
= Energie mécanique :
m .m
8m = 8C + gp = —gc = —Ga;L <0 (étatlié — trajectoire bornée)
Ty

On admettra que ce résultat se généralise a n'importe quelle trajectoire elliptique en remplacant le
rayon de la trajectoire circulaire r, par le demi-grand axe a de la trajectoire elliptique :
mastre-m

E, = —G.
m 2.a




Les satellites

GEO

36000 km /36000 km

500 km /1000 km |
\ 7

MEO
20000 km /20000 km

Libération

&

GTO
200 km / 36000 km




Les satellites géostationnaires

Savoir-faire 4 — Deéeterminer I'altitude d’un satellite géostationnaire et justifier
sa localisation dans le plan équatorial.

On considere un satellite en orbite autour de la Terre, dans le cas particulier ou cette

orbite est circulaire, dont on note R le rayon.

On se place dans le référentiel géocentrique, muni d’un repére polaire dans le plan
de l'orbite, de centre O (centre de la Terre). On note M le point repérant le satellite,
et m sa masse.

On note Ry = 6400 km le rayon de la Terre et M; = 6,0.10%* kg sa masse. On donne

G =6,67.10-" m3.kg-'.s2.

On considere un satellite géostationnaire.

1. Expliquer en quoi “géostationnaire” consiste, et quel type d’orbite cela implique
(en termes de forme, de localisation et de période).

2. Donner I'expression de la période du mouvement en fonction du rayon R, de la
masse de la Terre M et de la constante G. On pourra pour cela appliquer le PFD
au satellite.

3. En déduire la distance R, puis l'altitude h par rapport au sol.

t trajectoire du satellite

i‘L
SRS

J
(&2 | 1 ,‘
Nl O %race au sol

\

7// du plan du

IS } mouvement



Les satellites géostationnaires

Propriete : Mouvement d'un satellite géostationnaire

Dans le réferentiel géocentrique, un satellite géostationnaire suit une
trajectoire circulaire et uniforme dans le plan de I'equateur a une
altitude h = 36 000 km avec une période de Tg;q4rq; = 23 h 56 min 4 s.
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Et pour l'interaction coulombienne?

Expérience de Rutherford (1911)

Feuille

d'or \
e

\\_\ Collimatsur Détecteur
{plomb) (sulfure de zinc)



