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EXERCICE 1

1.

(@) VxeR, f(x) <sin(x).
(b) Ix eR%, In(x) =5.

(c) VneE,dke”Z, n=2k.
(d) 3me FVxeE, m> x.

(@) IxeR, f(x) =sin(x)
(b) VxeR}, In(x) #5.

(c) AneE,VkeZ n#2k
(d VmeF dxeE, m<x.

EXERCICE 2

1.

Soient x et y deux nombres rationnels. Alors il existe p,q, p',q' € Z (avec g # 0 et g’ # 0) tels que x = Z et

!/ + !/
Mais alors x+y = pq—foq Or pq’'+p’ g est un nombre entier (par sommes et produits de nombres entiers)

et ¢q' est un entier non nul (produit de deux entiers non nuls). On en déduit donc que x + y est un nombre
rationnel.

On raisonne par récurrence sur n = 2.

e Initialisation: onI’a vue a la question précédente.

e Hérédité : soit n €N, n = 2, tel que toute somme de n nombres rationnels soit un nombre rationnel.
On veut montrer que toute somme de 7 + 1 nombres rationnels est un nombre rationnel.

Soient x1, X2,..., X, Xn+1 des nombres rationnels. x;+Xp +---+ Xy + Xpe1 = (X1 + X2 + -+ Xp) + Xp41. OT
(x1 + X2 + - -+ + x) est un nompbre rationnel (d’apres ’hypothese de récurrence) et x,; est un nombre
rationnel aussi. On s’est donc ramené a une somme de deux rationnels (et on sait qu’elle est rationnelle
d’apres la question 1. On a donc prouvé 'hérédité.

e Conclusion : la propriété est initialisée et héréditaire, elle est donc vraie pour tout n = 2 (d’apres le
principe de récurrence simple).

. Supposons par 'absurde que la somme d’un rationnel r et un irrationnel x soit un nombre rationnel s. On

aurait r + x = setdonc x = s—r. Or, s—r est la somme de deux nombres rationnels, donc est rationnel, et
x est irrationnel. On a donc obtenu une inégalité entre un rationnel et un irrationnel, absurde. On conclut
que la somme d'un rationnel et un irrationnel est toujours un nombre irrationnel.

Premier exemple : x = V2 et y = —/2. x et y sont tous les deux irrationnels, mais leur somme (0) est un
rationnel.

Deuxiéme exemple : x = v2 et y = v/2. x et y sont deux irrationnels et leur somme (21/2) est irrationnelle.



EXERCICE 3

On va raisonner par récurrence (a deux crans) sur n € N*.

e Initialisation: Pour n=1,ona u; =1 et 0! < u; < 1! donc la propriété est vérifiée.

Pour n=2,onau; =2etl! < up <2!donc la propriété est vérifiée.
e Hérédité: Soit n € N* tel que
(m-D!'<su,<n! et n<up<m+1)!

(on veut montrer que (n+ 1)! < up42 < (n+2)0)

Or, en additionnant les inégalités données par '’hypotheése de récurrence, on a
m=-D'+n'<u,+up1<n'+n+1)!
puis, en multipliant par (n + 1) (qui est, bien s{ir, strictement positif) :
m+D)((n-D!+n)<sn+D(up+ups))<n+D'+(n+1)(n+1)!

soit
m+D!+n+D(n-D!'<upo<(n+1(n+2)

D’une part, (n+ 1)!(n+2) = (n+2)! etd’autre (n+1)!+ (n+1)(n—1)! = (n+ 1)! donc on peut en déduire
(n+D'< Uy < (n+2)
ce qui termine I'hérédité.

e Conclusion : La propriété étant initialisée et héréditaire, on conclut (par récurrence a deux crans) qu’elle
est vraie pour tout n € N*.

EXERCICE 4

1. Sn_ZZk ZZk 2"(n+1)_
n n n+l _

2. T,= Y 2F= 2’“—1:%—1:
k=1 k=0 -
n-1

3. P,= ﬂ:
k=1 k

4. Qu=]]3k=[3"nl]
k=1
n n

5. Wn22(2)7n_k22(,€)7” K1k = (74 1)"
k=0 k=0



EXERCICE 5
1x4

1x2x3 4x2x3

1 1
1. e Initialisation : pour n = 1, on obtient ou encore 5 = s qui est, bien évidemment,

vraie.
L 1 n(n+3
o Hérédité : soit neN* tel que )_ T o (n+3) .
S kk+D(k+2) 4(n+1)(n+2)
el 1 _ (m+D(n+4)

(On veut montrer que kgl T DK D - 1203
Or, d'une part,

n+1 1 1 1

Z k(k+1)(k+2) - Z k(k+1)(k+2) * n+D(n+2)(n+3) > >
k=1 k=1 par hypothese

nn+3) 1 de récurrence
T in+Dn+2)  nrD(n+2)n+3)
_ n(n+3)%+4
C4An+1)(n+2)(n+3)
. nP+6n°+9n+4
CA(n+1D)(n+2)(n+3)

et d’autre part,

(n+D(n+4)  (n+1D*(n+4)

4n+2)(n+3) 4n+1)(n+2)(n+3)
_ (n*+2n+1)(n+4)
C4n+1)(n+2)(n+3)
_ n’+6n°+9n+4
T An+1)(n+2)(n+3)

nil 1 (n+1)(n+4)
Donc on peut conclure E =
o k(k+1)(k+2) 4(n+2)(n+3)

e Conclusion: la formule étant initialisée et héréditaire, par le principe de récurrence, elle est vraie pour
tout n € N*.

et 'hérédité est prouvée.

2. Apres calcul, on trouve

1 12 1 12

k(k+1)(k+2) k k+1 k+2




n 1 1241 LA | 12 1
I T ae R I T I RE ) W
Skk+1)(k+2) 22k Zk+l 22 k+2
1201 n+11 1n+21
:—Z—— — 4+ — —_
2imk 2k 2imk
1 1 141 1 1 L 1 1 121
=—4-F+=) ——o——— =) —+ + +=) =
2 4 2k 2 n+l ko 2n+l) 2n+2) 2Dk
1 1 1
- +

T4 2+l 2n+2)

B m+1)(n+2)-2n+2)+2(n+1)
B 4(n+1)(n+2)

_ n*+3n+2-2n—4+2n+2

B A(n+1)(n+2)

B n%+3n

4An+1)(n+2)

B nn+3)

T Am+1)(n+2)

EXERCICE 6

1 ona[ao=1}[a)=} (3] <[ @] =4 (5] = 4 < A =[2b @)= 4 (3) = x =[5t @)= [§) = 4 <y -
14]
D’autre part, = apdy :, = apa; + a1 a4 :, =apaz +aya; + axag :, = apaz +aya; +
a2a1+a3a0:et:aoa4+a1a3+a2a2+aga1+a4a0:
On conjecture que, pour tout n €N, S;; = a;41.

n
2. OnaTy,= Z kaya, . En faisant le changement d’indice k' = n — k, on obtient
k=0

n n

Tp=) (n—K)ap_par=)_ (n-k)agan
k=0 k=0

n
puis, en additionnant les deux formules pour T),, on obtient 27, = n Z aian—i = nSy,.

k=0
3. Pourtoutn € Non a
1 [2n+2
(ﬂ+2)dn+1—(”+2)m(n+l)
2n+2)!

T+ D+ 1!



et

1 (2n
22n+1)a, =22n+ l)m ( " )
_22n+1) (2n)!

n+1 n'n!
_2@2n+ NECm(n+1)

(n+1n'n(n+1)
2n+2)!

(n+D!(n+1)!

ce qui prouve I'égalité voulue.

4. PourtoutneNona:
n+1 n+1

Sne1+ Tne1 = ) Grapii—k+ ) kaianii—k
k=0 k=0
n+1
= (k+1aran1-x
k=0
n+l1
=apan1+ ) (k+1)axans1—k
" k=1 > changement d'indice k' = k—1
=dp+1t Z (k+2)ax1an—x
k=0

n
=ap1+ ) 22k +Dagan—

k=0
n n
=ausy +4 Z kaya,_i+2 Z aiQpn_i
k:O k:0

=dap+1 +2nS,+2S,

Puis, comme T, = ”T“Snﬂ, on en déduit :

n+3
2 Sn+1 :an+1+2(n+1)sn.
5. e initialisation: pour n =0 on a bien a; = S.

e hérédité: soit n e N tel que S;, = a,+1, on veut montrer que Sy+1 = d+2-
Ona ”T”Snﬂ = an+1 +2(n+1)S,, mais alors, par hypothése de récurrence :

n+3 n+3
) Spi1=apr1+2(n+1ay1=2n+3)apy =

an+2

Donc S;+1 = au+2 ce qui termine 'hérédité.

¢ Conclusion: la propriété étant initialisée et héréditaire, on en déduit, grace au principe de récurrence,
que
VneN, S,=a;+1.



