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Corrigé du DM 21

Application linéaire

1.a) Soit # € E ; comme (a, f(a), f?(a)) est une base de E alors il existe a, 3,7 € C tels que
r = aa+ Bf(a) + vf?(a). Par linéarité de f on a :

FPa) = af’(@) + Bf (@) +7f°(a) = af’(x) + BF(f* () + 72 (f*(a))

Or f3(a) = a, donc f3(z) = aa + Bf(a) +vf%(a) = z.

b) Il vient : f20 f = fo f2 =Idg. Donc f est bijective d’application réciproque f2.

Comme f est linéaire, | f est un automorphisme de E et f~! = f2.

2.a) Soit A € C.
f(OE) =0 et \Og =0 donc O € E)\ et E)\ 75 @
Soit u,v € Ey et a, 5 € C,

flau+ Bv) = af(u) + Bf(v) = alu+ SAv = Aau + Bo)

donc au + Bv € Ey, E) est stable par combinaison linéaire.

pour tout A € C, E) est un sous-espace vectoriel de F. ‘

Alinsi,

b) Soit A € C tel qu’il existe une vecteur u € E non nul tel f(u) = Au. D’aprés 1a), il vient :

u=f(u) = f(f(f(w) = F(FOu)) = Af(f(u)) = M (M) = N f(u) = Nu
Donc (1 — A3)u = 0g. Comme u # 0g alors 1 — A3 = Oc.
Ainsi, |¢'il existe x € E\{0g} tel que f(z) = Az alors A3 = 1.

¢) Soit A tel que A3 = 1. Cherchons z = aa+8f(a)+vf*(a) € E (décomposé dans la base proposée)
tel que f(x) = Az. Rappelons que f3 = f.

flz) =Xz & af(a)+Bf*(a)+va=raa+ ABf(a) + Ay f*(a)
par identification des coordonnées

a=M\3
& 8= Ay
v = A

en remontant le systéme, on trouve

a= Mo
& B =X\a

v = A
32
& {f:iaa car A3 =1

donc Ey = {a(a+ N f(a) + A\f%(a); o € C} et zy = a+ X2 f(a) + Af?(a).

- 2T

Ainsi, | By = Vect(a + A f(a) + A\f?(a)) avec X € {1; % e"?}_




/
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Intégration sur un segment

1. F(0) =0et F(1) =In(2) donc F est définie et positive en 0 et en 1.
Soit = €]0, 1], alors 0 < 22 < 2 < 1 et In est continue sur [22, z] et ne s’annule pas.

n(0) est continue sur [22, z], donc l'intégrale est définie en .
n
Donc F est définie sur [0, 1]. De plus,

Ainsi, t —

1
2
Vt € %, x], n(0) <0

/ Ldt S/ 0dt =0
22 1n(t) 22

Et donc, en multipliant les membres de cette inégalité par -1 : F(z) > 0.

La croissance de l'intégrale donne :

Ainsi ’F est définie et positive sur [0, 1] ‘

/

est de la forme avec u(t) = In(¢t) ; ainsi, une primitive sur

1
2.a) 0 r t—
a) On remarque que Fin()

10,1, est t — In(|1n(¢)]) = In(—In(¢)). Donc pour x €]0,1],

v g ) —in(@) In(a) 1
Ainsi, | Vz €]0,1], / : “z’it) — )]

b) Soit x €]0, 1],

t T
2<t<a<i ® < < tIn(t
O<z*<t<zr<l = () = T = $In(d) car tln(t) <0
N T . 1 < 72
tin(t) — In(¢) ~ tln(t)
x 1 z? . 9 . _y
Ort— , b et t — ——— sont continues sur [z*, ], alors la croissance de l'intégrale
tIn(t) In(t) tIn(t)

donne :

T T T 1 T QZQ T 1 T 1
dt < — dt < e [ —— dt< -Fz)<a2® | —at
/352 tin() " = /xz ()" = /1,2 t1n(t) < /mg @t s Fl)se /362 tIn(t)

par linéarité de l'intégrale
—zIn(2) < —F(z) < —22In(2)
2?1n(2) < F(z) < x1n(2)

8

Ainsi, |Vz €]0,1[, 2%In(2) < F(z) < zIn(2) |

3.a) Comme cela a été vu a la question 1, t — est continue sur |0, 1], ainsi, elle posséde une

1
In(t)

primitive : notons g une telle primitive. Pour z €]0,1[, on a :

F(z) = —[g(t)]52 = —(9(x) — g(2*)) = g(2*) — g(2)

De plus, g est, par définition, de classe C! sur ]0,1].

L’application  — 22 est de classe C! sur ]0, 1[ & valeur dans ]0, 1[. Par composition de fonctions de
classe C1, on obtient que z — g(z?) est de classe C* sur ]0,1].

Finalement, par somme de fonctions de classe C',

F est de classe C', en particulier dérivable, sur |0, 1[|.

2
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b) 1l reste & établir la continuité de F en 0 et en 1 puisque F est de classe C! sur ]0, 1[, d’aprés 3a),
et donc en particulier continue sur |0, 1[.

Etude de la continuité en 0 : on sait déja que F(0) = 0.
Considérant l'inégalité obtenue au 2b) : }gr%) 22In(2) = 0 et iig(l]xln(Z):O.

Le théoréme des encadrements donne que F' admet 0 pour limite finie en 07 :

lim F(z) =0= F(0
lim F(z) (0)
Donc F' est continue en 0.
Ici, il est inutile de préciser que l'on s’intéresse uniquement & la limite & droite car la fonction
est uniquement définie a droite de 0.

Etude de la continuité en 1 : on sait déja que F(1) = In(2).
De méme, par encadrement sur I'inégalité obtenue en 2b), f admet une limite finie en 1 et cette
limite est In(2). Ainsi, F' est continue en 1.

Ainsi,

F' est continue sur [0, 1] ‘

c) D’apres le travail effectué en 3a), pour = €]0, 1],

2 1 r—1

F(z) =g(®)—g(x) = F'(z)=2xg(2*)—g'(x)= In(2?) - In(x) - In(x)

Ainsi |V €)0,1, F'(z) = ”f(; .
n\ax

On sait déja que F est de classe C! sur |0, 1], d’apreés ce qui a été fait en 3a).
Etudions la limite de F” sur les bornes de I'intervalle afin de mettre en oeuvre le
théoréme de prolongement des applications de classe C! :

z—1
lim —— = 0 par opération sur les limites (pas de forme indéterminée)
z—0 ln(x)

In(1
M =1. Or lim z — 1 = 0, par composition de limites :

On sait que lim
u—0 U z—1

ln(x):ln(1+(x—1))_>1 N limx_lzl
x—1 x—1 z—1 z—1 In(z)

F est continue sur [0, 1] et F’ est continue sur |0, 1] et admet des limites finies en 0 et en 1. Ainsi,
par prolongement F' est dérivable en 0 et en 1 et F'(0) = lir% Fl(z) =0, F'(1) = lim1 F'(z) =1.
r— z—

Ainsi, F est de classe C! sur [0,1] en particulier ’F’ est continue sur [0, 1] ‘

t—1
4. La fonction ¢ — —— = F/(t) est continue sur ]0, 1] et prolongeable par continuité en 0 et en 1,

In(t)

elle est donc continue par morceaux sur [0, 1], donc U'intégrale est bien définie.

Yt—1. 1 B _n
| gt = POl = PO - PO = a2




