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DM 26

à rendre le mardi 28 mai 2024

Série de fonctions

Les deux parties sont indépendantes.

Partie A - Calcul de ζ(2)

1. Véri�er, pour tout n ∈ N∗ : ∫ π

0

(
t2

2π
− t
)
cos(nt)dt =

1

n2

2. Établir, pour tout m ∈ N∗ et tout t ∈]0, π] :
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)
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2 ,

puis
m∑
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cos(nt) =
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(
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2

)
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(
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2

)
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(
t
2

)
3. Soit u : [0, π]→ R une application de classe C1.
Montrer, à l'aide d'une intégration par parties :∫ π

0
u(t) sin(λt)dt −→

λ→+∞
0

4. Soit l'application f : [0, π]→ R dé�nie par f(t) =
t2

2π − t
2 sin

(
t
2

) si t ∈]0, π] et f(0) = −1.

Montrer que f est de classe C1 sur [0, π].

5. a) Montrer : pour m ∈ N∗,

m∑
n=1

1

n2
=
π2

6
+

∫ π

0
f(t) sin

(
(2m+ 1)t

2

)
dt

b) Justi�er la convergence de la série
∑ 1

n2
, pour n ≥ 0 et montrer que

+∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.
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Partie B - Étude d'une fonction dé�nie par la somme d'une série convergente

On rappelle que la série
∑ 1

n2
converge et que sa somme est

+∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

6. a) Montrer que, pour tout couple (x, y) ∈ [0,+∞[2, les séries suivantes convergent :∑
n≥1

1

(n+ x)(n+ y)

∑
n≥1

1

(n+ x)2(n+ y)

b) Montrer que, pour tout x de [0,+∞[, la série
∑
n≥1

(
1

n
− 1

n+ x

)
converge.

On note S l'application dé�nie, pour tout x de [0,+∞[, par S(x) =
+∞∑
n=1

(
1

n
− 1

n+ x

)
.

7. Calculer S(0) et S(1).

8. a) Établir : ∀(x, y) ∈ [0,+∞[2, S(y)− S(x) = (y − x)
+∞∑
n=1

1

(n+ x)(n+ y)
.

b) En déduire : ∀(x, y) ∈ [0,+∞[2, |S(y)− S(x)| ≤ π2

6
|y − x|.

c) Montrer alors que la fonction S est continue sur [0,+∞[.

9. a) Montrer, pour tout couple (x, y) de [0,+∞[2 tel que x 6= y :∣∣∣∣∣S(y)− S(x)y − x
−

+∞∑
n=1

1

(n+ x)2

∣∣∣∣∣ ≤ |y − x|
+∞∑
n=1

1

n3

b) En déduire que la fonction S est dérivable sur [0,+∞[ et que : ∀x ∈ [0,+∞[

S′(x) =
+∞∑
n=1

1

(n+ x)2

c) Préciser les valeurs de S′(0) et S′(1).


