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Corrigé du DM 26

Série de fonctions

Partie A - Calcul de ((2)

1
1. Soit n € N*. Les applications u : ¢t +— % —tetwv:tr —sin(nt) sont de classe C! sur [0, 7], par
n

intégration par parties on a :

Iy t2
/ < - t> cos(nt)dt
o \27
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A nouveau, les applications ¢t — %—1 et v :t— —— cos(nt) sont de classe C' sur [0, 7], par intégration par parties

n2
on a:
Tt 1, t 1 " 1 1
— —1) —sin(nt)dt = — — 1) | —— cos(nt) - — | ——5 cos(nt) ) dt
0 ™ n ™ n 0 o T n
0—(=1) (—— L7 cosntyat
= 0—(— - — cos(n
nQ'IT 2 0
1 1 . 1
= a2t [sin(nt)]y = 2
e 1
Ainsi, | Vn € N*, / (— — t) cos(nt)dt = —
o \2m n
2. Soient m € N* et ¢ €]0, 7], alors e # 1 et la formule d’Euler donne :
1— eiw{nt eit _ eit eimTt e_imT/t — eimT/t _ eit(lJr%*%) 2sin (*Z%f) _ sin (%) ej’ (szrl)t
1— e €l s —¢it 2sin (—it)  sin (%)

De plus, identifiant la somme des termes d’une suite géométrique, on a

\ , . (m41)t . tm

m m . tm

41— e sin (X)) (nsaye COS( 2 )SIH(Q)
Zcos(nt) =Re (Z e"t> =Re (e”eﬁ) =Re <.(§>el( ;1)t> = -~
n=1 n=1 1—e B (5) sSin (5)
m cos ((m;rl)t) sin (nQizt)
Ainsi, | Vm € N*, t €]0, 7] Zcos(nt) = —
— sin (5)

1
3. Soit uetv:t— Y cos(\t) sont de classe C! sur [0, 7]. Une intégration par partie donne

™ 1 ™ ™ 1
/ u(t)sin(A\t)dt = |—<cos(A\)u(t)| — / — = cos(\t)u/ (t)dt
0 A o Jo A
Inégalité triangulaire
1 1
‘X cos(Am)u/(m)| + ’Xu/(())
Croissance de l'intégrale

ﬁ <u’<w>| + [ (0) / W u’<t>dt) At

3

IN

+

/O7r 7% cos(At)u'(t)dt

/0 ") sin()\t)dt’
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Par encadrement / u(t)sin(At)dt — 0
0

A—+oo

. t t2
4. » Etude sur |0, 7] : les applications ¢ — 2sin 5) et t — 5— —t sont de classe C* sur ]0, 7 et 2sin (§) ne
U

s’annule pas. Par quotient, f est de classe C' sur ]0, 7.
Etude en 0 : travaillons & établir un DL;(0)

2 t
o o ! t
f®3 2L +o(t?) 0 14o0(t) 0 +27T+0()

Comme f admet un DL;(0) et f(0) = —1 alors f est continue et dérivable en 0.

Ainsi, d’aprés le théoréme de prolongement des applications de classe C' on a que | f € C*([0,7]) |
5. a) Soit m € N*, d’aprés 1) on a :

m

Zniz - Z/ <——t) cos(nt)dt

n=1
par linéarité de 'intégrale
m

= /OTr (——t)ZCOb (nt)d

d’apres 2)
T2 cos ((m;l)t) sin (2¢)
= — 3 — dt
Jo 2 slln (5)
or cosasinb = 5 (sin(a + b) — sin(a — b))
T2 sin ((Qm;d)t) — sin (%)
L (e e,
Jo \2m 2sin (5)
I i (2m+1)t
= = t— —dt t)sin | ——— | dt
2/0 o +0f()bm( 2

Enfin, on a :

m

1 2 7 2 1)t
Ainsi, [ Vim €N°, 37— = 4 | f(0)sin (‘( =3 )—> dt|.
n=1 0

b) D’aprés 4) f € C?([0n]) ; donc d’aprés 3)

/f <2m+1))dt S
A—4o00

m 2

.. T
Ainsi E —_ — —.
n2 m—+toco 6

n=1

1 =1
Enfin, |la série Z — converge et Z — =—
n n

n=1

Partie B - Etude d’une fonction définie par la somme d’une série convergente
6. a) Soit z,y € Ry :

1 1 1 1
(n+2)(n+y) oo n? (n+2)2(n +y) nrvoo 0
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. 1 1 . . . A
Comme les séries ) — et ) — sont des séries de Riemann convergentes (2 > 1 et 3 > 1), par comparaison de série & termes
n n

Proposition de corrigé du DM 26

1 1
les séries et convergent.
Xt aniy) ey O
1
Ainsi, tout z,y € R, les séri t t.
insi, | pour tout z,y + les séries > CEICET) et > L convergen
b) Soit z € Ry et n € N* :
1 I T
n n+x (n+z)(n+0)
D’aprés la), la série ) | ———————— converge (cas ot y = 0).
p ) Z(n+x)(n+0) verge ( y=0)
1
Ainsi, | pour tout z € Ry, la série > ( - ) converge.
n n+x
“+o0 1 1 “+oc
7. « 5(0) = - — = 0=0
02 (i v0) "2
“+o0o N
1 1 . 1 1 . 1 1l .
S(1) = nzz:l (5 . 1> = NLHEQO; <ﬁ o 1> = NLHEool TN LT 1 (téléscopie)
Ainsi, | S(0) =0 et S(1) = 1|
8. a) Soit z,y € Ry,
+oo +oo
1 1 1 1
sw-s@ = X (3-m) -2 (37
n=1 n n+y n=1 n ntz
X1 1 1 1 .
= Z - — o (op sur des séries convergentes)
—\n n+y n n+x
B *f( 11 >
o n+xr n+y
_ f(nw)f(nm
2t a)n+y)
“+oo y—z “+oo 1
- nz::l mt+a)nty) (y_x)nzzjl (n+2z)(n+vy)
+oc 1
Ainsi, |V R S(y) — S(z) = (y — .
msi, T,y € + (y) (.’l?) (y x)nz::l (n+x)(n+y)
b) Soit z,y € Ry et n € N*,
1 1
> n? <
(n+z)n+y)>n DTy S

Par sommation sur n € [1, N] avec N € N*,

al 1 A
R TR OE
= 2
n=1 (n + x) (n + y) n=1 n
Les séries étant convergentes, par passage & la limite, on obtient
—(nta)nty) = —n? 6
R 1 2
Donc |S(y) — S(z)| =y — — < |y —x|—.
) = S| =y =2l . gy <l = ol
>0

2

Ainsi, | Va,y € Ry, |S(y) — S(@)| < T-ly - al.




Lycée Saint-Exupéry — MPSI 2023/2024 — Mathématiques Proposition de corrigé du DM 26

2

c) Soit x € Ry, comme lim W—\y — x| = 0 alors par encadrement lim S(y) — S(x) = 0 ou encore lim S(y) =
y—=x 0O y—z y—x

S(x) : c’est la définition de la continuité de S en x.
Ainsi, | S € C(R4).
2
0
Autre approche : f est F—lipschitzienne et donc continue sur R .

9. a) Soit z,y € Ry avec x # y. D’aprés 3a), il vient

S(y) = S@) _ *Z” 1

y—r e mramty)
\ N . 1 .
D’aprés 1a), (cas ou y = x) la série ) SR Il vient
S(y)—S(:c)_f 1 _ i‘“ 1 1
TR S TR Z i nmty) @
SRR R
— (n+z)*(n+y)
, o :
R Ve o
Sy) —S(z) X1 = 1
_ < z—y -
TErE M S0 DY ey T
>0
400 1
< lz—1yl Z )
n=1
L’inégalité () résulte du fait que
2 3 1 1
Yn>1, (n+x)*n+y)>n° = ————<—

(n+z)*(n+y) =~ n’

puis, considérant les sommes partielles, par sommation d’inégalité et par passage a la limite, on obtient la
majoration donnée.

+00 oo
— 1 1
Ainsi, |Vz,y € Ry avec z # y, 75(’7;) S(z) — g 7( < |z —y| E -3 -
n
n=1

y—x — (n+ x)?
+o0
b) Comme lim |z — y| Z — =0, par encadrement, il vient :
Yy—x ot n

S(y)—smz*f( -

lim |z — y|
: y—z

Yy—x

Cecli est la définition de la dérivabilité de S en x.

+oo
. 1
AAII'ISI7 S e D(R+) et Vo € R+, S/(x) = n; m
00 2
oy =S L T
) S(O)inglfrﬂi(i
= X1 g2
4 = _— = _— = — — i i e
S'(1) = L GrTE BT kll (changement d’indice )
2 2

Ainsi, | §(0) = a et S'(1) = o 1.




