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CLASSE de MATHEMATIQUES, PHYSIQUE

et SCIENCE de 'INGENIEUR
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MATHEMATIQUES

Félicitations pour votre admission en classe MPSI du
lycée Saint-Exupéry de Mantes le Jolie.

Le programme de Mathématiques en classe prépara-
toire MPSI est dans le prolongement direct de celui de la
Terminale S. La partie vue en spécialité sera revue et dé-
veloppée. A 'exception de I'étude des lois & densité, vous
comiencerez ’année avec sérénité si les notions et savoir-
faire du programme de Terminale S et de Premiére S sont
assimilées et revues.

Afin de ne pas ralentir votre progression, il est
indispensable d’éliminer le plus rapidement possible les
problémes calculatoires : calculs sur les puissances et les
fractions, gestion des inégalités, factorisations, dévelop-
pements, calculs de dérivée, étude de signes (en vue de
construire un tableau de variation).

Par ailleurs la connaissance du vocabulaire spéci-
fique et des notions ensemblistes est souhaitable : quan-
tificateur (V,3), connecteur logique (et/ou), implication,
réciproque, contraposée, condition nécessaire, condition
suffisante, contre-exemple, intersection (N), réunion (U),
appartenance (€), inclusion (C), sous-ensemble, complé-
mentaire.

COURS DE SAMUEL MAFFRE

maffre.saintexupery@gmail.com

REVISIONS ?

Ce qui suit ne constitue pas une base restrictive de
révision, juste des pistes afin de vous :

rassurer quant a vos connaissances (théoriques et tech-
niques)

donner les moyens d’identifier des points & retravailler

permettre de vérifier que vos révisions ont porté leurs
fruits

donner des méthodes, éventuellement des rappels

ouvrir sur de nouvelles perspectives

donner 'occasion de passer des moments ludiques et
utiles ;-)

Le document se décompose en plusieurs fiches d’envi-
ron 1 & 2 heures chacune.
Il est avantageux de traiter ce document deux fois :
une premiére étude au début des vacances, éven-
tuellement aidée du corrigé, permettra d’assimiler les mé-
thodes proposées et la mise en forme des réponses (la ré-
daction et le formalisme sont pris en compte dans 1’éva-
luation aux concours) ;
une seconde étude, avant la rentrée, permettra de
commencer en confiance et en étant prét.
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FicHE 1

Analyse

Index - Solutions page 32

Régles de calcul d’une dérivée

Somme

Produit

Quotient

Puissance

Fonction composée

(f+9) =
(f9) = fag+fd
(022
g g*
(f") =nf' !
(fog) =(f'og) X

flg—fd

ff+4d

g/

Dérivées usuelles

f(x) f’(x_)1
1 2
z? x3
zd 423
1 1
vz (a=3) NG
sin(z) cos(z)
cos(x) — sin(x) ,
tan(x) 1+ tan?(z) = cos?(z)
exp(z) expl(i)
In(z) -

Situations qui découlent de ce qui précede :

f(x) f'(x)
u(@)® | o (z)u()*
sin(u(z)) | u'(x) cos(u(x))
cos(u(z)) | —u'(x)sin(u(x))
exp(u(2)) | w'(z) exp(u(z))
() |4

Quelques exemples :

(sin(z) cos(x))/ =

= cos(z) exp(sin

cos(x)? — sin(x)?
2z
1+ 22
()
exp(z) 1
2

2\/exp(x)

exp(z)

Exercice 1.1 Compléter le tableau suivant :

f(x) f'(=)

Il n’est pas utile, en général, de transcrire les calculs
intermédiaires. En revanche, il est apprécié que chaque
étape de raisonnement apparaisse distinctement.
Exemple de calcul d'une dérivée :
<sin(:p))/ sin’(z)z? — sin(z)(z?)’
2
x

@) .

z2 cos(z) — 2z sin(z
_ Fenle) mane)

_ z(z cos(x)m4— .2sin(x)) 3)
_ =z cos(x) — 2sin(x) (4)

3

La rédaction ci-dessus est trés détaillée ... peut-étre trop.
Toutefois, il est pertinent de renseigner au moins deux
étapes :

la (1) ou la (2) permet d’identifier la formule utilisée

la (4) est le résultat aprés une simplification qui peut
se déduire de téte.

L’idée est de permettre au correcteur de faire la dif-
férence entre une erreur de raisonnement (de formule ou
de théoréme) et une erreur calculatoire.

La perte de point, dans ’évaluation, n’est pas la méme.

Exercice 1.2 Regrouper les expressions égales :

7 a a b ac? 2 b c% ab
2 b bz a2 b b 2 a2
C a a
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Exercice 1.3 Trouver I’(es) erreur(s) éventuelle(s) du
raisonnement suivant. Préciser la (ou les) régle(s) concer-

née(s).
Soit a,b € R
a=1b = a’=ab (1)
= a?—b* =ab— b (2)
= (a+b)(a—0b)=0bla—Db) (3)
= a+b=0 (4)
= a=0 (5)

En particulier, si a =1 alors 1 = 0.

Exercice 1.4 Mettre une marque sur les cases associées
aux bonnes réponses. Identifier, dans chaque cas, la régle
justifiant la relation ou au contraire ’erreur commise :

vrai faux
a)1+ex+nx:1+e_x+n:c a Q
9 4
b) Ztsmiz) s;n(x) =1+ sin(x) Q Q

¢) In(vx) + In(y/x) = In(x) Q Q
d)siz e [—g, 0} alors sin(z) = —/1 —cos(z)2Q  Q

63:1: In (8350) B 3i

=/ =— Q Q
In (e—%) 3

—XT

£) exp(~2In(z)) = — a o

T

Etude du signe d’une expression : trois approches

Si expression est sous forme de somme, considérer le
signe de chaque terme, s’ils ont tous le méme, alors on

peut conclure directement.

Si I'expression est sous forme d’un produit/quotient,
faire un tableau de signe.

Etudier les variations de toute l’expression, ou d’un

facteur, afin d’en déduire le signe.

La méthode la plus courante est de facto-
riser 'expression et de faire un tableau de signes.
I’étude des variations d’une fonction conduit, en gé-

néral & calculer sa dérivée, puis déterminer le signe de la

dérivée pour enfin pouvoir établir un tableau de varia-
tion.

Exercice 1.5 Etudier les variations des fonctions sui-
vantes. Vous serez conduits a utiliser les trois approches
ci-dessus (dans le méme ordre).

1) Pour z €]0,1], f(x) = hll(i(l_)x)
22 4 —
2) Pour x € R\{1}, g(x) = %11

1
3) Pour x € R%, h(z) = xln <1 + >
T

On donnera les limites des fonctions f et g aux bords de
leur domaine d’étude.
Le cas de la fonction h sera développé plus loin.

Etablir une inégalité entre deux fonctions

f(z) <g(x)

Une approche (parmi d’autres) consiste a étudier le signe
de la fonction :

Vrel,

h:a—g(x) - f(z)

On vient de voir comment étudier le signe d’une expres-
sion !

Exercice 1.6 Etablir les inégalités suivantes :
Ve eR, 1—x<e™

1
2)Vz € [—,—{—oo[, r—z<In(l+z)<z

2

Factorielle et coefficient binomiaux

Par convention 0! =1

Pourne N nl=1x2x---x(n—1)xn
C’est le produit des entiers de 1 & n.

Coefficient binomial : pour p € [0,n]

<n>_ n! _nn—1)(n—-2)---(n—p+1)
) pln—p) p!

Premiéres relations :

n(n —1)

G) =) ©)=1 ()=n ()=

C(12\ 12\ _ 12x11
Exemple : (10) = <2> = 5 =66
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Exercice 1.7 Compléter :

4) (n+ 1! = n!

5 (n+1)!= (n+2)
(2n+2)!

6) (2n)!

) (.n!)2 -

Exercice 1.8 vrai faux
a) (31)% = (3%)! Q Q

b)n!l=nx (n—1)! a Q

c) (2 ) Q Q

d) (n p) = ((n+1)—(p+ 1)! Q Qa

Fonction exponentielle

La fonction exponentielle est définie, continue et déri-
vable sur R :
exp’ = exp
Pour tout réel x, on a : e* > 0.

La fonction exp est strictement croissante sur R, tend
vers 0 en —oo et vers 400 en +00.

Pour tous réels a et b on a :

a+b a b a—b _ € -b

e =e"xe’ V== e’°=—=

el =1

Fonction logarithme népérien

La fonction logarithme népérien est la fonction réci-
proque de ’exponentielle, autrement dit :

pour tout z € R, In (ex) =z
et pour tout z > 0, @) = z.

La fonction logarithme népérien est définie, continue
et dérivable sur |0, +oo.

1

Vo >0, In'(z)=-—
x

La fonction In est strictement croissante sur |0, +ool.

limln = -0

limIln = +©
o+ +o0o

Pour tous réels a et b de R, on a :

In(ab) = In(a) + In(b)

Exercice 1.9 vrai faux
a)ln8=In2+In2+1n2 Q Qa
b) eatt = caeh Q Q

c) exp <—1n @)) =2 O Q

Remarque : Dans un QCM, il peut y avoir aucune, une
ou plusieurs réponses correctes. Cocher la case "validé"
signifie que le QCM est traité, qu’il y ait ou non des cases
cochées.

Exercice 1.10 - QcM — Sur la fonction In :

Ina
Qlna—Inb=—
na—In b
Oln(ea+b)=Ina+1Inb
na _, @
b b

QCM validé Q

Exercice 1.11 Compléter le tableau donnant la limite
de la suite (¢™) en précisant "FI" pour les formes indéter-
minées.

lim ¢ ] —o0;—1] | | = 1;1] 1 | ]1;400]

lim ¢"
n—+o00
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Probabilité

Notions élémentaires avec ) fini

Considérons une expérience aléatoire £ d’univers ).

Deux événements A et B sont dits incompatibles si
ANB=1

P est une probabilité associée a &€ si :
HPQ) =1
(ii) Pour tout couple (A, B) d’événements incompatibles
alors P(AUB) = P(A) + P(B)

Soient A et B deux événements quelconques, alors
P(AUB)=P(A)+P(B) -P(ANB)
Deux événements A et B sont dits indépendants si
P(ANB)=P(A)P(B)

Considérant A, un événement de probabilité non nulle,
alors la probabilité de I’événement B sachant que A est

réalisé est : P(AN D)
PA(B) = P4

En situation d’équiprobabilité des résultats de 'expé-
rience, la probabilité d’un événement A est donnée par :

~ Card(A)

P(4) = Card(Q2)

ot Card(A) est le nombre d’éléments de A.

Exercice 1.12 vrai faux

a) Etant né a 11h47 le 27 aotit 2001, j’ai moins de chance
de gagner au loto si je joue les numéros 11,47,27.8.20 et
le 1. Q a

b) Etant né a 11h47 le 27 aott 2001, j’ai plus de chance
de gagner au loto si je joue les numéros 11,47,27.8.20 et
le 1. Q a

c¢) J’ai joué la fois derniére les numéros 11,47,27,8,20 (+ 1)
et je compte rejouer les mémes. Cela diminue mes chances
de gain. a d

d) J’ai joué la fois derniére les numéros 11,47,27,8,20 (+
1) et je compte rejouer les mémes. Cela augmente mes
chances de gain. Q a

e) Il y a autant de chance d’avoir deux dés identiques
lorsque je lance deux dés que d’avoir un 6 lorsque je n’en
lance qu’un. d d

f) Il y a plus de chance que la somme de deux dés fasse 6
que d’obtenir un 6 en langant un seul dé. a d

Considérant une variable aléatoire X définie & partir
d’une expérience d'univers 2. On note

X(Q) ={z1,z2,...

73371}
Et pour tout ¢ € [1,n], P(X = x;) = p;. On note que la
loi de probabilité (p;) vérifie :

Vi e [[Lnﬂv Di € [07 1]

n
Zpi =p1+p2t-+tpp=1

i=1
On définit 'espérance de X par :

n
E(X) = xipi = 21p1 + @apa + -+ + Tnpn
=1

On définit la variance de X par :

n

V(X) =) (¢ip) - E(X)?

=1

Exercice 1.13

1) Compléter le tableau suivant ot X est le résultat d’un
lancer d’un dé non équilibré & 4 faces :

T 1 2 3 4

0,1 10,2 0,5

2) Calculer E(X) et V(X).

3) Proposer deux fagons différentes pour déterminer
P(X > 2).

Exercice 1.14 Considérons une urne contenant 3 boules
vertes et 2 boules rouges. On effectue des tirages sans re-
mise d'une boule. Soit Y la variable aléatoire donnant le
rang oil ’on obtient la boule rouge.

1) Donner Y (Q).
2) Déterminer la loi de Y.

Indication : On pourra introduire I’événement V;, "une boule

verte est obtenue lors de iéme tirage et R; = V.

3) Calculer son espérance.
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Raisonnement

La récurrence

La récurrence permet de montrer qu’une propriété, P(n),
est vraie pour tout entier naturel n > nyg.
Elle se rédige en trois étapes avec plusieurs variantes :

Initialisation : on montre P(ng) est vrai. L’initialisa-
tion peut parfois porter sur plusieurs rangs; en fait, on
établit la propriété sur tous les rangs permettant la pre-
miére transition.

Hérédité : on prend n > ng (fixé mais quelconque)
On suppose que :
variante 1 : P(n) est vraie
variante 2 : P(k) est vraie pour tout k € [ng;n]
On montre que P(n + 1) est vraie.

Conclusion : puisque la proposition est vraie au rang
initial et qu’elle est héréditaire, elle est vraie pour tout
rang n > ng.

Exemple : Montrons par récurrence que pour tout n €
N* :
- n(n+1)
P(n) : E=1+924+... -1 == -7
(n) kg 1 +2+---+n +n 5

1

Initialisation : Pour n = 1, on a Z k = 1 et
k=1
1 141
X(2+) = 1. Ainsi /P(1) est verifice.
Heérédité : Soit n > 1. Supposons P(n) vraie.
n+1
ko= 142+ +n4n+1
————
k=1
par I’hypothése de récurrence
1
= n(n2+ ) +n+1
) n+1
factorisons par 5
n+1
- (n+2)
2
Donc P(n + 1) est vraie.
n
_ n(n+1)
Concl :Vn €N, k= ———
onclusion : Vn Z 5

k=1
Remarque : Une récurrence comporte une part de ré-
daction & bien formaliser et une part de calcul technique
qui sont cependant encadrés par le fait que I'on sait déja
quel est le résultat a obtenir.

La premiére instance de 'hérédité doit étre
traitée dans la phase d’initialisation.

Exercice 1.15 Montrer par récurrence les propriétés
suivantes.

1) Pour tout n € N* :

nn+1)(2n+1)

P(n): Y k* =142°+ - +(n—1)"4n’ =

k=1 6

2) Pour tout n > ng avec ng € N et ¢ € C\{1} :

P(n) : i F—gnoqpgnotl o gt =g 1-gmmort
: Y, 4" =q"+q " =q -

k=ng

u():—l U1=3

3) Considérant la suite : { Wn € N, ty4a = dugs — 3uy

VneN, Pn):u,=-3+2x3"

Indication : Comme la relation de récurrence permettant de défi-
nir (u,) est d’ordre deux, alors il faudra initialiser sur les rangs 0 et

1, et formuler ’hypothése de récurrence sur deux rangs consécutifs.

L’expression de ces sommes est & retenir
n n n
)LD DY
k=1

k=1 k=ng
Exercice 1.16 Compléter les identités remarquables
suivantes :
Pour factoriser :

a?—b=...
a® 4 2ab + b?
a’? —2ab+b* =
Pour développer :
(a—b)?=...
(a—0b)(a+b)=...
(a+b)?=...

Exercice 1.17 Factoriser les expressions suivantes :
D@+1)(z+1)—4(z+2)>%=...
2)(x—2)(z+2)+2x+5=...

3)2c —2b—ar+ab=...

4) (z+y)? —day = ...

Exercice 1.18 Développer et réduire les expressions sui-
vantes :

D(WV2-1D(2+1)=...
) (z+1)(z+2)(z+3)=...
3)(a+b)?*+(a—b*=...
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FICHE 2 Index - Solutions page 36

Analyse

Fonctions puissances
Pour tout = > 0 et a € R, on pose 2* = ",
La fonction x — x® est appelée fonction puissance a.

Les fonctions puissances sont définies, continues et dé-
rivables sur ]0, +o0[.
La dérivée de = — 2 est = — ax® L.

Pour tous (z,y) €]0, +oco[? et (a, 3) € R?, on a :
1 @ @

22l =200 (%) =2, In(z*) = alnz.

Remarque : Quelques cas particuliers :

Si p € N, on peut définir z — 2P sur R (par exemple
T 2?).

Sip € Z* , on peut définir x — aP sur R* (par exemple
x> 73,

Si ¢ € N*, on note

Vr =x1

Si ¢ est pair, x — x est définie sur Ry (par exemple :
la racine carrée z — /).

Si g est impair, = — ¥z est définie sur R (par exemple :
la racine cubique x — /).

Pour tout >0, p€ Z et g € N*, on a:

= (V)" = ¥

Y]

xT

— rea
-- a-VT

2
T

4l . : e o ;1:>—>.'r"’ §

Exercice 2.1 Considérons I'application :
frz—=(z+1)°

1) Justifier que f est définie sur I =| — 1, 4o00].

2) Donner les limites de f en —1 et en +oo

3) Donner ’expression de f’.

4) Donner I’équation de la tangente a Cy en 0.

5) On introduit g : = — In(x + 1) + % Etudier les

x
variations de g. Calculer g(0) et en déduire le signe de g.

6) En déduire les variations de f.

7) Tracer 'allure de la courbe Cy.

Exercice 2.2 Simplifier les expressions suivantes.

vrail faux

1+v2 a o

——F==V2+V3 Q o

c) 7 Q Qa
Limites usuelles
In(1 r—1 i
i BOHD) g, o gy, S
z—0 x z—0 xT z—0 T
1 a1
Va #0, lim % =«
x—0 T

Exercice 2.4 Déterminer les limites suivantes qui dé-
coulent directement des limites usuelles en identifiant
éventuellement une composition :

\/l—i—x—l_

1) lim
z—0 X
. 1
2) xgrfoox(ez -1)=...
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. In(x)
3) o =

1
4) lim x2sm< 2) =...
T——00 T

1 1
5)lim( —1>:
z—=0x \1+x
xr
6) im ——— = ...
)a:i%snl(zl’)

o 1—W1+x
7) lim ———— =
z—=0 xv1+x

Exercice 2.5 — QcM — A quelle(s) notion(s) peut-on as-
socier les limites usuelles 7

U Croissances comparées
U Limite d’une primitive
U Limite d’un taux d’accroissement
QO Valeur moyenne d’une intégrale
U Nombre dérivé
U Théoréme des valeurs intermédiaires
Q Asymptote
QCM validée Q

Exercice 2.6 Soit a # 0. Démontrer que

1 @ —1
lim 7( +z) =«
z—0 T
Exercice 2.7
1) Montrer que pour tout = € R,
2 2 4
x x x
1-— < <14
5 < cos(@) > "

Indication : Considérer une inégalité aprés l'autre et étudier le
signe de la fonction différence.

2

Pour ’étude de f: z +— cos(z) — 1+ %, dériver deux fois.

32'2 4

Pour I'étude de g : x +— cos(z) — 1 + -5 ;—4,
quatre fois ou remarquer une particularité.

dériver jusqu’a

Les calculs ne posent pas de difficulté technique.

2) En déduire une nouvelle limite usuelle :

cos(z) — 1

:?
p) H

lim
x—0 €T

Identifier une limite quasi-usuelle

Considérant une forme indéterminée, potentiellement
liée & une limite usuelle, il convient de réécrire ’expres-
sion pour mettre en évidence la limite usuelle (& une com-
position prés). Pour cela, on travaille sur chaque facteur
afin de lever son indétermination.

Caleul de Tim 20+ VT)

a—0+  sin(z)
Cette forme indéterminée possede deux facteurs a gérer :

Exemple :

Pour In(1 + v/z), on multiplie le numérateur et le de-
nominateur par /z pour mettre en évidence la limite

quasi-usuelle
In(1+ /x)

— 1
\/E x—07F
Pour sin(z), on multiplie par = : — x — 1
sin(z) =—0
Cela donne :
n(l+vz) 1 = In(l+V7)
sin(z) ~ /z sin(z) NZ
—_—— ——
—1 —1
— 400
z—0t

Exercice 2.8 Déterminer les limites suivantes qui dé-
coulent des limites usuelles :

(o)

1) lim ~—7/ =
z—0 T
1

2) lim mz( n(2 4 z?%) — 2In(z)) = ...

T—r—00

In(z) B
9 5=

) 2
4) Jim S0227)
z—0 ln(l + SE)2

5) lim x(efz%—l):...

T—r+00

Exercice 2.9 Appliquer les formules vues pour calculer

les somimes suivantes.
n+1

DY k=...
k=1

2)> K=
k=3
12

3) Y 2F=...
k=1
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Croissances comparées

1
i ) _
Tr—+00 €T

X

. e
lim — =+

Tr—+oco I

lim ze® =0
r—r—0Q0

Exercice 2.10 Etablir les limites suivantes, & 1’aide des
croissances comparées ci-dessus :

1) lim zln(z) =0

z—0t
et
2) pour a > 0, xEToo i 400
3)pour a >0, lim z% * =0
r—>+00
1
4) pour o >0, lim n(@) =0
z—+o00 ¢
5)pour a < 0, lim 2%In(z)=0

T—+00

Exercice 2.11 Voici deux techniques classiques (&
connaitre) pour se ramener aux limites usuelles de crois-
sance comparée.

1) Factoriser I'expression par le terme qui semble le plus

grand pour établir : lim e?* — 2% = 400

T—>+00
2) Utiliser I’écriture de la puissance a l'aide de exp et In

3z
lim =0

our établir :
pour e am In(—x)5

Généralisation des croissances comparées

La propriété dite de croissance comparée permet de lever
une forme indéterminée entre les expressions suivantes :

x® In(z)” et

La limite est donnée par l'ordre de prépondérance sui-
vant :

(1) exponentielle (e7*)
(2) la puissance (z%)
(3) le logarithme (In(z)?)

La croissance comparée permet de lever
I'indétermination sur la grandeur. Il faut tenir compte
du signe pour conclure.

S’il n’y a pas de forme indéterminée, la propriété de crois-
sance comparée ne s’applique pas.

Exemples de rédaction :

2z _ 2% est une forme indéterminée.

lim e** — z* =
T——+00

lim e
r—r—+00

Par croissance comparée on a

lim €% = +o0
Tr—+00
3x
. (& . , .,
lim = est une forme indéterminée.
T—>—00 ln(—aj)
) eSw
Iim —— =

Par croissance comparée on a =
z——oo In(—x)

lim €% =0
T——00

lim — + In(x) est une forme indétermineée.
z—0 /X

. ) 1
Par croissance comparée on a lim — + In(z) =

z—0 ﬁ
1

lg % = o0

Exercice 2.12 Identifier et lever la forme indéterminée

4 ’aide de croissances comparées :
a) lim e®—In(z)? = lim e® =400 Q Q

vrai faux

T—>+00 T—+00

b) lim z—In(z)+e *= lim e *=-0c0 0O Qa
r—+00 r—+00

c) li o li I 0 Q Qa
ohor VZIn(zd) | a0t In(zd)

1 1
d) lim ——— = lim — = Q Qa
v TE R v A

e) lim(x —1)In(x — 1) = lim(z — 1) =0 Q Q

z—1 z—1

Exercice 2.13 Déterminer les limites suivantes en utili-
sant les croissances comparées. Toutes les limites sont des

formes indéterminées. Compléter :

1 3
D tim POT g — ..
Tr—+00 €T Tr—+00
1
2) lim — +In(z)= lim ......... =...
z—0t T z—0t
3) lim 2°¢* = lim ......... =
Tr—r—0o0 T——00
5
4) lim o= lim ... -
r——00 e°%F T——00
5) lim ¥ -3z +In(z?) = lim ......... =
T—+00 T——+00

FI proches des croissances comparées

Certaines formes indéterminées ne relévent pas "stricte-
ment" des croissances comparées. On ne peut admettre
le résultat ; il faut transformer lexpression & 'aide des
méthodes vues pour se ramener aux situations de crois-
sances comparées spécifiées.
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2
lim ze V® ou lim M

Exemples :
Tr—r—+00 x——+00 X

e V7 nest pas du type 7" :
ze V" = exp (—\/1? + ln(x))

—/t +1n(x) est une FI relevant des croissances compa-
rées.

In(2?) = 21In(z) est bien du type In(x)?. Mais In(2? +
1) ne Vest pas :

G +1) I (a? (14 )
x x
- In(z?) +1 (1 + 9712)
= - )
B In(z?) In (1 + p)
n T x
—_—
pas de FI
In(x? . .
est une FI relevant des croissances comparées.
T
Théoréme —

Si f est continue sur [a,b] alors elle admet une primi-
tive, F' et

b
| st =Fo) - Fa)
En particulier, si zy est un réel fixe de [a, b],

R /:f(t)dt

est la primitive de f qui s’annule en xg.

Le calcul d’une intégrale repose en général sur la

connaissance d’une primitive.
Exempl /1 B = | Lot 1 LT T
m . = | — = — — — — —
e 1,71 1 "1

Exercice 2.14 Calculer les intégrales suivantes :

1
5)/ tldt = ...
0

Exercice 2.15

1) Soit f: x + xIn(z) — z. Calculer f’.
En déduire 'expression de la primitive de In qui s’annule
en 1.

2) Soit g : &~ In (2 + V1 + 22). Calculer g¢'.

1
En déduire 'expression de la primitive de © — ———
p p T

qui s’annule en 0.

Identifier une primitive quasi usuelle

Il s’agit de reconnaitre une dérivée sous la forme

(flog)xd

afin d’en déduire qu’une primitive est f o g.

Parfois il est utile de faire apparaitre une constante qui
vient naturellement compléter la formule.

Exemple : pour identifier une primitive de

x +— 5z cos(z?)

on consideére :
la fonction & I'intérieur de la composition : ¢ : z — 22
la fonction & lextérieur de la composition : f' : x —
cos(z)
la dérivée de g : ¢'(x) = 2z
la mise en forme (f'og) x ¢ :
X 2z X cos(x?)

~N ————
9@ prg(x))

D | Ot

5z cos(z?) =

on calcule une primitive de f': f: z +— sin(z)
5
on donne une primitive (fog) : x — 2 sin(z?)

Il est facile de vérifier une primitive : il suffit de la
dériver et de retrouver la fonction de départ.

Exercice 2.16 Pour chacune des fonctions suivantes,
donner une primitive :
1)a:xz— exp(2x —1)
1
(3z +2)3

2)
3) ¢: x v sin(z) cos(w)*
)

b:x—

4) d: x> 2z exp(—2?)
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Probabilité

Théoréme —
Soient (2,P(2),P) un espace probabilisé fini et
(A1, Ag, ..., A,) une famille d’événements tels que

P(AN - NAp1) %0

alors Py Ai) = P(A)P 4, (42)P ayay (4s) ...

. e PAlm...mAn_l (An)
Autrement dit : dans une arbre de probabilité, pour
calculer la probabilité d’un noeud ou d’une feuille, on

calcule le produit des probabilités conditionnelles des
branches qui méne a ce noeud

Exemple : Dans une urne contenant 3 boules rouges et 2
boules vertes. On effectue des tirages sans remise.

On note R; I’événement "une boule rouge est obtenue
lors de iéme tirage" (et V; = B;). On cherche la proba-
bilité d’obtenir dans 'ordre : une boule rouge, puis une
verte et enfin une rouge.

La probabilité recherchée se formalise par P(R;NVaN
R3)

La formule des probabilités composées donne

P(R1 NVanN R3> =
1

P(§12)PR1(V2>PR1OV2(R3)
43"

5

Théoréme —

Soient (2, P(2),P) un espace de probabilisé fini et
(Ay,...,A,;) un systéme complet d’événements (une
partition de ). Pour tout événement B on a,

P(B) = P(ANB)+P(AsNB)+ - +P(A,NB)
= Y P(4NB)

Si de plus, pour tout i € [1,n], P(A;) > 0 alors

P(B) = Y P.(B)P(4)
=1

Autrement dit : Il y a deux expériences successives,
on s’intéresse a la probabilité d’'un événement lié a la
deuzieme ; on lexprime en fonction des résultats de la
premiére expérience. La partition considérée est donc
lUensemble des résultats liés 6 la premiére expérience.

Dans Uarbre de probabilité associé, on calcule la somme
de probabilité de tous les embranchements menant @

l’événement.

Exemple Considérons l'expérience précédente. On
cherche la probabilité d’obtenir une boule verte lors de
second tirage.

1) La probabilité recherchée se formalise par P(V3)
2) La famille (Ry, V1) est une partition de Q

3) La formule des probabilités totales donne

P(V2) = P(R1)Pgr,(V2) +P(V1)Py,(V2)
_ 32 20 6t2 2
54 54 20 5

Exercice 2.17 On considére une urne contenant 5
boules bleues, 3 rouges et 4 blanches. On effectue des ti-
rages sans remise.

1) Calculer la probabilité d’obtenir dans I’ordre une boule
bleue, une blanche et une rouge.

2) Calculer la probabilité d’obtenir une boule blanche lors
du second tirage.

3) Calculer la probabilité d’obtenir une boule bleue lors
du premiére tirage sachant que 'on a obtenu une boule
blanche au second.

Exercice 2.18 Las Vegas 21
(Cliquer sur le lien pour voir la vidéo)
Etant finaliste d’un jeu télévisé, on vous place face d trois
portes (Py, Py et P3). Derriére l'une d’entre elles se trouve
une voiture et derriére les autres il n’y a rien. L’animateur
connait la porte qui cache la voiture. Le jeu se déroule en
trois phases :
(1) Vous choisissez une des trois portes au hasard (a
renumérotation prés, on la note P ).

(2) L’animateur ouvre une des deux autres portes : il
n’y a rien derriere! (on la note Ps)
(8) L’animateur vous propose de conserver wvotre
choiz de Py ou de changer par Ps.
Que faites-vous ?

On note, pour i € {1,2,3}, V; Pévénement "la voiture
se trouve derriére la porte P;" et E I’événement "l’anima-
teur ouvre la porte P3".

1) Pour prendre votre décision finale, quelles sont les deux
quantités que vous devez déterminer ?

2) Donner en justifiant par quelques mots :
{1,2,3}, P(V;) et Py, (E).

3) Utilisant la formule des probabilités totales, calculer
P(E).

4) Utilisant la définition de la probabilité conditionnelle,
déterminer les quantités de la question 1) et conclure.

pour ¢ €
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Analyse

Manipulation des fractions

simplification d’un facteur (non nul) du numérateur
et du dénominateur :
ab b
ac ¢
mise au méme dénominateur de deux fractions :

a d ae+dc

%+%_ bee

L’idée est de trouver un multiple commun aux deux dé-
nominateurs (ici bee).
Le produit des deux dénominateurs n’est

pas toujours le meilleur candidat.

Exemple :

1 2

(z—12 (z+1)(z—1)

r+1-2(x—-1)
(x —31)2(56 +1)

(x — 1);(1' +1)

La mise au méme dénominateur est une méthode pour
factoriser une expression en vue d’en étudier le signe ou
tout simplement de simplifier son écriture.

Exercice 3.1 Simplifier, calculer, factoriser les expres-
sions suivantes.

2 1 3
1 1
Q)H—WZ
Hi-T4l=
4 z 1 B
) (z+1)(xz+2) (z—1D(z+2)
n? 1
5)(n+1)! n—1)!
o1
)E z+1
"))
1 1
8) (x+1)2 x+1

Exercice 3.2 Calculer les intégrales suivantes.
%
1)/ sin(2x+ )dx—
0
0
x
2 ———dzr = ...
) /_1 (22 +1)3 )
SX/QQ“@dx:“.
= sin(x)
4
1
4)/ Ve+lde =...
0

2
5) / 3z dr = ...
0

o u'(x)
Une primitive de x @) est z — In(ju(x)l).
u(x
Exemple : une primitive de = cos(z) et r —
sin(x)

In(|sin(x)]).

Dérivée d’une fraction particuliére z —

La dérivée d’une fonction de la forme z —

v(z)"
déja connue, et ce n’est pas la formule de la dérivée d’un
quotient mais de v(x)* qu’il est préférable d’utiliser !

1 ! —n\/ / —n—1 _nvl(x)
<v(a:)”> = (v(m) ) = —nv'(x)v(x) = 70(3:)”“
oy . u(x)

La dérivée d’une fonction de la forme z — o(z)"

donne lieu & des simplifications :

<u(<a;31 ) _ d(@)(@)" — nu(@) (@)o(a)"!

(.%' 2n
_ v(z)u(x) — nu(z)v'(z)
U( )n+1

Ainsi, il n’est pas avantageux de développer le numéra-
teur avant de simplifier la fraction par v(x)?~!.
Une autre approche est de dériver le produit

La mise au méme dénominateur donne directement une
fraction simplifiée.
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Exercice 3.3 Compléter le tableau suivant :

f(z) f'(x)
2
(14 22)3
sin(z)
3
51n(:p)e%
sin(z)
cos(z)
2111{(;:)
In(In(x))
In(x + 1)3
(x+1)
Théoréme —

Si f < g sur [a,b] (avec a < b) :

/abf(t)dt < /:g(t)dt

Si |f] < g sur [a,b] :

/abf(t)dt‘ < /abg(t)dt

Exercice 3.4 Travail sur les indices :

1) La suite (uy,) est définie par :
VneN, upt1 = u% + u,

a) Supposant que uj2 = —i. Calculer u13 et uq1.
b) Que dire de ui3 et uip si ugg =27

2) La suite (vy,) est définie par :

U1:1, u2:—2

1
Vn €N, Upio = Upt1 — <n—|—2> * Up,

a) Déterminer ug et ug.

b) Donner I'expression de u,, en fonction de u,—1 et up_2
pour n > 2.

¢) Donner 'expression de ;1 en fonction de u, et w,—1
pour n > 1.

Exercice 3.5 Considérons la suite définie pour n € N :
.2
Upt+1 = Uy, + Uy

et ug € R.
1) Montrer que la suite (u,) est croissante.

2) Justifier que soit la suite admet une limite finie, soit
elle tend vers +o0.
Déterminer la (ou les) limite(s) finie(s) possible(s).

3) Montrer que s'il existe ng € N tel que uy,, > 0 alors la
suite tend vers 4o0.

4) En déduire que si ug € R alors la suite tend vers +oo.

5) Supposons que ug €] — oo, —1[. Déterminer le signe de
uy et en déduire le comportement de la suite (uy,).

1
6) Posons I = [—2, O} et supposons que ug € I.

a) Montrer que f : x + 22 + x est croissante sur 1.

b) En déduire que pour tout n € N :

1
_§§U7LSO

c¢) En déduire que la suite (u,) converge vers 0.

1
7) Que dire de la suite si ug € {—1, —5 [?

Exercice 3.6 Pour n € N, on définit :

1 n
In:/ a: dx
0 1+n$

1) Montrer que pour tout x € [0, 1],

" z"

1+n ~ 1+nx

<az"
2) En déduire que

1 " 1
/ de <I, < / z"dx
o 1+n 0

3) Calculer les intégrales a gauche et a droite de cette
double inégalité.

4) En déduire que la suite (I,,) converge et donner sa li-
mite.
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Domaine de définition d’une fonction
Il s’agit de déterminer pour quelles valeurs de x 'expres-
sion f(x) a un sens.
Cette question peut conduire a des études de fonctions.
V42

x2 -1

Exemple : Cas de la fonction f: z —

Df:{:EER; x+2€D\ﬁetx2—17€0}
comme D — =R, alors

m—i—QGD\F S r+2>20 & x> -2
mazr?—1=0&(r—1)(z+1)=0sxc {1}

Ainsi, Dy ={z € R; x > -2 et = ¢ {£1}}
Ce qui donne Dy = [-2, —1[U] — 1, 1[U]1, 4-o0[.

Exercice 3.7 Pour chacune des fonctions suivantes, dé-
terminer son domaine de définition :

Da:z— Va2 —-5x+6

2)b:x»—>ln<1+x>

T
T

Vi 4z

rz—1
4)d:
) x»—>exp<x+2>

3c:x— V1 —a?

Limites et formes indéterminées
On dit qu’une limite conduit & une forme indéterminée
si ’on ne peut déterminer la limite par de simples opéra-
tions sur les limites. La situation peut a priori conduire
4 une limite finie, infinie ou & pas de limite.

L’indétermination peut porter sur la gran-
deur ou sur le signe (ou les deux)
Réactions possibles devant une forme indéterminée :

réécrire l’expression ; en particulier, mettre en facteur
ce qui parait le grand (indépendamment du signe) et
simplifier

identifier une limite usuelle
identifier une situation de croissances comparées

mettre en place une comparaison ou un encadrement

Exercice 3.8 Citez tous les types de formes indétermi-
nées que vous connaissez.

Dans chaque cas, proposez au moins deux exemples illus-
trant I'indétermination de la limite ; ¢’est-a-dire, ayant des

limites significatives différentes (finie, infinie ou pas de li-
mite).

Exemple : FI de type s (grandeur)
00

) 3+ 1 ) xvri+1 1
hm —F— = 40 hm —_— = =
z—+oo 272 T—+00 212 2

Ces FI se levent par factorisation puis simplification des
termes les plus "grands”.

Ne pas utiliser sur la copie, en particulier
lors d’un calcul les notations E, 0xo0...
Préciser seulement que vous aox?ez identifié une forme in-
déterminée. oo et 0 ne sont pas des nombres et ne doivent

par étre écrits.

Exercice 3.9 Dire si les limites suivantes relévent d’une
forme indéterminée : vrail faux

a) xEI—iI-loo In(z)e™® Q Qa

b) lim In(z)e” Q Qa

r—r+00
In(z2)

2

()"
1+ =
n

. nd—2
e) lim
n—+oo N+ 1

f) lim Va?2-1-—=x

n—-+o0o

¢) lim
z—0

U
U

lim
n—-+0o

d)

U 0 U

g) lim e —=x
T——00
h)

U 0 o0 O

xT

Iim e % —x
Tr—r—00

Exercice 3.10 Reprendre les limites ci-dessus et les dé-
terminer.

Equation de droite

L’équation d’une droite définie par un coefficient direc-
teur m et un point (xo; f(zo)) est :

y =m(z —zo) + f(zo)

Cette approche permet aussi de traiter le cas ou la droite
est définie par deux points : (xo; f(xo) et (x1; f(x1))
f(@1) — f(zo)

1 — o

Il suffit de considérer m =

Exercice 3.11 Considérons f une fonction définie et dé-
rivable sur I un intervalle réel.
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1) Donner I’équation de la corde de la courbe de f, noté
Cy, sur [a,b] (C I). On rappelle que la corde est la droite
passant par le point de F d’abscisses a et b.

2) Donner I’équation de la tangente de Cy en a.

3) Expliquer le lien entre les deux notions précédentes.

Exercice 3.12 Compléter le tableau suivant :

f'(=)

x sin(x?)

sin ( cos(x))

cos(z)+/sin(z)

Probabilité

Exercice 3.13 Las Vegas 21
Cette approche met 'accent sur le comportement du
joueur afin de déterminer g’il a intérét & changer de porte
ou non.

On note, G I’événement "le joueur gagne" et B ’événe-
ment "le joueur choisi initialement la bonne porte".

(Autre approche)

1) Montrer que

2

1
= 2P5(G) + 5

P(G) = ;

Pz(G)

On précisera le théoréme utilisé, ses hypothéses et on jus-
tifiera les valeurs numériques introduites.

2) Déterminer P(G) pour la variante (1)
conserve son choix".

: "le joueur

3) Déterminer P(G) pour la variante (2) : "le joueur mo-
difie son choix".

4) Conclure.

Raisonnement

Exercice 3.14 Montrer par récurrence :
1) Pour tout n € N* :

2

ik3:1+23+...+n3: <n(n+1))
2

k=1

Ce résultat sera a retenir.

2) Pour tout n >4 : n!>n?

La disjonction de cas

La disjonction de cas consiste a répartir ’ensemble des
cas & traiter en sous-ensembles qui simplifient la mani-
pulation des expressions.

Les critéres permettant de définir ces sous-ensembles
sont divers : propriétés des objets, écritures, ...

La discussion doit recouvrir tous les cas
A traiter; cependant, la discussion peut ne pas étre
exclusive, c’est-a-dire qu’un cas peut étre établi lors de
plusieurs situations.
Exemple : Montrons qu’un entier et son carré ont la
meéme parité.
Soit n € Z. Ici, la discussion naturelle est suivant la pa-
rité du nombre :

Si n est pair, alors il existe k € Z tel que n = 2k.
Ainsi n? = 4k? = 2 x 2k? donc n? est pair.

Si n est impair, alors il existe k € Z tel que n = 2k+1.
Ainsi n? = 4k? + 4k + 1 = 2(2k% + 2k) + 1 donc n? est
impair.

Tous les nombres ont été traités donc le résultat est
établi sur Z

Exemple : Pour résoudre |3z + 1| > z on va discuter sui-
vant si 3z +1 > 0 ou si 3z +1 < 0 afin de déterminer
Pexpression de |3z + 1].

Exercice 3.15 Utiliser le raisonnement par disjonction
de cas pour établir les propriétés suivantes.

1) Pour tout z,y € R,
2) Pour tout z,y € R,

max(z,y) + min(z,y) =z +y
max(a:,y) - mln(az,y) = ‘I’ - y‘

1
n(n;— ) cN

n(n+1)(n+2)

3) Pour tout n € N,

4) Pour tout n € N, eN

Indication : Discuter suivant le reste entier de la division de n

par 3.
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Exercice 3.16 Considérons cette adaptation d’une pro-
blématique classique :

Lors de votre entretien pour intégrer une école
de commerce prestigieuse, on vous présente deux
portes. Devant chacune se trouve une personne
dont I'une ment (elle dit toujours le contraire de
la vérité) et l'autre ne dit que la vérité. Une des
deux portes donne accés & 1’école mais autre est
tout simplement la sortie!

Il n’est pas possible d’identifier quelle porte méne
ol, ni quelle personne ment ou dit la vérité.

Le jury vous permet de poser une question et une
seule & ['une des personnes devant les portes.
Quelle question allez-vous poser 7

Utiliser la disjonction de cas pour vérifier que votre
question vous permettra d’intégrer 1’école dans toutes les
alternatives. Il y a quatre situations concernant votre in-
terlocuteur :

1) EV : il dit la vérité et est devant la porte de I’école
2) SV : il dit la vérité et est devant la porte de la sortie
3) EM :

4) SM

il ment et est devant la porte de ’école
: il ment et est devant la porte de la sortie

Exemple : La question : "La porte de ’école est-elle
derriére vous 7" ne convient pas. En effet, le tableau sui-
vant montre deux cas oll vous prendrez la mauvais porte :

EV SV EM SM

oul non non oul

La réponse est indépendante des K et S.

Définition —

Une fonction f est dite croissante sur I si pour tout
r,y€el:

= flz) < fy)

r <y
Définition —

Soit f une fonction définie sur I et g une fonction dé-
finie sur J. Si pour tout x € I on a f(z) € J, alors on
définit la composée de f et de g (ou de f par g), par la
fonction suivante définie sur I : go f:xw— g(f(x))

Exercice 3.17 Monotonie

1) La composée d’une fonction croissante et d’une fonc-
tion décroissante est une fonction décroissante.
Compléter la preuve de ce résultat :

Considérons f croissante et g décroissante sur R.
Montrons que g o f est décroissante.

Soit z,y € R avec z < y.

Comme alors f(z) < f(y).
De plus g est décroissante alors
Ainsi, pour tout z,y € R :

= g9(f(z)) = g9(f(y)

La fonction g o f est décroissante.

<y

2) Qu’en est-il des autres compositions ?

Sif N\ etgN\ alorsgof

D OoDOo,
O U OO0 ™

e) x — exp(—2?) Q

Exercice 3.18 Soit f, la fonction définie sur Ry par

fla) = —

C1l-z

1) Donner lexpression de f/, f”, f".

Introduction d’une nouvelle notion :

On note fO = f fO) = g/ @) = g

Soit n € N*. Si la dérivée d’ordre n — 1 de f existe
et est dérivable, on dit que f est n-fois dérivable et
alors on note :

f(n) — (f(n—l))/

2) Montrer par récurrence que pour tout n € N :

|
: M) (z) = —©
P(n): Y e Ry, f(z) = A=)
Dérivée niéme
Une approche pour déterminer la dérivée niéme est :
calculer les premieres dérivées : f/, f”, f"" ...
conjecturer une expression de f(%

établir par récurrence Uexpression de f(

Exercice 3.19 Déterminer pour les deux fonctions sui-
vantes ’expression de sa dérivée niéme.

1) f:a— et

2)g:x—

1+
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Analyse

Inégalités

Il y a trois régles pour manipuler des inégalités :
(i)Sia<betc<dalorsa+c<b+d
(ii)Sio<a<bet 0 <c<dalors 0 < ac<bd

(iii) Soit a,b € I un intervalle :

si f est croissante sur I alors

= [fla) < f(b)

a<b

si f est décroissante sur I alors

a<b = f(a)> f(b)

On ne peut faire la différence de deux in-
égalités.
Sia < betc<d,onne peut pas comparer a —c et b—d;
maisona:a—d<b-c¢

Exercice 4.1 Justifier chaque "régle" suivante :
1)Sia<balors —a > —b

—_

1

2)Si0<a<balors —>->0

S|
S

)
)
3)Sia§b<0alors%§é<0
4)Sia <betc>0alors ac < be
5)Sia <betc<O0alors ac > be
6)Sia<0<balorsi<0<i

Exercice 4.2 —QcM - Soit 1 <a<3et0<b<1alors

d0<a—-50<3
Q1<a-56<2
d1<a-b<3

QCM validée Q

Exercice 4.3 Dans chaque situation, déterminer un en-
cadrement "optimal".

Les rédactions des réponses devront expliciter chaque
étape nécessitant 1'utilisation d’une des trois régles.

1) Soit x € [-3;2] et y € [—1;3].

d) . <3z —-2y<......
2) Soit z € [-3;2] et y € [1;3].
a) ... <yPel1<...
b)) e yzi S
) .. <z <Ll
d sin (y) < ......

Exercice 4.4 Considérons deux encadrements de z :

(&1)
(&2)

1<x<4
a<zx<b

En utilisant les fonction max et min, en déduire un enca-
drement "optimal" de x dans les deux cas suivants :

1) x vérifie (£1) et (&) :

Exercice 4.5 Compléter le tableau suivant :

f(x) f'()

Jz

cos(x?)

cos(z)

cos(2x + 1)

32
342

cos(z)es(®)

Exercice 4.6 Compléter le tableau donnant la limite de
la somme f + g en précisant "FI" pour les formes indé-
terminées.
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Exercice 4.7 Compléter le tableau donnant la limite du
produit f x g en précisant "FI" pour les formes indéter-
minées.

lim f
lim g

—0o0

—o0 | <0 | f=0|£>0] 4+

<0

=0

>0

+0o0

Exercice 4.8 Compléter le tableau donnant la limite du
quotient g (g ne s’annulant pas) en précisant "FI" pour
les formes indéterminées.

lim f
lim g

— 00

(40| =0

¢ <0

7 >0

Exercice 4.9 Compléter le tableau donnant la limite de
I'inverse % (g ne s’annulant pas) en précisant "FI" pour
les formes indéterminées.

0-

limg | —o0 {#0 0 ot +00

1
lim —

Exercice 4.10 Fonctions trigonométriques

. sin _
1) Considérant que tan = —, donner le domaine de dé-
Ccos
finition de tan.

2) Compléter le tableau des valeurs particuliéres

0 T T T T

v 6 4 3 2
sin(x)
cos(z)
tan(x)

Exercice 4.11 On considére la fonction :
In(1
fioz— bl +2)
1) Donner le domaine de définition de f.
2) Donner la limite de f en 0.

3) Déterminer les limites de f aux bornes de son domaine
de définition.

4) Etudier les variations de f.
5) En déduire le signe de f.

Exercice 4.12 Dérivée nieme de cos

1) Etablir la formule de trigonométrie suivante en utilisant
les nombres complexes (notation exponentielle)

Va,b € R, cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

2) Montrer que pour tout n € Net x € R :

cos(™ (z) = cos (w + n%)
Exercice 4.13
Les fonctions sont définies sur un intervalle. vrai faux
a)Si f' < g alors f<g Qa Qa
b)Si f <galors f' < ¢ a Qa
c)Si f < getsifestcroissante alors g aussi. Q d
d)Sif’SOetEgéf:OalorstO. a Q
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Valeur absolue
Définition —

Soit x € R, on pose :

X
ol =1 "

Premiéres propriétés : pour tout z,y € R, a € R :

six >0

siz<0 max(z, —z)

|z — y| s’interpréte comme la distance séparant les

points d’affixe x et y.

|zy| = |2|.ly|
lz] <a < —-a<z<a
x| >a < {z>aoux<—a}

L’inégalité triangulaire :
[lz] = [yl < |+ yl < [a| + ly

Va2 = |z|

En pratique, la valeur absolue sert & formaliser un ré-
sultat mais il est rare que l'on travaille avec : on préfére
effectuer une disjonction de cas et traiter les deux cas
séparément.
Exemple : Résolvons |4x| = 22 + 4
Il y a deux cas :

(€)

soit 4z > 0, c’est-a-dire z > 0 :
&) & 22-d2+4=0 & (2-2)2=0
& =2 (>0)
soit 4o < 0, c’est-a-dire x < 0 :
&) & 22+4d+4=0 <& (2+2)2=0

& r=-2 (<0)

Ainsi, S = {—2;2}

Exercice 4.14 Résoudre les équations ou inéquations
suivantes :

D& |z —4 x 22 +1]=0
9 & |20 —1 <3

3) & : |20 — 5/ =3

)

3z 42[(22 - 1)
5 (x+1)2(3—x) =0

Exercice 4.15 Calculer les limites suivantes :
241
1) lim verrl

T—r—00 i

Exercice 4.16

1) En utilisant un raisonnement par disjonction de cas,

montrer que pour tout z,y € R :

|z —yl+x+y
max(z,y) = ———5———

2) Proposer une expression pour min(z,y).

Exercice 4.17

4
1) Calculer / |z — 2| x xdz
0

2) Donner la dérivée de  — |z| sur R*. On admet pour
la suite que la fonction n’est pas dérivable en 0.

3) Donner la dérivée de f : x +— |2z — 1].

4) Donner la dérivée de g : x — |20? — 8z + 6.

5) Donner la dérivée de h : z +— e~ 17,

6) Considérant u une fonction dérivable sur un intervalle

I et ne s’annulant pas alors donner la dérivée de
x — In(Ju(x)|)

Raisonnement

Le contre-exemple

Il s’agit de montrer qu'une assertion est fausse en
montrant que sa négation est vraie.

Souvent, les propositions mathématiques se formulent
comme des généralités (pour tout z € R, ...) alors que
leur négation reléve de l'existence d’une instance (il
existe z € R, ...). Donner un exemple de la négation
est donc bien une fagon de la prouver et en particulier
cela invalide I’assertion initiale; d’oll le non de contre-
exemple.

Exemple : Montrons que ’assertion A, " toute fonction
croissante est positive", est fausse.

Sa négation est : A : "Il existe une fonction croissante
qui ne soit pas positive". Un exemple de A et donc un
contre-exemple de A est : z — —exp(—x).

Donc A est fausse.
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Exercice 4.18 Trouver un contre-exemple pour cha-
cune des assertions suivantes (elles sont toutes fausses).

1) Ay :si f est croissante alors Em = 400
o0
2) As : si une fonction n’est pas croissante, alors elle est
décroissante
) A3V eR, 22 >z
4) Ay

en +o0o
5) As :si f(0) =1 et f(1) =4 alors f est croissante
6) Ag : si f n’est pas nulle alors f(0) # 0

si f est bornée alors elle admet une limite finie

Raisonnement par I’absurde

Afin d’établir une proposition, le raisonnement par 1’ab-
surde consiste & supposer que sa négation est vraie et
de travailler par déduction & exhiber une contradiction;
ainsi, la négation est fausse et donc la propriété initiale
est vraie.

Souvent, la proposition est formalisée par une impli-
cation du type «P = @» . On suppose alors que
«P et Q» (la négation de I'implication) et on travaille &
mettre en évidence une contradiction.

Exemple : Montrons que v/2 n’est pas rationnel, c’est-a-
dire, qu'il n’existe pas deux entiers tels que v/2 = %. Rai-
sonnant par ’absurde, on suppose qu’il existe p,q € N
tel que V2 = g. Quitte a simplifier la fraction, on peut
admettre, sans restreindre la preuve que p et g sont pre-
miers entre eux (c’est-a-dire que les seuls facteurs com-
muns sont 1 et -1). Il vient,

2= P = 2q2 = p2
q
Ainsi, p? est pair et donc p aussi (déja vu fiche 2, exemple
de cours). Donc il existe k € N tel que p = 2k et donc

2> = 4k* = ¢* =22

Maintenant, ¢? est pair et donc ¢ aussi. Ceci est une
contradiction du fait que p et ¢ sont premiers entre eux.

Conclusion, v/2 n’est pas rationnel.

Exercice 4.19 Utiliser un raisonnement par ’absurde
pour établir les résultats suivants.

1) Un nombre premier est un entier naturel supérieur a
2 positif n’admettant pour facteur dans N uniquement

lui-méme et 1. Exemple : 2,5,7,11,... Montrer qu’un en-
tier naturel supérieur & 2 non premier posséde un facteur
inférieur & sa racine carrée.

2) Considérant x,y, z € Ry. Montrer que

Yz > 1 1 1 1 = T,Y,% € R-l—\{l}
r+yt+z< —+—+- min(z,y,2) < 1
x Yy oz
Algorithmique

L’algorithmique est au programme de la MPSI. Les
langages retenus au concours sont PYTHON et SCILAB.
Il est évalué & I'écrit sur différentes formes :

réaliser un script

compléter un script

interpréter un script

analyser des résultats, des graphiques

Nous utilisons I'implémentation Pyzo (gratuit) :
http://www.pyzo.org/downloads.html

7

Les exercices de ce document se traitent uniquement
sur le papier ; vous n’avez pas besoin du logiciel pour les
faire.

Premiéres instructions

Notation Description
a=12 affectation : la valeur de la
variable a devient 12
a==12 test d’égalité : si a contient la
valeur 12 alors le test renvoie
True.
Les autres comparaisons
sont : <, >, <=, >=, 1=
print(a) affiche la valeur contenue

dans la variable a

print (’texte’) affiche le texte texte

Les fonctions usuelles sont : sin, cos, log (pour In), exp,
sqrt (pour ,/~), abs (pour la valeur absolue).
Remarque : Les nombres & virgule se notent en nota-
tion anglo-saxonne : avec un point.

Exemple : 0.5 ou 3.14159

Remarque : Les fonctions sont regroupées dans des mo-
dules thématiques. Nous n’aborderons pas cet aspect ici.
Pour valider les fonctions utilisées ici, il suffit de taper
I'instruction suivante :

from pylab import *
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Structure conditionnelle - alternative

si ... alors ... sinon ... fin
if (test)
instructions si (test=vrai);
else

instructions si (test=faux);

Remarque : : L’instruction else est optionnelle. De
plus, on peut insérer avant le else des sinon si :
elif ...:

Il est & noter que les différentes alternatives s’excluent
les unes les autres ; ¢’est-a-dire, dés que 'une est vérifiée,
les autres sont ignorées.

Exemple : le script suivant suppose que a est connu et
affiche sa valeur absolue

if a<o0
a=-a
print (a)

Exercice 4.20 Compléter le script qui permet d’afficher
le maximum de deux nombres supposés connus a et b :

A Compléter

if a>b:
M=...

else:
M=...

print (...)

Les connecteurs logiques :

Notation Opération
not( )  Négation logique
and et logique
or ou logique

Exemples : pour tester si a est dans [—2, 5], il faut tester
sia> —2etsia<b:

print ((a>=-2) and (a<=5))

Exercice 4.21 Proposer un script qui permet d’afficher
le minimum de trois nombres supposés connus : a, b et c.

Structure répétitive : for

pour i variant de 1 & n faire ... fin

for i in range(l,n+1):
instructions

end

Ce type de boucle (itérative) est utilisé
dés lors que le nombre de répétitions est connu & ’avance
et facilement descriptible.

Exemple : Calcul de la somme suivante pour n = 12

S, = Zn: k2
k=1

1 n=12

2 r=0

3 for k in range(l,n+1):
4 r=r+kx*k

5 print (r)

Explications :
ligne 1 : définition de la variable n
ligne 2 : initialisation a 0 de la variable r
ligne 3 : structure de la boucle for

ligne 4 : on rajoute un terme aprés 'autre. L’instruc-
tion r=k*k aurait pour effet de remplacer le résultat pré-
cédent par le nouveau terme; or nous voulons cumuler
les termes.

ligne 5 : affichage de la somme.

Interpréter un script : il y a un moyen pratique de
comprendre comment fonctionne un script, il suffit de
décrire, étape aprés étape, le contenu des variables prin-
cipales.

On renseigne dans le tableau suivant le contenu des va-
riables k et r & la fin de chaque boucle :

k r
0

1 1 (=0+1%
5(=1+2%)

3 14 (=5+3?%)

12 650 (= 506 + 12?)
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Exercice 4.22 Identifier ce que calcule le script sui-

vant : Structure répétitive : while
n=>5 tant que ... faire ... fin
r=1
for k in range(l,n+1): while (condition)
r=r*k instructions
print (r)

Ce type de boucle (itérative) est utilisée

dés lors que le nombre de répétitions s’exprime par une

Modélisation d’une suite récurrente condition & vérifier. En particulier, le test & renseigner

En pratique, on ne peut pas créer une variable numérique | dans la boucle est la négation de ce que ’on veut obtenir :

pour chaque terme de la suite, mais on considére une va- | la boucle est répétée tant que I'on n’a pas la condition
riable dont la valeur va évoluer en fonction de ’exécution | souhaitée!

du script afin de prendre successivement les valeurs des | Exemple : On admet que la suite suivante tend vers +oc.

termes de la suite. On souhaite déterminer le plus petit indice n tel que
Cas d’une suite récurrente d’ordre 1 : une variable | u, > 100.
suffit !
Exemple : Calcul de u,, pour n = 8 pour la suite { up = —1.5
VneN, up1 =u2 +u, —n

ug = —0.5
Vn eN, upy1 = u% + Uy,
n=0

u=-1.5
while u<100:
u=u*x*2+u-n

u=-0.5
for i in range(1,9):

n=n+1
usu**2+u int (n)
print (u) printin
La puissance est notée *x*. Le résultat est
Exercice 4.23 Considérons la suite (u,) définie par 10

u; = 1 et pour tout n € N*, w1 = cos(up).
Proposer un script qui affiche uy, lorsque n est connu. En, Exercice 4.25 Interpréter la quantité affichée par les

particulier, ici , u12. scripts suivants :
n=12 a=12
u=... b=0
for i in ...: e=0.01
ce while b*b<a:
print (u) b=b+e
print (b)

Exercice 4.24 On rappelle que pour n € Net p € [0,n[
a=0

(n):n(n—l)---(n—p+1):ﬁn+1—k e=0.01

p p! Pl k while cos(a)*cos(a+e)>0:
a=a+te

Donner le script permettant de calculer (Z) print (2*a)
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Algébre

Nombres complexes - forme algébrique
C = {a+ibja,b € R et i tel que i* = —1}

Premiéres notions et propriétés :
forme algébrique z = a + ib (décomposition unique)
partie réelle Re (z) = a; partie imaginaire Im(z) = b
z est un imaginaire pur si Re (z) =0

conjugué de z : Z =a — b

_— 7z
22 =Z 2 (—,):
z

z+ 7z =2Re(z)

2+ =z+72 (avec 2’ # 0)

|| wl

z —z = 2ilm(z)
le module de z : |z| =z Z

2|

k4

=| — o /
2l=1el a2l =12l 1] |5

z = a+1ib est I'affize du point M de coordonnées sont
(a,b) dans un repére orthonormé du plan.

[
[
[
|
[
[
[

+

a

argument de z(# 0), arg(z), est une mesure de ’angle

i —Y
orienté (¢ ,0M).

z

arg(2) = —arg(z) arg (- ) = arg(z) —arg(z)) (' #0)

arg(z 2') = arg(z)+arg(z’) arg(z") = narg(z) (n € Z)
Avec a = Re(2), b =Im(z), r = |z| et 0 = arg(z) :
z=a+ib=r(cos(f) + isin(h)

r=+va?+b> cos(f) =

a b
— sin(f) = ———
Va? + b? ©) Va? 4 b?

Un argument est défini & 27 prés.

Exercice 5.1

1) Montrer que z est réel < 2z=7%

2) Compléter : &

) z est un imaginaire pur
3) Montrer que |Re (z)] < |z|
)

4) Montrer que |z| =1 & Z

Forme algébrique d’une fraction

On multiplie le numérateur et le dénominateur par le
conjugué du dénominateur ; ensuite, il suffit de dévelop-
per le numérateur.

2 2z 1, _
—=—=—27Z
z  zzZ  |z]?
Exemplezz_%:(2_1‘)(1_2‘):1_3121_§Z‘
1+4i (1421 —1) 2 2 2

Exercice 5.2 Donner la forme algébrique des nombres

suivants.
1) L +i
g T
141
2 = ... o
)1—1' +1
142
)P i
3—1
9 _
4) L i

Recherche du module et d’un argument

déterminer le module, le mettre en facteur

identifier un angle usuel dont le cosinus et le sinus sont
donnés

Exemple : z = —2/3 + 64

|z| = V12 +36 = V48 = /16 x 3 = 4V/3

2 =43 (—; + z?)
1
cos(f) = \—/g P 2
sin(0) = 3
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Exercice 5.3 Déterminer le module et un argument des 5) Rappeler la forme d’addition du sinus.

nombres complexes suivants.

Dl—d=...... arg(l—i)=......
2) | —V3—i|=...... arg(—V3 —1i)=......
3) 54+ 5v3i| =...... arg(5 +5v/3i) = ......

Nombres complexes - forme trigonométrique

Notation exponentielle : pour § € R

¥ = cos(f) + isin(0)

i(64-0") 0 i(0—0") e’
€ e =

= et ¢ = —
ez@

forme trigonoméitrique de z de module r(#0) et d’ar-
gument 0 : z = re

formules d’Euler

formule de Moivre pour n € 7Z

(ew)n = ¢inf (cos(@)—H sin(@))n = cos(nf)+isin(nh)

Exercice 5.4 Donner la forme trigonométrique des
nombres complexes suivants.

1)2v3—-2i=...
2) —6+6i=...

3) V3 —3i=...

Puissance d’un nombre complexe

La forme trigonométrique est pratique pour manipuler
des produits ou des puissances de nombres complexes.

V3 + 3

1+
1) Déterminer la forme trigonométrique de /3 + 3i et
de 1+ 1.

Exercice 5.5 Soit z =

2) En déduire la forme trigonométrique de z.

3) Déterminer la forme algébrique de z.

4) En déduire une expression de sin (%)

6) Considérant que g—% = %, vérifier le résultat obtenu
en 4).

Exercice 5.6 Soit ¢ = (1 — v/3i)" avec n € Z.
1) Donner la forme trigonométrique de 1 — /3.
2) En déduire la forme trigonométrique de c.

3) En déduire la forme algébrique de ¢

Exercice 5.7

1) Donner la forme trigonométrique de €2/ — 1 avec § €

]0, TF[. Indication : Factoriser par ¢’ et utiliser la formule d’Euler.

2) Geénéraliser I'approche précédente pour donner la forme
trigonométrique de e + €' avec u — v €] — m, 7|.

Analyse

Exercice 5.8 FEtablir les inégalités suivantes :
1) Pour tout x € Ry

exp(a:)Zl—i—:c—i—%

2) Pour tout z € Ry
.
T <sin(x) <z
et pour tout z € R_

73

x—EZSin(x)zx

1
Exercice 5.9 Soit h:x—~ zln (1 + >
T

1) Déterminer le domaine de définition de h.
2) Donner les limites de h au bord de Dy,

Remarque : L’¢tude des variations de h sur RY a été
vue dans la fiche 1.

Exercice 5.10 — QCM —

1 1
SOitf:R\{_Q}_”R:le—}—m:'l ;
+ 2x
L’ ion de h = t h(zx) = .
expression de fofesth(x) 31 2

Le domaine de définition de h est :

QR\(-3}
QR\(-3}
AR\{-3, -3}

QCM validé Q
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Fonctions paires, fonctions impaires

Une fonction f définie sur I est dite paire si

Veel —zelet f(—z)= f(x)
Une fonction f définie sur I est dite impaire si
Veel,—zelet f(—x)=—f(x)

Exemple : g : x — In (1 + mz) est paire car pour tout
reR,ona—xzeRet

=In(1+(-2)?) =In(1+2?) = g(z)

9(—x)

1
Et h: z — sin <5> est impaire car pour tout x € R*,
x

h(—z) = sin % _ sin _xi
(=)

cos est paire et sin est impaire.

ona—x € R* et

Rappel :

Exercice 5.11 Identification de fonctions.
impaire paire rien

1) x +— cos(x + 1) a a Q

sin(x)

2) @ cos(x)

3w 2+22—ab
4z 14 a3

5) z + sin (2%)

6) v+ 4r — 2° —|—%
)

)

7 x»—>\f
8

o0 U 000 o
o0 U 00U o
U0 U 00U o

[El—>l'3

Exercice 5.12 Que dire des fonctions suivantes ?
impaire paire

1) Si f est impaire et g est paire alors go f est O u
2) Si f et g sont paires alors g o f est Q a
3) Si f et g sont impaires alors g o f est a Qa
4) Si f est paire et g est impaire alors go f est O a
5) Si f est paire alors f’ est Qa Qa
6) Si f est impaire alors f’ est Qa Q

Continuité

Théoréme —

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a, b], et y
un réel compris entre f(a) et f(b).

Alors il existe  compris entre a et b tel que f(x) = y.

Corollaire — Avec les hypothéses précédentes, si de plus
f est strictement monotone, alors il existe un unique x
compris entre a et b tel que f(z) =v.

Ces théorémes ont une portée théorique : ils donnent
Pexistence d’'un x sans donner le moyen pour l'identifier.

Les applications sont :

donner lexistence d’un zéro d’une fonction sur un in-
tervalle

donner l'existence d’une suite définie implicitement

Exemple : Montrons que I’équation suivante admet une
solution sur [1;€] :
3In(z) —xz =0

1) L’application f : z — 3in(x)

2) De plus, —1 = f(1) < 0 < f(e) = 3 — e (on rappelle
que e =~ 2.7)

— x est continue sur [1;¢]

3) Le théoréme des valeurs intermédiaires donne que f
s’annule sur [1;e] c’est-a-dire qu'il existe z¢ € [1;¢€] tel
3n(zp) — 20 =0

Exercice 5.13 Etude d’une suite définie implicitement
Pour n € N*, on pose pour z € [0;1] : P,(z) = 2" +z—1.
1) Montrer que P, vérifie les hypotheéses du corollaire des
valeurs intermédiaires sur [0; 1].

2) En déduire qu'il existe un et un seul z,, € [0, 1] tel que :
P,(x,) = 0.

3) Donner le tableau de signe de P,.

4) Déterminer le signe de Py, (xy+1).

5) En déduire que la suite (x,) est monotone et préciser
son sens de variations.

6) En déduire que la suite converge. On note ¢ € [0,1] la
limite de (z,).

7) Raisonnant par l’absurde, montrer que ¢ = 1.

x)<x

9) Montrer que, a partir d'un certain rang,

< In(n)

8) Montrer que pour tout z > —1, In(1

0<l—z,<

In(n)

Indication : La seconde inégalité équivaut a 1 — < zn.

n
Revoir la démarche utilisée en 5) pour comparer un nombre & Z,.
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Exercice 5.14 Par simple lecture sur le cercle trigo-
nométrique, en vous aidant de symétries judicieusement
choisies, compléter les propriétés suivantes des fonctions
trigonométriques. Il convient de compléter par =+ cos(x)
ou *sin(z).

Exemple : cos (g — a) = sin(z)

1.0/— _____

sin(gfa)
[}
1
1
0.8} 1
’
1
]
0.6 !

0.4f ]

sin(a) L e D

cos%)

0.2

0.0

1) cos(m +x) =
2) sin (33 — z) =
2
3) sin(m — x) =
4) sin(m 4+ z) =
5) cos (g + x) =
1o}
0.5}
0.0
—0.5¢
—-1.04
—i.O -0.5 0.0 0.5 1.0

Exercice 5.15 On définit les deux fonctions suivantes :

frx=In((z—1)(x—2))
g:z—In(z—1)+In(xr—2)

1) Déterminer les domaines de définition Dy et D,.

2) Est-ce que f = g7 Expliquer la situation.

Exercice 5.16 Que vaut

In(l)=...
eV =...

lim ef =...
xr—r—00

lim In(z) =...

z—0t
Exercice 5.17 — QCM — Soit (up)nen une suite ne s’an-

2
nulant pas. Que vaut In <u2”> ?

U2ln (u—;)

Q2lnuy, —1n2
Q2In (Jup|) —In2
U on ne peut rien dire

QCM validé Q

Exercice 5.18 FEtude d’une suite définie par récurrence
Soit (uy) la suite définie par ugp =1 et

Vn €N, upi1 = cos(uy)

1) Montrer par récurrence que pour tout n € N,
up, € [0;51]

2) Soit g :  — cos(z)—=x. Utilisant le corollaire des valeurs
intermédiaires, montrer que g posséde un unique zéro sur
[0;1]. On le note 2.

3) Montrer qu’il existe o € [0; 1] tel que

Vo € [0;1], |cos'(z)] < a

4) Revenant a la définition d’une intégrale, compléter 1’ex-
pression suivante, pour n € N :

l
Up41 — = /
Un,

5) Utilisant la croissance de l'intégrale, montrer que pour
tout n € N
‘un—i-l - [‘ S O"un - e‘

6) Montrer par récurrence que pour tout n € N :

lup, — €] < "1 —¢|

7) En déduire que la suite (uy) converge et donner sa li-
mite.
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Algorithmique

Limite d’une suite récurrente

Considérant une suite (u,) qui converge vers un réel £ a
priori inconnu ; la problématique est de trouver un moyen
simple, algorithmique, afin de proposer une approxima-
tion de £ & une précision p.

L’affichage du niéme terme ne donne aucune indication
sur la précision obtenue et donc ne convient pas.

Une approche courante est de calculer successivement les
termes de la suite jusqu’a obtenir

‘un - un71| <p

L’affichage de u, donne une bonne estimation de ¢ en
pratique, méme si théoriquement la précision n’est pas
prouvée.

Le test nécessite de connaitre deux termes consécutifs
de la suite. Il est donc pratique d’utiliser, dans ce cas,
deux variables : une pour u,—_1 et l'autre pour u, a une
étape donnée.

Exercice 5.19 Considérons la suite (u,) définie par
Uy = 1 et

Vn € N*, wupy1 = cos(uy,)

Elle converge vers le réel ¢ € [0, 1] qui vérifie :
cos({) =¢

1) Compléter le programme suivant qui donne une ap-
proximation de /¢

p=0.0001

u=1

V=L

while
u=...
v=...

print (v)

Le résultat obtenu est

0.7390548

2) Adapter le programme ci-dessus, pour qu’il affiche aussi
le rang du dernier terme calculé.

Simulation d’expérience aléatoire

L’instruction rand () simule la loi uniforme sur [0, 1]

Pour simuler une expérience de Bernoulli de probabi-
lité p, cela revient & utiliser le test rand () <p qui est vrai
avec une probabilité p et faux avec une probabilité 1 —p
Exemple : simulation d’un lancer d’une piéce pipée, qui
donne Pile avec une probabilité % et Face avec une pro-
babilité 2 :

if rand()<3/5:
print (’Pile?)
else:
print (’Face’)

Exercice 5.20 Compléter le script suivant qui simule
une variable aléatoire X de loi B (10, %) :

p=2/3
n=10
X=...
for i in
if .
X=...
print (X)

Exercice 5.21 Ecrire le script associé aux instructions
suivantes qui permettent de simuler un lancer de dé équi-
libré :

on choisit aléatoirement un réel entre 0 et 1 noté a

sia< % alors on affiche 1

1 2

siae€ [,, ,[alors on affiche 2

siaé€ [ , [ alors on affiche 3

siaée [ , [ alors on affiche 4

Sk W DN o
ot D ow o

siae€ [ [ alors on affiche 5

)

enfin, si a > % alors on affiche 6

Exercice 5.22 En vous inspirant de I’exercice précédent
et en utilisant une boucle for proposer une généralisa-
tion : un script qui permet de simuler une loi uniforme

sur les entiers de 1 & n.
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Raisonnement
Exercice 6.1 Utilisant la disjonction de cas, établir les
relations suivantes.
1) Pour tout = € R,
2) Pour tout = € R,

2z +4|>-2—-=z
|22 — 22| > 1 — |z — 1]

Indication : Il convient de discuter suivant les valeurs de z afin

de déterminer I'expression des valeurs absolues.

L’implication, la contraposée, la réciproque

L’implication "P = Q" est définie par la disjonction de
"P est vraie ou Q est fausse", noté "P ou (non Q)".

La contraposée de "P = Q" est "(non Q) = (non P)".
Une implication et sa contraposée sont vraies en méme
temps (et donc fausses en méme temps).

La réciproque de "P = Q" est "Q = P".
Une implication et sa réciproque n’ont aucun lien
logique.

La négation de I'implication "P = Q" est la conjonction
"(non P) et Q. La négation d’une implication n’est pas
une implication.

o" est la

L’équivalence "P &
"(P=Q)et (Q=P)".

conjonction

Exemple : P : n est multiple de 4; Q : n est pair

Iimplication P = Q est traduite par : si un nombre

est multiple de 4, alors il est pair (vrai)

la contraposée est : si un nombre est impair alors il
n’est pas multiple de 4 (vrai)

la réciproque est : si un nombre est pair alors il est
multiple de quatre (faux)

la négation : il existe un nombre pair qui ne soit pas
multiple de 4 (faux)

De nombreuses questions de problémes se rameénent &
établir une implication. Le vocabulaire associé¢ a "P =
O" est varié :

si P (est vérifiée) alors Q (est vérifiée)
Q est une condition nécessaire pour P
il faut avoir Q pour avoir P

‘P est une condition suffisante pour Q

il suffit d’avoir P pour avoir Q

Exercice 6.2 Dire si les assertions suivantes sont vraies

ou fausses vrai faux
a)Six? —16 =0 alors x = 4 a Q
b) Si x € {—4;1;4} alors 22 — 16 =0 Q Qa
¢)Siz? —16 =0 alors x € {—4;1;4} a Q
d) Siz €] —3,2[U]4, ool alors z €] — 3,+0c0[. Q QO
e) Six €] — 3,400 alors z €] — 3,2[UJ4,+00[. Q QO
f) Pour que z? 4+ 1 > 10, il faut que = > 3 Qa a
g) Pour que 22 4+ 1 > 10, il suffit que z < —3 QO a

h) Une condition suffisante pour que de n soit pair est que

n soit divisible par 4 d d
i) Une condition nécessaire pour que n soit divisible par
4 est que n soit pair d d

La contraposition

Pour établir une implication, on démontre que sa
contraposée est vraie.

Exemple : Montrons que «pq est impair implique que p
et g sont impairs»

Raisonnons par contraposition ce qui revient & montrer
que : «p ou ¢ est pair alors pqg est pair»

Quitte & échanger p et g, supposons p pair. Alors il existe
k € N tel que p = 2k et donc pg = 2kq est pair.

Ainsi, «pq est impair implique que p et ¢ sont impairs»

Exercice 6.3 Utilisant la contraposée, montrer les im-
plications suivantes.

1) Pour tout z,y € R :
vty = Qrtl)y—1) £ @—1)2y+1)
2)Soita>0: (Ve>0,a<¢) a=0

3) Si n? — 1 n’est pas divisible par 8 alors n est pair.

=

=

Exercice 6.4 - QCM — Citez le(s) raisonnement(s) en-
visageable(s) pour établir que :

Ve e Ry, € >z

U étudier le signe d’une expression ad-hoc par factorisa-
tion
U faire une récurrence

U étudier les variations d’une expression ad-hoc
x

im — =+

U utiliser le fait que
r——+00 I

QCM validé Q
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Exercice 6.5
Considérant 'implication suivante, complétez les propo-
sitions et dire si elles sont vraies : vrai faux

a) P : «Si un nombre est un multiple de 5 alors il est im-
pair.» d d
b) La réciproque est R : ... Q Qa
c¢) La contraposée est C : ... Q (I
Q a

d) La négation est N : ...

Analyse

Exercice 6.6 Donner le domaine de définition des fonc-
tions suivantes.
x? —4x +3
2 — 2x
In(z? —z — 1)

1)f:z—1In

2)g:x+—

Cosinus d’un angle

Pour calculer le cosinus d’un angle, on peut :

utiliser la 27-périodicité pour identifier un représen-
tant de cet angle dans [0,27] ou | — 7, 7]

utiliser les propriétés vues ci-dessus pour l'exprimer
en fonction d’une valeur particuliére connue de |0, 5}

dans le cas d’une expression littérale, utiliser une ap-
proche itérative (récurrence) peut aider.

147

Exemple : Calcul de sin

Recherche d’un représentant sur [0, 27 :

sin <F§T> = sin <2?:T +3x 277)) = sin <2;T>

i T
Lien avec une valeur connue de [0, 5] :

sin (?) — sin (g) - \f

o <147r> V3
Ainsi, sin - )=

2

Exercice 6.7 Calculer les expressions trigonométriques
suivantes :

<197r>
) cos
A7

< 157
) sin

3>m< : )

4) Pour n € N, sin (2ng>

_ T
5) Pour n € N, sin ((Qn + 1)§> =

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Exercice 6.8 Compléter le tableau suivant :

f(z) f(x)
2
(I+z)3
2
(1=
2z +1
20 +1
1
(3 4+ 1)
322 (23 +1)"
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Exercice 6.9 Citer les théorémes usuels que vous
connaissez sur le comportement des suites.
On précisera clairement :

les hypothéses
le nom du théoréme
la conclusion

Enfin, citez un exemple d’utilisation de chaque théoréme.

Fonction polynomiale

On appelle fonction polynomiale (ou polynome), toute
application de la forme :

P:xw ag+ax+ asz® + - + apz”

oun € N et les ag,a1,...,a, € R sont appelées coefli-

cients de P.

Deux fonctions polynomiales égales ont leurs coeffi-
cients respectivement égaux.

On appelle degré de P : max{k € [0,n];a; # 0}. Par
convention, si P est nul alors deg(P) = —oc.

On appelle valuation de P : min{k € [0,n];ar # 0}.

L’identification des coefficients d’'un polynéme est un
outil réguliérement utilisé pour factoriser une expression,
pour décomposer une fraction rationnelle afin de 'inté-
grer ...

Exemple : on sait que z? + 1 peut étre factorisé par
22 4+ v/2x + 1; ainsi, pour déterminer la factorisation, il
convient de déterminer a,b,c € R tel que

2t +1=(2? +V2r+1)(az® +bx +c) (€)

Développer I'expression, puis par identification des coef-
ficients écrire un systéme linéaire vérifié par les inconnues
a, b, c. Enfin, résoudre le systéme.
(&) e 2+ 1=ar+ (avV2+b)2®
+(a+c+bv2)z2 + (V2 +b)x + ¢

c=1

V24+b=0 c=1
& at+c+bv/2=0 & b=—2

av2+b=0 a=1

a=1

Ainsi, 2 4+ 1 = (22 + V22 + 1)(2? — V2 + 1)

Exercice 6.10 Dans chaque situation suivante, déter-
miner la valeur des constantes numériques remplacées par
des lettres.

1) (223 4+ 52% + v — 2) = (az? + bx + ¢) (v + 2)

a=... b=... c=...
1 d e
9) ——— =S4 °
z(z+1) = z+1
d=... e=...
Indication : Mettre au méme dénominateur le membre de gauche

et identifier les coefficients des numérateurs.

3) (wt + 23+ 322+ 224+ 2) = (22 + 2+ 1)(f2? +gr + h)

f=... g=... h=...
6 j k l
4 =T+ -
) z(x + )(x+2) ko xz+1 x4+2
. . 1 1—=x
Exercice 6.11 801‘5[:/ 3 5 T
o z°H+ax*+z+1

1) Soit P(x) = 23 + 22 + x + 1. Vérifier que P(—
déterminer a, b, c € R tel que

1)=0cet

P(z) = (z +1)(az® + bz + ¢)

2) Déterminer d, e, f € R tel que :

1—=x B d
wB+24+rx+1 z+1

ex + f
ax?+bxr+c

1-=z
B2+ r+1

3) Donner une primitive de z

4) En déduire la valeur de I.

Exercice 6.12 Pour chacune des expressions suivantes,
quitte & retravailler ’écriture, identifier le polynéme de-
mandé.

Exemple : P(cos(x)) = cos(z)?(cos(z) —
En développant on trouve

1)+2

P(cos(t)) = cos(t)® — cos(t)? + 2

Ainsi, P est définie par P(z) = 2% — 2% + 2
En effet, si 'on remplace x par cos(t) on retrouve bien
I’expression initiale.

1) Ple!) =2+ et +4e3

2) Q(sin(t)) = cos(t)?sin(t)

3) R(In(t)) = In(?)

9 () = ?) — Int)?

5) T(cos(t)) = cos(t)™ — nsin(t)* cos(t)" ! ot n € N.
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Limite d’un polynéme
Considérant la fonction polynomiale suivant :

P(x) = apa® + app1a?™ + -+ apa”
avec a, # 0 (P est de valuation p) et a, # 0 (P est de
degré n).

La limite en 0 est donnée par le terme de plus petit
degré : a,zP. Cela peut se formuler par :

P
lim (=)
z—0 apmp

=1

La limite en +00 ou —oo est donnée par le terme de
plus grand degré : ay,a™. Cela peut se formuler par :

lim P(z)

r—Foo anpx™

=1

Cette remarque nous informe sur le choix du terme &
mettre en facteur pour lever une indétermination dans
une somme de termes assimilable & une expression de
type polynomial.

Exemple : On cherche la limite en 400 de

3In(z) + 41In(x)? — In(z)3
On identifie que ’expression est un polynéme en In(z) :
P(u) = 3u + 4u* — u*

avec lim In(z) = 400

Tr——+00

L . BEERT . 3 _ _
Ainsi, zll}r_{loo P(In(x)) = :Ell}r—l{loo In(z) 00

Ici, nous aurions mis — In(x)3 en facteur :

P(In(z)) = —m(g;)?’(—m(?;)Q - ln?x) +1)

~~
— 1
x—r+00

Exercice 6.13 Déterminer les limites suivantes
2¢ — 32° + a°
b fim ST AE
z——oc0 1 — x4 22
2x — 322 4+ 23
2) Ilm —————— = ...
) zgon+ 32 — o3
In(1+2
3) lim — n(l+2z) _
2—0 sin(x) + 2sin(z)? — sin(z)3

4) lim e "4 4e7% — 30 = .

T——00
2 3 1
5) 1 —+ = ——=...
)xg(r)lfx?’—i_a? x

Algorithmique

Exercice 6.14 On considére une suite infinie de lancers
d’une piéce donnant Pile avec une probabilité p. On s’in-
téresse a la premiére apparition de deux Piles consécutifs
et on note Y la variable aléatoire donnant le rang du se-
cond Pile.

Compléter le script suivant qui permet de simuler Y.

p=0.3 # proba d obtenir Pile

nb=0 # nb de Piles consécutifs
Y=...
while :
if rand O<p:
nb=...
else:
nb=...
Y=Y+1
print (Y)

n
Exercice 6.15 Pour n € N, on définit S,, = Z ek
k=0

1) Ecrire un script calculant S,, ot n est défini en en-

2) En remarquant que S, est la somme des premiers
termes d’une suite géométrique dont on précisera la rai-

. e
son, montrer que la suite (S,) converge vers
e —
3) Compléter le script suivant déterminant le plus petit n
tel que

e
S, ——| <
nT o sp

ol p est défini en entéte.

p=0.00001
n=...
l=exp(1)/(exp(1)-1)
S=1+exp(-1)
while ...>p:

n=...

S=...
print (n)
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