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SOUS-ESPACES VECTORIELS

Exercice 14.1 Dire si les sous-ensembles sont des sous-e.v.?
1. les polynomes de degré 2

2. {(x,y,z,t) ERY, z+2y=0, 2+3t= 0}

3. les fonctions f telles que f(1) = 2£(0)

1.{] € R% (1) - (0) =1}

5. {f eR¥; vz eR, f"(z)+zf'(z) — 2f(z) =0}

Exercice 14.2

Une méthode pour détermination de F'NG :

Mettre un espace sous la forme Vect(. . .)

Mettre ’autre sous la forme d’un ensemble de vecteurs de E vérifiant une
propriété.

Déterminer F' N G en cherchant & quelle condition un vecteur quelconque du
premier vérifie la propriété du second.

F:{(x,y,z)€R3‘x+y—z:0} G:{(a—b,a—l—b,a—Bb)‘a,bER}

1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R3
2. Déterminer F' N G.

Exercice 14.3 Il y a deux facons de définir un sous-ensemble :
forme 1 : les éléments sont définis explicitement a l'aide de paramétres,
forme 2 : les éléments sont définis par une propriétés, souvent des équa-
tions vérifiées par leurs coordonnées.

z +y —2z 4+t =0

: _ 4,
1. Soit F' = {(x,y,z,t) eR 7{ v 43y - —t —0 } Mettre F sous

la forme 1.
2. Soit H = Vect((1,-1,0,3),(2,1,1,—2)). Mettre H sous la forme 2.

FAMILLES DE VECTEURS

Exercice 14.4 Indépendance linéaire

Les familles suivantes sont-elles libres ou liées dans I'espace indiqué :
1. Dans R%, F; = ((1;2), (3;4), (0;0)), F2 = ((1;2), (—3; —6)).

2. Dans R3, F3 = ((1;—-3;5), (1;0;2), (1; —6;8)).

Exercice 14.5
Montrer que {(1,2,—1,2), (2,3,0,—1), (1,3,—1,0),(1,2,1,4)} est une base
de R* et donner les coordonnées du vecteur (5,7, 1,4) dans cette base.

Exercice 14.6
Soit (u,v,w) une famille libre dans E, un R-espace vectoriel.
La famille (u 4 v,v + w,u + w) est-elle libre ?

Exercice 14.7 On note S l'ensemble des suites (up)nen telles que, pour
tout n € N : upyo = 2\/§un+1 + 4u,,.
1. Identifier le type de la suite et en donner une expression explicite.

2. En déduire qu'il existe a,b € RN telles que S = Vect(a, b).
3. La famille {a, b} est-elle libre ? En déduire une base de S.

Exercice 14.8
Soit r un réel non nul. Montrer que les suites (r™)nen, (N7 )nen €t (n2r™)nen
forment une famille libre de RY.

Exercice 14.9

Raisonnement par I’absurde pour montrer la liberté d’une famille (u;)1<i<p :

Introduire une combinaison linéaire formelle nulle des vecteurs : soit
n
ay,a,...,a, € R avec g apur = 0g
k=1

Poser kg = max{k € [1,n]; ar # 0}
Montrer que oy, = 0 et conclure.
Soient n € N*, r1,79,...,7, des réels tels que 0 < ry < 19 < -+ < 1y, €t

f1, fay -+, fn les fonctions définies par f; : x — exp(r;z).
Montrer que (f1, f2, ..., fn) est une famille libre de F(R,R).
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Exercice 14.10 Les deux questions sont indépendantes.

1. Montrer que (1,14 X, 1+ X + X?) est une base de Ky[X] et donner les
coordonnées de P = e+ fX + gX? dans cette base.

2. Soit (a,b) € K2 tel que a # b. Montrer que les polynémes P, = (X —
a)k(X —b)27F 0 < k < 2, forment une famille libre de K[X].

Exercice 14.11
Pour quelles valeurs du réel m la famille (ug, ug, us, uq) est-elle libre ?
up =(1,1,0,0) we=(1,m,1,0) w3 =(1,0,m,1) wug=(1,0,0,m)

Exercice 14.12
Soit A € M, (K). On pose C(A) = {M € M, (K) : AM = MA}.
1. Montrer que C'(A) est un sous-e.v. de M,,(K).

2. Déterminer une base de C'(A) avec A = < i _11 ) .

Exercice 14.13
Déterminer ’ensemble des valeurs de m € R telles que u = (m, 1, m) appar-
tient a Vect(v,w), avec v = (1,1,1) et w = (1, m, —1).

Exercice 14.14 Extraire une base de :
F =Vect(a=(1,-1,1), b= (2,1,1), ¢=(0,-3,1), d = (1,2,1)).
Donner les coordonnées des quatre vecteurs dans cette base.

Exercice 14.15

Soit E' I'ensemble des matrices de Ma(R) telles que la somme des coefficients
de la premiére colonne soit égale & la somme des coefficients de la seconde
colonne. Montrer que E est e.v. et en donner une base.

Exercice 14.16

Comparer deux espaces vectoriels F' et G revient & déterminersi FF C G, G C F,
F = G ou rien de cela. Un moyen est de considérer F'N G (ou la réunion).

Comparer F = Vect((1,2,1),(1,3,2)) et G = Vect((1,1,0),(3,8,5)).

Exercice 14.17 Dans chacun des cas suivants, donner une base de F1, Fo,
EiNEy et B1+ Es.
1.E1—{(fc,y,z,t)€R,{ %+ r—t=0

ot Egz{(fc,y,z,t)ER4;{ 2 +32+t=0 }

r+y+2z=0
2.E1—{(x,y,z,t)€R,{ %t r—t=0

et Fy = Vect((1,1,1,-1);(1,0,1,0))
3. By = Vect((2,1,1,0); (1,—1,0,1)) et By = Vect((1,1,1,~1); (1,0,1,0))

SOMME DE SOUS-ESPACES

Exercice 14.18 Soient I ’ensemble des suites convergentes, F' I’ensemble
des suites convergeant vers 0 et G I’ensemble des suites constantes .
1. Montrer que E est un espace vectoriel.

2. Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de F.

Exercice 14.19 Soient F ’ensemble des fonctions dérivables de R dans R,
F={feE|f(0)=f(0)=0}et G={z > az+b|(a,b) € R?*}.

1. Montrer que F' est un espace vectoriel.

2. Montrer que F' et GG sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de F.

Exercice 14.20 Soient S,(R) l'ensemble des matrices symétriques de
M, (R) et A, (R) 'ensemble des matrices antisymétriques. Montrer que :

Mn(R) = Sn(R) ® An(R>

Exercice 14.21 Montrer que F et G sont supplémentaires de K3.
F= {(:v,y, z) € K3 ‘ x+2y—3z= 0} et G = Vect((1,2,—3)).



