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Fonctions de deur variables — Exercices

Fonctions de deux variables
Exercices

Topologie et continuité

Exercice 24.1

Représenter les parties suivantes de R?. On dit qu'une partie  C R? est
convexe si pour tout A, B € Omega, alors [A, B] C Q.
LA={(z,y) eR?*|2? +y> < lety>|z|}.

Montrer que A est fermée, convexe et bornée.

2. B 'ensemble de définition de f(z,y) = In(1 — zy).
Montrer que B est un ouvert. Est-il borné?
3.C={(z,y) eR*|1 < |z — 1] < 2}.

Montrer que C' est un ouvert. Est-il convexe ?

4. D = {(x,y) €R2’x20y20, et 2x+3y<4}.
Montrer que D est convexe. D est-il ouvert 7 fermé?

Exercice 24.2 -
Soit X,Y € R2 Montrer que (X,Y) = cos (X, Y)|| X |||Vl

Exercice 24.3 Etudier la continuité en (0,0) de la fonction f : R? — R
en (0,0) :
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Exercice 24.4 Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer son en-
semble de définition et montrer qu’elle est continue sur cet ensemble :

~ In(2 - 2 —y?)

_ 2\cos(y) — —
flz,y) = (1+27) 9(x,y) 21 h(z,y)

zy — 1

cos(z%y)

Dérivées partielles

Exercice 24.5 Etudier I'existence des dérivées partielles des fonctions sui-
vantes et calculer-les :

L f(z,y) =" \
2. f(a) = S5 i (5,0) £ (0,0) et £(0.0) =0,

3. f(z,y) :xQSin% siz#0et f(0,y) =0.

Exercice 24.6 Soit f définie sur R? par f(x,y) = 22 + 23y + 3.
1. Justifier que f est de classe C! sur R

2. Déterminer les dérivées partielles par rapport & = et & y de f.

3. Déterminer le gradient de f en A = (1,1).

4. Justifier 'existence d’'un développement limité & 'ordre 1 de f en A et le
déterminer.

5. Déterminer une équation du plan tangent en A au graphe de f.

Exercice 24.7 Soit f € C'(R?). On pose, pour tout t € R :
g(t) = f( sin(1 — t2), In(1+ et)).

Montrer que g est dérivable sur R et déterminer sa dérivée en fonction des
dérivées partielles de f.

Exercice 24.8 Déterminer la dérivée de f en A dans la direction U (on
vérifiera que U est unitaire) :

L f(zy) = e, A = (0,1), U = <;§ \2)
2. f(z,y) =2 —ay — 2%, A=(1,2), U = (cos (%) ,sin (%))

Exercice 24.9 Soient Q un ouvert convexe de R?, f € C1(,R) et (A, B) €
02,

En considérant la fonction ¢ — f(A+t(B—A)) sur [0, 1], montrer qu’il existe
C € [A, B] tel que :

f(B) = f(A) = (B - AV [(C))
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Exercice 24.10 Montrer que lapplication f admet en (0 ;0) une
dérivée dans n’importe quelle direction mais n’y est pas continue
f: R —= R

(z,y) Ifiléz si (z ;y) # (0;0) et 0 sinon

Exercice 24.11 Soit f la fonction définie sur R? par :

2 .2
) s £ 0.0

0 sinon

1. Monter que f est continue sur R2.
2. Monter que f est de classe C' sur R?.

Exercice 24.12 Soit f : R2\{(0 ;0)} — R définie par f(z,y) = (2% —
y?) In(2? + 32).
1. La fonction f est-elle prolongeable par continuité a ’origine ?

2. Considérant f(z,y) = — f(y, x), établir une relation entre les dérivées par-
tielles de f.
3. La fonction f est-elle C! sur R%?

Relations entre les dérivées partielles
Exercice 24.13 Soit f : (z,y) — (22 — y?) In(2? + y?) sur R2\{(0,0)}.
1. La fonction f est-elle prolongeable par continuité a ’origine ?

2. Considérant f(z,y) = — f(y, x), établir une relation entre les dérivées par-
tielles de f.

3. La fonction f est-elle C! sur R??

Exercice 24.14 Soit f : R? — R de classe C!. Etablir une relation entre
ses dérivées partielles si V¢ € R et V(z ;y) € R? :

a)f(m—kt,y—kt)zf(x,y) b)f(tx,ty):f(a:,y)

Exercice 24.15

u=x+y
v =2+ 3y
plications f : R?> — R, de classe C' et vérifiant :

En utilisant le changement de variable { , déterminer les ap-

Exercice 24.16 Effectuant le passage en coordonnées polaires, déterminer

OF L9 _ oyt 2.

les applications C? vérifiant z—- +y—- = a
ox oy

Extremums

Exercice 24.17
Etudier les minimums des applications suivantes définies sur R2.

fl(xvy): V$2+y2, f2($,y):$2, fg(.%',y):l’2+y4

Exercice 24.18 Identifier le maximum et le minimum de : f(z,y) = zy +
29/
sur l’ensemble Q@ = {(z,y) € RQ‘ —1<z<let —1<y< 1}

Exercice 24.19

1. Quels sont les points critiques de la fonction f(z,y) — zy + y°.
2

. T\2 =w
2. Démontrer que f(z,y) = (y + 5) -
Le point (0,0) est-il un maximum pour f? Un minimum ? Un point-selle ?

3. Tracer les lignes de niveau de f de hauteur 0, 1 et —1.

Exercice 24.20 Déterminer les extremums de 2™®) + y®) sur 10, +o00[2.
Exercice 24.21 Déterminer les extremums de f : (z,7) — 23y*(1 —z +y).
Exercice 24.22 Déterminer les extremums de g : (z,y) + 23 + 3® — 3axy

Exercice 24.23 Déterminer les extremums de h : (z,y) — z*+y*—2(z—y)?



