» LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN > LA FONCTION EXPONENTIELLE

Définition — Le logarithme néperien est la fonction, notée In, Définition — La fonction exponentielle est l'unique fonction

de 10, +o00[, & valeur dans R définie par : dérivable sur R qui vérifie :
1 exp(0) =1
V. 1 = —dt
z>0, In) /1 t {Vm ER exp/(z) = exp(x)
Théoréme — La fonction logarithme néperien réalise une bi-

jection de RY wers R dont la réciproque est la fonction expo-
In est une fonction continue, dérivable sur ]0, +oo, de dérivée : nentielle.

In est strictement croissante sur 0, 4+oo[

vz >0, In® (z) < 0, donc In est concave, c’est & dire : la

Yy € R, = exp(z & x=In
Ve >0, 1n’(m)=1 Yy Yy p(z) (y)

courbe représentative de In est en dessous de ses tangentes. La fonction exponentielle est continue et dérivable sur R, de
dérivée :
y=In(x) Ve € R, exp'(z) ="
La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.
1 Ve e R, exp®(z) > 0, donc exp est convexe, c’est a dire : la
courbe représentative de exp est au dessus de ses tangentes.
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sia>0, z%n(z) —0 na:)—>0
r—0 xr< x—+00
) 0 ennle) o o0
. . exp(z)
La courbe représentative de la fonction In admet : x exp(x) ——0 - oa T
o une asymptote verticale d’équation z = 0, exp(2)
e une branche parabolique de direction (Oz) au voisinage VaeR, z%exp(x) 0 - +00
de +oo Tr——00 xT r—4oc0
o une tangente de pente 1 au point d’abscisse 1. » TANGENTE ET BRANCHES INFINIES
La courbe représentative de la fonction exponentielle admet :
o une asymptote horizontale d’équation y = 0 au voisinage
x de —oco
Va,y >0, 1 =1 1 In{=)=1 -1 ' . . .
= n(zy) = @) +ny)  In (y) n(@) —Infy) e une branche parabolique de direction (Oy) au voisinage
°Vz >0,Ya €R, In(z%) = aln(x) de +o0,
eV >0, Inz)<z—1 o une tangente de pente 1 au voisinage de 0.

oeVr>—-1, In(l4+z)<z

» RELATIONS

oVr,y € R, etV =¢%¥ 7YV =_
eVz €R, In(exp(z)) ==z

o Vy eRY, exp(ln(y)) =y
eV eR, 1+4+ax<e”



>» EXPONENTIELLE DE BASE «

Définition — Soit a > 0. La fonction exponentielle de base a,
notée exp,, est la fonction définie sur R par :

Vz € R, exp,(z)=exp(zln(a))

On note : exp,(x) = a”

» VARIATIONS

La fonction exponentielle de base a est continue et dérivable
sur R, de dérivée :

x

Vz €R, exp,(r)=In(a)a
Sia > 1 (resp. a < 1), la fonction exponentielle de base a est
strictement croissante, convexe (resp. décroissante, concave)
sur R.
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eSia>1: a® —0 a® — +oo
xr— —00 xr—+oo
eSia<l1: a® — +0 a® —0
T—>—00 x—+o0o

» TANGENTE ET BRANCHES INFINIES

La courbe représentative de la fonction exponentielle de base
a admet :
eSia>1:
= une asymptote horizontale d’équation y = 0 au voisinage
de —oo0,
=> une branche parabolique de direction (Oy) au voisinage
de 400,
eSia<l1:
= une branche parabolique de direction (Oy) au voisinage
de —o0,
=> une asymptote horizontale d’équation y = 0 au voisinage
de +o0.

» LOGARITHME DE BASE a

Définition — Soit a > 0 et a # 1. La fonction logarithme de
base a, notée log,, est la fonction définie sur R par :

Vr € RY,

log,(z) = )

» RELATIONS

o Pour a € R} \{1}, Yz € R,
e Pour a € R} \{1}, Vx € R},

log, (exp,(z)) =z
exp, (log,(z)) = =

>» LES FONCTIONS PUISSANCE

Définition — Soit a € R un réel quelconque. La fonction puis-
sance d’exposant a est la fonction f, définie sur |0, +oo[ par :

Vr >0,

» VARIATIONS

Les fonctions puissances sont définies, continues et dérivables
sur )0, +-o00[, de dérivée :

Yz >0,

fa(z) = 2° = exp (aln(x))

fo(x) = az*™*

Les fonctions puissances d’exposant a > 0 sont strictement
croissantes sur 0, 00|
Les fonctions puissances d’exposant a < 0 sont strictement dé-
croissantes sur 0, +00[

4 a>1 a=1
3
2 O<axl1
1 a=0
a<0
1 2 3 4

» LIMITES ET BRANCHES INFINIES

lim z“ = +oo
x— 400
Ces fonctions sont prolongeables par continuité en 0 par 0 = 0.
Pour 1 > a > 0 (par exemple z — /) :
La courbe de x — 2 admet une branche parabolique de direc-

tion (Oz) au voisinage de +oo.

e Pour a > 0, lir%mazo
z—

Pour a > 1 (par exemple © — x2) :
La courbe de z +— z® admet une branche parabolique de direc-
tion (Oy) au voisinage de +oo.

lim z° =0
xr—+00
La courbe de z — 2 admet 'asymptote horizontale (Oz) au
voisinage de +oco0.
La courbe de z — z® admet Pasymptote verticale (Oy) au
voisinage de 0

» RELATIONS

o Pour Vz,y € R}, Vo, € R, on a:

o Poura<0: limz® =400
x—0

1
xaxﬂ _ mo¢-&-ﬂ xa)ﬂ — maﬂ

e Soit g € N*,

=> si q est pair, alors  — ¥/ est définie sur Ry
= si q est impair, alors © — ¢/x est définie sur R
Pour tout x >0, p € Z et ¢ ¢ N, on a:

%:{L‘% x%:(%)P:qu



» LES FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

in(x)

» LA FONCTION SINUS

|
_

La fonction sinus est définie, continue, dérivable sur R, a valeur
dans [—1, 1], de dérivée : sin’ = cos.
La fonction sinus est impaire et périodique de période 27.

T
]et

La fonction sinus est strictement croissante sur [—5, 5

définit une bijection de [— ] sur [—1,1].

™ T
2’2
» LA FONCTION COSINUS

La fonction cosinus est définie, continue, dérivable sur R, a
valeur dans [—1,1], de dérivée :
La fonction cosinus est paire et périodique de période 2.

La fonction cosinus est strictement décroissante sur [0, 7] et
définit une bijection de [0, 7] sur [—1, 1].

cos’ = —sin.

eVz € R, cos?(z) +sin’(z) =1
o Vzr eR, |[sin(z)| < ||
= sin(x)
\n
-y \ \
2 2
y = cos(x)

» LA FONCTION TANGENTE

La fonction tangente est définie, continue, dérivable sur

1
U]fz+k7r,l+k7r[, de dérivée : tan’ = 1+ tan? = =
Pyt 2 2 cos

3
2 y F tan(x)
1
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La fonction tangente est impaire et périodique de période 7.
Elle est strictement croissante sur ]—g, g[ et définit une bi-

jection de }—g, g [ sur R.

» LA FONCTION ARCSINUS

» LES FONCTIONS TRIGO. RECIPROQUES

Définition — La fonction arcsinus est la fonction réciproque

. . T T
de la fonction sinus sur [—5, 5
sm(t9) =x
0 = Arcsin(z) <= 0 c [_z E}
272

T
v [———
o Vx € BRD)
o Vy € [-1,1],

} , Arcsin(sin(z)) = =
sin(Arcsin(y)) =y

La fonction arcsinus est définie, continue sur [—1, 1], dérivable
sur | — 1, 1], de dériveée :

1
V1—2z2
La courbe représentative de la fonction arcsinus admet une
tangente verticale aux points d’abscisse —1 et 1.

La fonction arcsinus est impaire, strictement croissante sur
[—1,1] et définit une bijection de [~1,1] sur [—g g}

» LA FONCTION ARCCOSINUS

Définition — La fonction arccosinus est la fonction réciproque
de la fonction cosinus sur [0, 7]

vz €] —1,1], Arcsin'(z) =

cos(f) =z

6 = Arccos(z) <= { 6 € [0, 7]

o Yz € [0, 7],
o Vy € [-1,1],

Arccos(cos(z)) =z
cos(Arccos(y)) =y

La fonction arccosinus est définie, continue sur [—1,1], déri-
vable sur | — 1,1[, de dérivée :

1
V1—a?
La courbe représentative de la fonction arccosinus admet une
tangente verticale aux points d’abscisse —1 et 1.
La fonction arccosinus est strictement décroissante sur [—1, 1]
et définit une bijection de [—1,1] sur [0, 7]

Vo €] — 1,1, Arccos’(z) = —

y = arccos(x)
2 V
i3
4
-1 1
y = arcsin(x)
_
2

Les courbes représentatives des fonctions arcsinus et arccosinus
o . . i . ks
sont symétriques par rapport & la droite d’équation y = 1

Ve € [-1,1], Arcsin(x) + Arccos(z) = g



» LA FONCTION ARCTANGENTE

Définition — La fonction arctangente est la fonction réci-
proque de la fonction tangente sur [—g, g]
6 = Arctan(z) < { ‘;an(@) ot
€[-3.5]

o Vz € [—g, g] , Arctan(tan(z)) =«
o Vy €R, tan(Arctan(y)) =y
7
y = arctan(x)
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La fonction arctangente est définie, continue, dérivable sur R,
de dérivée :
1
14 22
La fonction arctangente est impaire, strictement croissante sur

Vo € R, Arctan’(x)

[—1,1] et définit une bijection de R sur [—g, g
i -_T ~ _T
xBI_IlOO Arctan(z) = 5 xll)riloo Arctan(x) 5

La courbe représentative de la fonction arctangente admet
. m
I’asymptote horizontale y = —3 en —oo et ’asymptote ho-

. T
rizontale y = 3 en +o00.

» LES FONCTIONS HYPERBOLIQUES

Les fonctions cos et sin sont les parties réelles et imaginaire de
la fonction exponentielle complexe.

_ exp(iz) + exp(—ix)

cos(x)

exp(iz) 726Xp(7ix)

sin(z) = 5

Elles vérifient : Vo € R, cos?(z) +sin?(x) = 1
De fagon analogue, les fonctions ch et sh sont les parties paires
et impaires de la fonction exponentielle réelle :
Ch(x) _ exp(x) + exp(f:c)
2
exp(z) — exp(—z)
h(z) = =/ — TP
sh(z) .
Elles vérifient : Vo € R, ch?(z) —sh*(z) =1
Si on étend les fonctions cos, sin, ch, sh sur C par les formules
ci-dessus, on a :

Vz € C,

» LA FONCTION SINUS HYPERBOLIQUE

La fonction sinus hyperbolique est définie, continue, dérivable
sur R, & valeur dans R, de dérivée : sh’ = ch

La fonction sinus hyperbolique est impaire, strictement crois-
sante sur R.

ch(iz) = cos(z) et sh(iz) = isin(x)

9 y =sh(x)

» LA FONCTION COSINUS HYPERBOLIQUE

La fonction cosinus hyperbolique est définie, continue, dérivable
sur R, & valeur dans R, de dérivée : ch’ = sh

La fonction cosinus hyperbolique est paire, strictement crois-
sante sur [0, +00]. Sa courbe représentative est la "chainette" :

y = ch(x)

-3

» LA FONCTION TANGENTE HYPERBOLIQUE

Par analogie avec la fonction tan, on définit la fonction th par :

sh
th = —
ch
La fonction tangente hyperbolique est définie, continue, déri-

vable sur R, de dérivée : th’ = 1 — th?

-2 -1 1 2 3

y = th(x)

La fonction tangente hyperbolique est impaire, strictement
croissante sur R et définit une bijection de R sur | —1,1][.

La courbe représentative de la fonction tangente hyperbolique
admet ’asymptote horizontale y = —1 en —oo et 'asymptote
horizontale y = 1 en +oo0.



