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Colle 13

Les questions "+# "

EXTRAIT DU PROGRAMME
1. FONCTIONS D’UNE VARIABLE REELLE :
B DERIVABILITE

sont avec un développement (démonstration, exemple, exercice).

LIMITES ET CONTINUITE, DERIVABILITE, CONVEXITE

C. THEOREMES DE ROLLE ET DES ACCROISSEMENTS FINIS

Théoréme de Rolle.

Egalité des accroissements finis.

Inégalité des accroissements finis : si f est dérivable et si | f'|
est majorée par K, alors f est K-lipschitzienne.

Caractérisation des fonctions dérivables constantes, mono-

tones, strictement monotones sur un intervalle.

Théoréme de la limite de la dérivée : si f est continue sur

I, dérivable sur T\ {a} et si f'(x) —> ¢ € Roalors f est
z#a

dérivable en a et f'(a) = £.

Extension au cas oit £ = £o0.

E. FONCTIONS COMPLEXES

Breéve extension des définitions et résultats précédents.

Inégalité des accroissements finis pour une fonction complexe
de classe C'.

C. CONVEXITE

A. GENERALITES
La fonction f est convexe sur I si, pour tous (x,y) € I? et
A€ 0,1], fF(A =Nz +Ay) < (1= A)f(x) + Af(y).
Inégalité de Jensen : si f est une fonction convexe sur un
intervalle I, on a l'inégalité

f <Z Ai:&‘) < Z)\zf(im)

quels que soient les réels positifs A1,...,\, de somme 1 et
quels que soient les éléments z1,...,x, de I.
Caractérisation de la convexité par la croissance des pentes.
Position du graphe d’'une fonction convexe par rapport a ses
sécantes.

Interprétations géométrique et cinématique.

La notion de fonction lipschitzienne est introduite a cette
occasion.

Application a ’étude des suites définies par une relation de
récurrence un41 = f(un).

La fonction f’ est alors continue en a.

Caractérisation de la dérivabilité en termes de parties réelle
et imaginaire.

On mentionne que l'inégalité résulte d’une simple majoration
d’intégrale, justifiée ultérieurement dans la section « Intégra-
tion ».

Interprétation géométrique.

Tout développement général sur les barycentres est hors pro-
gramme.

B. FONCTIONS CONVEXES DERIVABLES, DEUX FOIS DERIVABLES

Caractérisation des fonctions convexes dérivables.

Position du graphe d’une fonction convexe dérivable par rap-
port a ses tangentes.

Caractérisation des fonctions convexes deux fois dérivables.
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METHODES ET SAVOIR-FAIRE
Mettre en oeuvre les théorémes des accroissements finis
Etude des suites du type u,1 = f(u,) par majoration géométrique.
Identifier une inégalité liée a la convexité

QUESTIONS DE COURS
Théoréeme de Rolle. Théoréme des accroissement finis (égalité et inégalité).

Soit f continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[. Montrer que si f s’annule en n + 1 points de [a, b] alors f’
s’annule en au moins n points de ]a, b[.

Théoréme sur 1’égalité des accroissements finis.

Théoréme de limite de la dérivée.

Lemme de primitivation d’un DL

Caractérisation des fonction constante, des fonctions monotones. Théoréme de limite de la dérivée. Théo-
réme de prolongement de classe C*.

Extension des notions aux fonctions complexes

Tout sur la convexité : fonction convexe, fonction concave, interprétation géométrique (faire des dessins),
inégalité de Jensen, point d’inflexion, caractérisation par les pentes croissantes, caractérisation pour les
fonction de classe C!, caractérisation pour les fonction de classe C2.

Montrer que pour n > 2, x1,x2,...,7, € R, montrer les inégalités m;, < my < m, < my.

T4+ Ty <\/(x1)2+-~-+(xn)2
n - n
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