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Corrigé du DM 1

Coeflicients binomiaux

1. Soit E l'ensemble & 12 éléments {a, b, c,d, e, f, g, h,i, 7, k,l}.
a) Dénombrons les parties de £ & 5 éléments qui contiennent :
(i) a et b : il s’agit de choisir les 3 autres éléments parmi les 10 restant (F privé de a et b), il y

a (13()) possibilités

(ii) @ mais pas b : il s’agit de choisir les 4 autres éléments parmi les 10 restant, il y a (140>

possibilités
iii) bmais pas a : il y a 10 possibilités
4
(ivynia,nib:ilya (150) possibilités
b) On sait qu'il y a <152) partie de E' & 5 éléments. La disjonction de cas ci-dessus sur le fait que a

ou b appartiennent & la partie de 5 éléments donne :
12\ _ (10 10 10
(5) =) +2(2)+ (5)

¢) Soit £ = {x1,x2, - ,x,} un ensemble. Le nombre de ses parties & p éléments est (n)

Effectuons une disjonction de cas, comme ci-dessus, suivant 'appartenance de x1 ou x2 & la partie :
(i) avec x1 et xg : il s’agit de choisir les p — 2 autres éléments parmi les n — 2 restant, il y a
(n - 2) possibilités
p—2
(ii) avec x1 mais pas x2 : il y a (Z: i) possibiliteés
(iii) avec x9 mais pas x1 :ily a (Z: i) possibilités

(iv) sans z1, ni x9 : il y a <n ; 2) possibilités.

Ainsi, |pour 2< p < n, on a (Z) = (Z:;) +2(z:f) + (”;2)

d) Soit p € [2,n] alors la formule de Pascal donne :
(22020000 = (6 62D) = (62D (0)
=G+ (5 =0)

2.5it 0<g<p<n:

n n! ! n!
<P) @ ~ pl(n—p)! q!(pp— 9)!  (n—p)llp—q)!

n\ (n—q\ n! (n—q)! B n!
(q> <”—g> ~ ql(n—q)! (n—p)!(g—Q)! ~qi(n—p)(p—q)!

wnifio<asrn: ()0 - ()00
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Raisonnements

1.a) La phase analyse :
(i) Considérant = =y = 0, alors £(0)2 — f(0) = 0 donc f(0) est solution de z2 — z = 0 c’est-a-dire
x(z —1) = 0. Ainsi, | f(0) € {0,1}.
(ii) Considérant x = 1 et y = 0, alors f(1)f(0) — f(0) = 1.
f(0) = 0 est impossible donc f(0) =1 et par suite f(1) —1 =1 donc f(1) = 2.
Ainsi, | £(0) = Let f(1) =2.|
(iii) Considérant y = 0, alors f(x) — 1 = x c’est-a-dire ’f cx x4 1 ‘
b) La phase synthése : On considére la fonction f: oz — 2+ 1:

f@)fy) = flay) =@+ Dy+1)—(zy+1)=z+y

Ainsi,

x — = + 1 est la seule fonction solution du probléme. ‘
2. Travaillons par disjonction de cas sur le signe de x — 1 :
siz—12>0, cest-d-dire x > 1

r—1<2’—z+1 & 2°-20+2>0 & (r—1)>41>0 (quiest vrai)
six—1<0, cest-a-dire x < 1

l—-z<z’°—24+1 = 2°>0 (qui est vrai)

Ainsi, |pour tout z € R, |z — 1| <22 —z + 1. ‘

3. Soit n, la somme de deux carrés. Les valeurs possibles du reste de la division de n par 4 sont 0,
1, 2 ou 3. Pour déterminer les valeurs atteintes, effectuons une disjonction des cas suivant la parité
des deux nombres :
les deux sont pairs : 3k, k' € Z; n = (2k)? + (2k")? alors n = 4(k? + k'?) et le reste est 0.
il y a un pair et un impair : 3k, k" € Z; n = (2k+1)2 + (2k')? alors n = 4(k2 + k+ k?) + 1 et
le reste est 1.

les deux sont impairs : Ik, k' € Z; n = (2k+1)24+ (2K +1)? alors n = 4(k> + k+ K%+ k') +2
et le reste est 2.

Ainsi, |si n est la somme de deux carrés alors le reste de la division de n par 4 est différent de 3. ‘




