Proposition de corrigé du devoir surveillé 2

Exercice 1

1. Pour x € [0, 27|, et par lecture sur le cercle trigonométrique :

5(52) = {0, %} @) [’ZT,QTF:|

Sigy) = 0| car V2 ¢ [-1,1] et cos: R — [-1,1].

On identifie toutes les solutions sur [0, 27] : | S(g,) = {

Autre approche : z € [0,27] << 3z € [0, 67]

n(3r)= V3 & 3pe[4m 5m 10m 1lm 16m 17m
2 3373737373
On retrouve la méme réponse.
Utilisons un tableau de signe :
x 0 5 7r 57” 2m
cos(z) + 0 — 0 +
sin(z) 0 + 0 0
cos(z)sin(xz) [0 + O O + 0 - 0
. T 37
Ainsi, | Sg,) = {0} U |:§,7T} U 7,271'
s 3T
=0, 2 U2 2
8(55) }0,2[U] 9 W[
1
2. cos (bArctan(x)) = B < bHArctan(z) € +T 4oz
T 27
& Arct €e+t—+—7Z
rctan(x) 15 + 3
. . T
Or le domaine d’arrivée de Arctan est }—57 5 [
™ om

(&) <« Arctan(z) € {i

157715

Ainsi, il vient : | Sg;) = {i tan (%) , = tan (El)g) ,+tan (?g)}

3. o Le travail consiste & déterminer 6 € [—g, g} tel que sin(a) = sin(6)

27T 3T . 3T .
a=—=6mr— — et sin|—— | =sin
5 5 5

Déterminons 6 € [0, 7] tel que cos(a) = cos(6)

2 2
T donc | Arcsin(sin(a)) = o
5 5
3T

> donc | Arccos(cos(a)) = =

04—27—7r—6 —3—7Tet Cos —3—7T = cos 31
— 5 "7 5 )7 5

1




Déterminons 6 €] — 7, 5[ tel que tan(a) = tan(6)

2 2
o= % = 6m — 3% et tan <357T) = tan (;) donc | Arctan(tan(a)) = —

99
On procéde de méme pour § = T 10m — T 1l vient :

10 10
Arcsin(sin(8)) = Arctan(tan(f)) = —% Arccos(cos(B)) = %
4. o Arctan est la bijection réciproque de la restriction de tan sur | — 7, 7, ainsi

Arctan(tan(x)) = Arctan(tan(y)) =y & tan(z) = tan(y) et y €] — 5, 7|
& z=yr]etye] -5, 5]

Alinsi,

Arctan(tan(2)) = 2 — 7r‘

Pour tout z € R, tanoArctan(z) = x; ainsi,

tan oArctan(2) = 2. ‘
On note que D o(2arctan) = 17 € R; 2Arctan(z) # g [7]} = R\{£1}.

2 tan (Arctan(z)) _ 2x
1 —tan? (Arctan(z)) 1 — a2

La formule de duplication donne : tan (2Arctan(a?)) =

2x2 4

12w
On note que Deoso(4Arctan) = R. Rappelons les formules suivantes :

Ainsi, | tan (2Arctan(2))

1
VrER,  cos(2a) = 2cos’(x) = Let co(v) = s
2 2 2 ’
1l vient : 4Arct =2 —) Si=2gm )
vient : cos(4Arctan(z)) <1 + tan?(Arctan(z)) > (1 +2? >
_al -6’41
(14 x2)2
16 — 2441 7
Ainsi, | cos(4Arctan(2)) = 572+ T

4 8
5. e Condition nécessaire pour qu’il y ait une solution : Arcsin <5> + Arccos (9) € [——

o B
En représentant ces données sur le cercle trigonométrique, nous avons :

4 8 T

I<-<- = 0<B8<a< < =

£ <9 f<a<fB+a 5

Appliquons sin aux deux membres de I’équation et utilisons le formule d’addition

Ve,d € [0, g} , sin(c 4+ d) = sin(c) cos(d) + cos(c) sin(d)

: 48 (4 : 8
Il vient : = = 59 + cos (Arcsm <5>> sin (Arccos (9))
48 4\? 8\?
- (- 6)
avec pour tout t € [O, g} , cos(Arcsin(x)) = V1 — 22 et sin(Arccos(z)) = V1 — z2.

_3243V17
45

Ainsi, |z




Cette équation n’a pas de solution :

<

W

1
2<3<4 = Z

1 1
Ainsi, Arccos <3> + Arccos (4) > g

<

N |

1 1
= Arccos (4) > Arccos (3) >

w3



Exercice 2

1.0naD:1—i:\/§e_i%.

L’utilisation de la forme trigonométrique donne que |les racines de D sont {4/ ﬂe"%}

Utilisation de la forme algébrique :

V241
a2*b2 = 1 a2 = 5
(a+ib)?=1-i <« a2+ = V2 e 2 V2 -1
ab < 0 o 2
ab < 0

241 21 2+1 2-1
Les racines de D sont {\/\[;L —i\/\[Q 7_\/\[21L +i\/f2 }

2. Par identification, on obtient :

MCOS (g) = 9 = COS( 22+1 2+

. o . ™
Faisant de méme pour sin (g) on trouve :

&
+
—_

cos (E) = M et sin (g) = 2;\@

3. Calcul du discriminant de 2% + (4 — 2i)z —i =0 :

A= (4—2i)% +4i =16 — 16i — 4+ 4i = 12D avec (2v/3)° =

\/6f+1 —Z\/6 2—1>

Or 12D = | 2V/3 f“—mf

2

Alinsi, | les racines sont {

—4+22+\/6f+1fz\/6 2-1) 74+21 \/6f+1 \/6 21}




Exercice 3

Partie A - Fonction tangente hyperbolique

sh’(z)  ch®(z) —sh®(z) 1
ch?(x) ch?(x) ch?(x)

1
Ainsi, | pour tout z € R, 1 — th?(z) = .
P (z) ch2(:1;)
2. On a ch > 0 donc th est définie sur R ; de plus, sh et ch sont dérivables alors, par quotient, th est
dérivables sur R.

Pour z € R, th'(x)

1. Pour € R, 1 —th?(z) =1 —

_ sh’(z)ch(z) — ch'(z)sh(z)  ch?(z) — sh®(x) 1

ch?(x) B ch?(x) ~ ch®(z)
Donc th est strictement croissante sur R.

> 0.

x —x 1 —2x
th(z) = e’ +e _ +e .
€* e 1+ e 2% atoo

De plus, th est impaire, donc th(z) — —1.

T——00

—= == = @

3.a) La fonction th est continue et strictement croissante sur R, alors d’aprés le théoréme de la

bijection, | th réalise une bijection de R sur f(R) =] — 1, 1]. ‘
b) Comme th est dérivable sur R et que th’ > 0, alors Argth est dérivable sur | — 1,1 et :
1 1 1
poury €] —1,1[,  Argth'(y) = =

" th/(Argth(z)) 1 - th2(Argth(y)) 1-—9°

1
Ainsi, | Argth est dérivable sur | — 1,1[ et Argth’ : ¢ +— T

Partie B - Etude de f

4.a)Df:{x€R; ngEEDtanet tan(fqt%)#()}

4 2
X T T X m T
~4+-¢€D ke, —= -4 -<=
2+4e tan S ke Z, 2+k7r<2+4<2+k7r
3 T w
JkezZ, —=— <t
= keZ, 1 +k‘71‘<2<4+k‘77

o ez, —3§+2kw<x<g+2kw

X T X T
X T
& FkEL, G=—F+hn
o kel x=—2 4 2%n

Ainsi, | Dy = R\ {g +7Z}




b) Soit & € Dy, alors v + 7 € Dy et

- Sln(— il —) cos(— —)
(R == R =
—+ -+ = —sin (= + —
“ClaTa Ty Sy Ty
1 x T
S (N )
tan (5 + )
an 2+4

Ainsi, |Vz € Dy, f(z+7) = —f(x).
Soit s € Dy, alors x + 27 € Dy, f(z+27) = —f(z + ) = (=1)2f(z) = f(=).
f est 27r—périodique.‘

Ainsi,

. T 3w T T . .
¢) On déduit la courbe sur ] 55 [ de celle sur } 35 [ en faisant une symétrie par rapport a 'axe
(Ozx) et une translation de vecteur m i .
Enfin, la 27-périodicité de f permet de construire la courbe de f sur D par translations de vecteurs

2k7r? avec k € Z.
, 0 T 0
5.a) Soit 0 €] — ;7| et donc 3 € ]—5, 5 [ avec t = tan <2) ; alors

sn()
2t 2cos(§) 2sin (g) cos (g) in(0)
- = = sin
1+t 14 sin®(5)  cos? () +sin? (§)
cos2(g)
sin2(g)
1-2 7o) cos? (8) —sin? (9)
5 = — = 5 ——3 = cos(0)
TH 2 T 90 oot (§) 4 e (9
cosQ(g)
Ainsi, |V0 €] — i, sin(®) = —2 ot cos(8) = L= L
insi — sin(f) = ——= et cos(f) =
’ T, 1 + t2 1 + t2
b) Soit x € I et t = tan (g) €] —1,1], alors
2
1 e 1 2t + 1 4 t2 (1 +1)? 14t
t = = = =
@)+ T e T EE T T ioe C -na+n  1-t

142 1+¢2

z s
tan (£+7) = tan (§) +tan (7)  t41
2 4/ 1-—tan(%)tan(F) 1-t

r T r
De pl I alors — + = }7[ (f 7) .
e plus, comme x € ,aor82—|—4€02 et tan 2+4 >0

Ainsi, |Vz € I, f(z) =1In <tan(m) + : )

cos(z)

6.a) La fonction x — tan(x) + strictement positive (d’aprés ci-avant) et dérivable sur I. Or

1
cos(z)

In est dérivable sur R* , donc par composition, f est dérivable sur I. Soit = € I

1 sin(x) X
f/(l‘) _ cos?(x) + cos?(x) 1+ Sln(.%') 1

tan(x) 4+ B

~ cos(z)(1+sin(z))  cos(z)
cos(x)



1

Ainsi, |Vz € I, f'(z) = .
cos(z)
b) Sut I, cos > 0 donc f est strictement croissante. Recherchons les limites aux bornes de I :
x
-+ - — =75, limtan = +o0o et limIn = +o0, alors par composition, lim f = +oo0.
2 dangs 5 o 5
x
S 4+ - — =07, limtan = 0" et limIn = —oo, alors par composition, lim f = 0.
2 4 m_)_%+ 0+ 0+ _g+
r | —5 0 —5
400 -
/ -
f(x) 0 .
4 .
—00

—1.57

Partie C - Etude de la fonction réciproque

7. La fonction f est continue et strictement croissante sur I donc, d’aprés le théoréme de la bijection,

f réalise une bijection de I sur f(I) =R.
8. Soit z € 1,
h(fz) = L(f@ e—f(x) L (. 1
h(f(@)) 2 ( + 2 <t )+ cos(x) * tan(x) + Col(m)>
_ 1 (Sin( z)+1 N os(x) ) 1 (sin(z) + 1)2 + cos?(x)
2 cos(z) Sln( )+ 1 2 cos(z)(sin(x) + 1)
_ lsin ()+1—|—2s1n()+cos()_ 1+ sin(z) _
2 cos(x)(sin(z) + 1) cos(z)(sin(z) ;— 1) cos(z)
1 - @)\ _ 1sin?(z) + 14 2sin(z) — cos®(z)
shf(z)) = 2 (ef( -t )) T2 cos(m)(sin(x) +1)
_ lsin n%(z) + 1+ 2sin(z) — 1 + sin?(x) _ 12sin(z)(sin(z) +1) _ sin(x) _ tan(x)
2 cos( )(sin(z) + 1) 2 cos(x)(sin(x) + 1)  cos(x)
S
Ainsi, |V € I, ch(f(z)) = cosl(x) sh(f(z)) = tan(x) et th(f(x)) = sin(z).
9. Soit y € J =R, on pose z = g(y) € I
th(y) = th(f(z)) = sin(z) = sin(g(y)) donc Arcsin(th(y)) = g(y)
sh(y) = sh(f(z)) = tan(z) = tan(g(y)) donc Arctan(sh(y)) = g(y)

Ainsi, ‘pour tout y € J : g(y) = Arcsin(th(y)) = Arctan(sh(y)). ‘
10. f est dérivable et f > 0 donc g est dérivable sur J.

Autre approche : la fonction sh et Arctan sont dérivables sur R, donc, par composition g est dérivable

sur R.

ch(x)

ch(x)

1

Ainsi, | pour y € J, alors ¢'(y) = sh’(y)Arctan’(sh(y)) =

1+ sh®(z)

- chQ(a:)

~ ch(z)’




