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Corrigé du DM 3

Homographie

Partie A — Décomposition des homographies

1. Action sur les triplets de points

Soient a, b et ¢ trois nombres complexes distincts et ¢ : z — Y2tV

wz+y

une homographie.
w(a) =0, p(b) =1 et (c) = oo si et seulement si :

wla) =0 ua+v=0 v = —ua

o) =1 & ub+v=wb+y & Yy = —wc

o(c) = o0 we+y =0 u(b—a) =wb-—c)
v = —ua

L’homographie ¢ est donc :

VzeC, ofz)= u(:zﬂ)—(z;a_ 0 - (Z:;> (i«:Z)

b—c

Ainsi, si a, b et ¢ sont trois nombres complexes distincts, il existe une unique homographie ¢ telle
que :

@ est 'homographie définie par :

V2eC, o(z)= (2:2) C«:Z)

2. Birapport de quatre points

b— d—
D’apres la question précédente : | p(d) = ( C> < a) = la, b, c,d]
C N’

b—a d—
notation
3. Décomposition des homographies
Soit e homographie : ¢(z) uz v
it ¢ une homographie : p(2) =
7 srap 7 wz + k
a) Si w =0, (k # 0 car uk — vw # 0) alors ¢ est une similitude plane directe :
o(z) = <%>z+ (%) =az+f aveca:%etﬂ:%
b) Si w # 0, on peut factoriser :
U uk —vw
uz+v=—(wz+k)— ——
w w
U uk —vw 1 U 2 wk
D e S ——— _ = — e — = —
one ¢(2) w  w(wz+k) a+ﬁz+7aveca w’ﬁ uk —ow o) uk — vw
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Partie B — Etude de l’inversion z — 2

Soit ¢ inversion z — —.
z
4. Equation de droite

Soit ¢ # 0. Considérons le point M (x,y) d’affixe z = pexp(if) et la droite D d’équation ax+by = c:

MeD <& apcos(f)+bpsin(d) =c < (acos(d) +bsin(f))p=c
S~—— S~——
x y
c

acos(f) + bsin(6)

& p=

Ainsi, lorsque ¢ # 0, le point d’affixe z = pexp(if) appartient a la droite D d’équation ax + by = ¢

si et seulement si : c

acos(f) + bsin(d)

p:

Remarque :
a) le point d’affixe z = pexp(if) est I'unique point d’intersection de la droite d’angle polaire 6 avec

la droite D. p est positif lorsque OM et U(0) = (Z?ﬁég))

) sont colinéaires, de méme sens, négatif

lorsqu’ils sont de sens opposés. Dans tous les cas :
e
OM = pi (0)

b) Lorsque acos(f) + bsin(f) = 0, p = § n’est pas défini : cela correspond au cas ot U (0) est un
vecteur directeur de D. Dans ce cas, la droite d’angle polaire 6 et la droite D sont paralléles, et
n’ont pas de point d’intersection.

5. Equation de cercle

Soient (a,b) # (0,0). Le point M(z,y) d’affixe z = pexp(if) appartient au cercle C de centre
d’affixe a 4 @b passant par le point O d’affixe 0 si et seulement si :

H@HQ = HWHQ | —a—ibf* =|pcos(9) —a+i(psin(9) — b)[?

a? +b% = a® —2apcos(h) + p?cos?(0) + b% — 2bpsin(f) + p?sin?()
0 = —(2acos(#) + 2bsin(8))p + p*
0= [p— (2acos(9) + 2bsin(h))] p

¢ 03

donc si et seulement si p =0 (c’est & dire M = O) ou p = 2a cos(f) + 2bsin(0).

Pour obtenir la caractérisation souhaitée il reste a établir que le cas p = 0 est compris dans le cas
p = 2acos(0) + 2bsin(f), c’est-a-dire qu’il existe 6 tel que laffixe du point O peut aussi s’écrire
pexp(if) avec p = 2a cos(f) + 2bsin(h), c’est-a-dire qu’il existe 6 tel que 2a cos(f) + 2bsin(f) = 0.

On pose z = a — ib de forme trigonométrique z = Ae®. Alors,

2a cos(f) + 2bsin(f) = Re (2z¢") = Re @At =0 < f+a= g

T
Donc pour 0 = 5~ on montre que le point O est aussi obtenu.

Ainsi, le point d’affixe z = pexp(if) appartient au cercle C de centre {2 d’affixe a + ib passant par
le point O d’affixe 0 si et seulement si :

p = 2acos(f) + 2bsin(h)
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6. Image d’une droite, ne passant pas par O, par l’'inversion z — %
L’équation polaire de la droite D d’équation cartésienne ax + by = ¢ (avec ¢ =# 0) est :
c

acos(f) + bsin(d)

p:

1
L’image du point d’affixe pexp(if) de D par ¢ est le point d’affixe p’ exp(i6’) = — exp(—if) qui
p

vérifie :

, 1 acos(f) + bsin(0)
p K
= %COS(Q’) — Esin(ﬁ') car 0/ = —0

D’apreés la question précédente, il vient que 'image de la droite D d’équation az + by = ¢ est donc

a—1
le cercle de centre 2 d’affixe w = e passant par O.
c

7. Image d’un cercle passant par O par l’inversion z — %
L’équation polaire du cercle de centre €2, d’affixe a + b, passant par O est :
p = 2acos(f) + 2bsin(0)
L’image du point d’affixe pexp(if) par ¢ est le point d’affixe p’ exp(if’) = %exp(—zﬂ). On a donc :
;1 1
r= p  2acos(f) + 2bsin(f)
_ 1
~ 2acos(6') — 2bsin(¢’)
Ainsi, 'image du cercle de centre € d’affixe w = a+1ib passant par O est donc la droite D d’équation :

2ax — 2by =1

car 0/ = —6

8. Image d’une droite passant par O par l’inversion z — %
Une droite passant par O, d’angle polaire « est 'ensemble des points pexp(if) ou 6 = « [77]
L’image du point d’affixe p exp(if) par ¢ est le point d’affixe p’ exp(if’) = %exp(—i@). Il vient donc
que @ vérifie :

0 =—a—-7 [77}
Ainsi, 'image de la droite passant par O, d’angle polaire « est la droite passant par O, d’angle
polaire —a.
L’image par ¢ d’une droite ou I'image d’un cercle passant par O est une droite ou un cercle passant
par O.
9. Cercle de diamétre [AB]
Approche 1 : Utiliser le théoréme de I'angle inscrit dans un demi cercle, c’est angle vaut 90 degrés,
il définit un angle droit.
Approche 2 : Utilisons le notion de produit scalaire en simplifiant 'expression <AM , BM >

Soit  le milieu de [AB]. Il vient :
(AM,BM) = (4% +QM, BS + QM )

:<W—@LW+(Y}4> carﬁ:QA

par propriété de linéarité

B 53\ /ot o\ Jad a%
- <m\i(zjw> + <QM, QA> <QA, QM> <QA, Q2A>
o] [24]

[t} ] e (.5 =
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Le point M appartient au cercle de diameétre [AB] si et seulement si M appartient au cercle de
— |2 — |2 -_— =
QMH = HQAH si et seulement si <AM,BM> =0siet

seulement si AM et BM sont orthogonaux.

centre €2, de rayon A si et seulement si

-—
Nous en déduisons que le point M appartient au cercle de diamétre [AB] si et seulement si AM et
BM sont orthogonaux.

10. Caractérisation complexe d’une cercle de diamétre [AB]

La caractérisation de deux vecteurs orthogonaux, AM et BM est que est un imaginaire pur.

En effet, (B—]\>4, B—]\>4) arg (Z_Z> donc
P

g
2]

) =

z—a 7 z—a _ .
[7‘(’] = arg(z_b>:2[ﬂ & HGZR

oS

Ainsi, d’aprés la question précédente, M appartient au cercle de diameétre [AB] si et seulement si
z—a
b est un imaginaire pur.

11. Image du cercle de diamétre [AB] par ’inversion

1
Soit M un point d’affixe z, sur le cercle de diamétre [AB], et (M) le point d’affixe p(z) = —.
z

pz)—pla) ;-5 _bra—z_bz-—a
p(z) =)  L-L1 " azb—z az-b
. — ? o . b—0
Comme O, A et B sont alignés, donc OA et OB sont colinéaire, ¢’est-a-dire que arg o)~ 0 [ﬂ ,
a J—
o b )
c’est-a-dire que — est réel.
a
Il vient que :
z—a _ . bz—a
M € Cyiap & eiR & - ciR <
z—b az—
#(2) — ¢(a)

=

Ainsi, 'image par Iinversion ¢ : z — % d’un cercle C de centre €2 qui ne passe pas par O est le
cercle de diamétre [p(A), p(B)], o A et B sont les points d’intersection de C et de la droite (O€).
12. Un exemple

Soit C le cercle de centre Q(6,8), d’affixe w = 6 + 8i, de rayon 5. Le diamétre du cercle sur la droite
(OQ) est donné par les points A et B tel que

— 5 5

Leurs affixes respectives sont :

w 6+ & 5
6=w+55—=064+8+5——==06+8+ —(6+8) =9+ 12¢
|w| V62 + 82 10( )
et b=w—5— =3+4i
jw]
Les affixes de ¢(A) et ¢(B) sont :
1 9—12% 3—41 3—41

p(a) et ¢(b) =

T 9+12 8l1+144 75
4
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Ainsi, I'image du cercle de centre (6, 8), de rayon 5, par I'inversion z — % est le cercle de diamétre

[p(A), p(B)], ot : , .
3— 41 3— 41

p(a) = et p(b) = 5%

13. Construction a la régle et au compas

Soit C un cercle de centre € ne passant pas par O. La droite (O2) coupe le cercle en deux points
A et B : il suffit de construire les images A’ et B’ de A et B pour en déduire 'image C’ du cercle
par Uinversion : C’ est le cercle de centre €', milieu de [A’B’], passant par A’ et B’.

Détaillons la construction de 'image A’ d’un point A d’affixe z = pexp(if) par U'inversion z % :

a) A’ est sur la demi—droite d’angle polaire —6, symétrique de la demi—droite [OA) par la réflexion
d’axe (Ox). Le cercle de centre A passant par O coupe (Oz) au point O et en un second point Aj.
Les cercles de centres respectifs A; et O passant par A se coupent au point A et en un second point
As : [OA2) est la demi-droite D d’angle polaire —6.

N

v

Ay

Image de [OA) par la réflexion d’axe (Ox)

b) Le cercle de centre O et de rayon 1 coupe la demi-droite D en un point As et la demi droite [OA)
en Ay. Complétons le parallélogramme AA3A4 A5 : le quatriéme sommet As appartient au cercle de
centre A, de rayon AgAy4, et au cercle de centre Ay, de rayon AAs.

La droite (A445) coupe la demi droite D en un point A’ : d’apres le théoréme de Thales :

OA'  OA,
OA;  OA

Comme OA3 = OA4 = 1, nous en déduisons que

1 1
OA = — = -
OA »p

A’ appartient a la demi-droite D d’angle polaire —6, donc A’ est le point d’affixe :
/ / . 1 . 1
2" = OA exp(—if) = —exp(—if) = —
p z

A’ est donc I'image de A par 'inversion z — %
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9

Construction de A’, image de A par 'inversion z — %

On suppose avoir construit B’ de fagcon analogue.

Détaillons la construction du milieu du segment [A’B’] : le cercle de centre A’ passant par B’ et le
cercle de centre B’ passant par A’ se coupent en deux points Dy et Ds. La droite (D1Ds) est la
médiatrice du segment [A’B’] : elle coupe le segment en son milieu .

Construction du milieu du segment [A’B’]

Si C est un cercle de centre (2, on construit son image par l'inversion z — % en plusieurs étapes :
a) La droite (Of2) coupe le cercle en deux points A et B,
b) on construit les images A’ et B’ des points A et B par 'inversion,

)
¢) puis le milieu ' du segment [A'B’],
d) L’image de C par 'inversion z — % est le cercle C' de centre ) passant par A et B'.
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S
~

cgl

A/

Image d’un cercle de centre Q2 par l'inversion z — %

Partie C — Image d’un cercle ou d’une droite

14. Un autre exemple
1
Soit ¢ ’homographie z — 1 e

. Nous pouvons décomposer :

_2-(1-2) _ 2

1—2 :1_2—1:¢3o¢20w1(z)

p(2)

ol 3 est la similitude z — 1 — 2z, 19 est 'inversion z — % et ¢ est la similitude z — 2z — 1.
Soit D la droite d’équation 2z + 4y = 1, Dy son image par 1, Co 'image de Dy par ¢y et C3 'image
de CQ par 1/13.

a) Si M(z,y) € D, alors x1 +iy1 =1 — (z +1iy), donc 1 = 1 — z et y; = —y, c’est a dire :

r=1—z21 e y=-—y
My (z1,y1) appartient & D; si et seulement si, successivement :
20 —z1)+4(—p) =1 & 2-2z1—-4y1=1 < 2z1+4y=1
Ainsi, la droite D7 est donc la droite d’équation :
Mi(z1,1n) €D < 2x1+4y1=1

En particulier D; et D sont confondues.
1

2cos(f) + 4sin(0)
L’équation polaire de Co, image de D; par Uinversion z — % est donc :

b) I’équation polaire de Dy : 2z + 4y = 1 est p =

p = 2cos(f) — 4sin(0)
Ainsi, Cy est donc le cercle de centre Q, d’affixe 1 — 2¢, passant par O.

7
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¢) I’image de Cy par la similitude 13 : 2 — 2z — 1 est le cercle de centre Q' = 13(Q), d’affixe
1 — 44, passant par ¥3(0), d’affixe —1.
+z

1
Ainsi, 'image par ¢ : z — 7 de la droite d’équation 2z + 4y = 1 est le cercle de centre Q'

—z
d’affixe 1 — 44 passant par le point d’affixe —1.
15. Image d’une droite ou d’un cercle par une homographie

D’apres lalternative 3, une homographie se décompose en :

o(z) =az+b ou ¢(z)=a+ R
Dans le premier cas, ¢ est une similitude et 'image d’une droite ou d’un cercle est une droite ou
un cercle.
Dans le second cas, ¢ = 1 o2 093 ol :

a) 13 est la similitude z — 5z + 7,

b) 13 est 'inversion z — %,

¢) ¢ est la translation z — z + .

Si A est un droite ou un cercle, son image A par ¢ est une droite ou un cercle ; 'image de As par

o est :
a) une droite passant par O si Aj est une droite passant par O (cf question 8),

b) un cercle passant par O si A est une droite ne passant pas par O (cf question 6),
c) une droite qui ne passe pas par O si Aj est un cercle passant par O (cf question 7),
d) un cercle qui ne passe pas par O si A est un cercle ne passant pas par O (cf question 9)

Dans tous les cas, As est une droite ou un cercle, et son image Az par la translation z — z 4+ «
est encore une droite ou un cercle.

Ainsi, 'image d’'une droite ou d’un cercle par une homographie est donc une droite ou un cercle.

— Si quatre points sont cocycliques ou alignés, le birapport est réel
Si A, B, C et D sont cocyclique ou alignés, I'image de la droite ou du cercle passant par A, B,
C et D par I'unique homographie envoyant a, b et ¢ sur 0, 1 et oo est une droite ou un cercle :
en 'occurrence, ce ne peut étre que la droite (Oz) (un cercle ne peut contenir le point co);
donc ¢(d) est réel.

— Si le birapport de quatre points est réel, ces points sont cocycliques ou alignés

Nous pouvons déja établir qu'une homographie est bijective et introduire sa bijection réciproque
qui est aussi une homographie :

(2) o +0b N ) Ld
z) = = az =cz
¥ Yy ez +d Yy Yy Y
dy —b
& (a—cy)z=dy—b < = W0
—cyta
b dy —b
L’homographie réciproque de z — az+ est donc I’homographie z — o
cz + —cy+a

Si p(d) est reel, A, B, C' et D sont les images des points d’affixe 0, 1, oo et ¢(d) par ’homo-
graphie réciproque de .

1

A, B, C et D appartiennent a l'image de la droite (Ox) par I'homographie ¢ ™" ; qui est une

droite ou un cercle.

Ainsi, quatre points d’affixe a, b, ¢ et d sont cocycliques ou alignés si et seulement leur birapport
est un nombre réel.



