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DS 3

Mercredi 16 octobre 2024 � durée : 2h h

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour

une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités à encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d'aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdit. Seule

l'utilisation d'une règle graduée est autorisée.

Si au cours de l'épreuve, un candidat repère ce qui lui semble être une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivra

sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené à prendre.

Exercice 1 - Vrac

1. Soit x ∈]− 1, 1[. Calculer
∫ x

0

dt

(1− t2)
√
1− t2

à l'aide du changement de variable t = sin(u).

2. Résoudre l'équation d'inconnue z ∈ C : z2 − (4 + i)z + 5(1 + i) = 0

3. Résoudre (2− 2i)4 = iz3(
√
3 + 3i)2

4. Linéariser : f(x) = sin2(2x) cos(3x)

5. Résoudre :
(1) sin(2x) = cos(3x) et (2) 3 sin(x) + 2 < cos(2x)

Exercice 2

Dans tout le problème, on considère la fonction f dé�nie sur R par f(x) = ln(1 + e−2x).

Partie A

1. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de dé�nition.

2. Étudier le sens de variation de f .

3. Montrer que pour tout réel x, f(x) = −2x+ ln(1 + e2x).
En déduire que la courbe représentative de f admet une asymptote en −∞.

4. Donner l'allure de la courbe représentative de f .
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Partie B

5. a) Établir que pour tout réel positif ou nul t on a : 1− t 6
1

1 + t
6 1.

b) En déduire que, pour x > 0 : x−
x2

2
6 ln(1 + x) 6 x.

6. On considère la suite (Sn)n>1 dé�nie par :

∀n > 1, Sn =

n∑
k=1

f

(
k

2

)

a) Démontrer que pour tout entier naturel non nul n :

1− e−n

e− 1
−

1

2

1− e−2n

e2 − 1
6 Sn 6

1− e−n

e− 1

b) Montrer que la suite (Sn)n>1 est majorée.

c) Montrer que la suite (Sn)n>1 converge. On note ` sa limite.

d) Montrer que : ∣∣∣∣∣`− 1

e− 1

∣∣∣∣∣ 6 1

2(e2 − 1)

Partie C

Pour tout x dans l'intervalle [0; +∞[, on pose :

F (x) =

∫ x

0
ln(1 + e−2t)dt

7. Justi�er que F est dérivable sur [0; +∞[ et étudier le sens de variation de F sur [0; +∞[.

8. Soit a un réel strictement positif.

a) Montrer que : ∀t ∈ [1; 1 + a],
1

1 + a
6

1

t
6 1.

b) En déduire que :
a

1 + a
6 ln(1 + a) 6 a

9. Soit x un réel strictement positif.
Déduire de la question précédente que :∫ x

0

e−2t

1 + e−2t
dt 6 F (x) 6

∫ x

0
e−2tdt,

puis que :
1

2
ln 2−

1

2
ln(1 + e−2x) 6 F (x) 6

1

2
−

1

2
e−2x

10. a) Montrer que la fonction F est majorée sur [0; +∞[.
En déduire que F admet une limite �nie lorsque x tend vers +∞. On note I = lim

x→+∞
F (x).

b) Établir que
1

2
ln 2 6 I 6

1

2
.
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11. Pour n entier naturel, on pose :

un =

∫ n+1

n
ln(1 + e−2t)dt.

a) Montrer que, pour tout entier naturel n, on a : ∀t ∈ [n;n+1], 0 6 ln(1+e−2t) 6 ln(1+e−2n).
En déduire que :

0 6 un 6 ln(1 + e−2n)

b) Déterminer la limite de la suite (un)n∈N.

12. Pour n ∈ N, on pose Tn =
n∑

k=0

uk.

a) Pour n ∈ N, exprimer Tn à l'aide de F et de n.

b) La suite (Tn)n∈N est-elle convergente ? Si oui, préciser sa limite.

Exercice 3 - Approximation de cos

Soit f la fonction dé�nie sur R par :

∀x ∈ R, f(x) = cos(x)− 1 +
x2

2

1. Véri�er que f a une dérivée seconde et identi�er le signe de f ′′.
Quelle est la parité de f ? de f ′ ? Calculer f ′(0) et en déduire le tableau de variation de f puis
le signe de f sur R.

2. En déduire que cos(x) ≥ 0 pour tout x ∈
[
0,
√
2
]
, puis que

√
2 ≤ π

2
.

Soit g la fonction dé�nie sur R par :

∀x ∈ R, g(x) =
(
4− x2

)
−
(
4 + x2

)
cos(x)

3. Véri�er que g a une dérivée troisième et identi�er le signe de g(3) sur
[
−
√
2,
√
2
]
.

Quelle est la parité de g ? de g′ ? Calculer g′(0), g′′(0) et en déduire le tableau de variation de g
sur

[
−
√
2,
√
2
]
, puis le signe de g sur cet intervalle.

4. En déduire que, pour tout x ∈
[
−
√
2,
√
2
]
:

1− x2

2
≤ cos(x) ≤ 1− 2x2

4 + x2

Indication : On pourra remarquer que
4− x2

4 + x2
= 1− 2x2

4 + x2

Quelle précision obtient-on pour encadrer cos(x) ?
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