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Corrigé du DM 4

Fonctions indicatrices

Partie A - Indicatrices et opérations ensemblistes

1. Soit A,B,C C E.
Iaucy = 1a—1lalpuc
= 1a—14(1p+1c—1plc)
= lag—1alp—14lc+ 1alple
Lapnuae) = laslac
= (1a—14lp)(la—1alc)
= 14 - 1%41¢ — 13415 + 13151c
= 14—141—141c+14151¢
Ainsi, |VA, B,C C B, A\(BUC) = (A\B)N(A\C)]

Larney = 1a—1alpne
— 14— 141plc
Lasuae) = lap+lac—laslac

= ]lA—IlAﬂB—i-ﬂA—llA]lc—(ﬂA—lAﬂB)(lA—ﬂAﬂc)
= 214 —1yglp—1alec —1g+1ale + 141+ 1alple
= 1ap—T4lplc

Ainsi, |VA, B,C C B, A\(BNC)=(A\B)U (4\0)]

Layso) = 1a—1lalpe
= 14— 14(1p — 1plc)
= 1a—1alp+1alplc)
Lasuune)y = las+ Llanc — Laplanc
= ]lA—ﬂAﬂB—FﬂAﬂc—(]lA—ﬂA]lB)]lAﬂc
= 14— 141+ 141Rlc
Ainsi, |VA, B,C C B, A\(B\C)=(A\B)U(ANC)]
2. Soit A, B deux parties de F.

Iis5 = 1—lanp=1-141p
laop = la+lp—1I4lp
= 1-144+1-1p—(1-14)(1-1p)
= 1-1l41p
Igo5 = 1 - laup=1-1a—1p+14alp
Ling = lilp=(1-14)(1-15p)

= 1—-14—-1g+141p
Ainsi, |[VA,BCE, ANB=AUBet AUB=ANDB|
3. Soit A, B, C trois parties de F.

lansuey = 1a(lp+1¢—1ple)
= Ialp+141c—141R1c

LanByuanc) = lans + lanc — Lanslanc
= lalp+1a1lc—14151¢
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LauBrney = la+1pnc—1lalpne
= la+1gleg—1algle
LauB)naue)y = lauslauc

(La+1p—1alp)(la+1c —1alc)
Ta+ 141 x(1=1)+141px(1—-1)4+1plg+141glcx(—1—-1+1)
= 1a+1gle—1alplc
Ainsi, |VA,B,C C B, An(BUC)=(ANB)U(ANC)et AU(BNC)=(AUB)N(AUC)]
4.a) Soit A,BC E :
laas = Lians)uBna)
= lyng+1pna—1anglpna
1y —1alp+1p—1alp— (1a—1alp)(lp—1alp)
1a—2141+1p
1% — 21415 + 1%
(1a-15)°
les valeurs prises sont 0 ou 1 (donc z
= [14—1p
VA,BCE, HAAB:MA_HBW
b) Soit A, B C E :
Lausn@anB) = laus — lauplans
Ia+1p—1alp— (1a+1p—141p)lalp
= 1la+1p—141p
Ainsi, VA, B CE, AAB=(AUB)\(AnB)|
c)Soit A,B,C C E :
Lansacy = lalsac
= ﬂA X |HB — ]lc|

2

:g;)

Ainsi,

LianB)aanc) = |lane — lanc
= [1alp — 141¢]|
= ]lAX |]lB—]10’

VA,BCE, AN(BAC)=(ANB)A(ANC)]

5. Soit A, B,C € P(E) :

’ACB & ]lAgﬂB‘eneﬁ’et: ACB

Ainsi,

]AmB:Q & dap=0 < 1415=0
]AUBUCZE & 1A+h+mczu
6.Soit A, BC E :

’hﬁzmm@Aﬂg) N c%:AmB\memm

reC & lo(z) =min(la(z),1p(x)) =1
& la(z)=1p(z) =1
& zeAetaxeB
& re€ANB

1p=max(14,15) & D=AUB|

Partie B - Indicatrices et cardinalité

7.Soit C ={(A,B);AC BC E}.
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a) Approche 1 : Considérons application :

[ ¢ — F(E{0,1,2})
S"'{(A,B) — 1a+1p

On note que B est 'image réciproque de {1,2}; que A est 'image réciproque de {2}.
Ceci permet d’établir le caractére surjectif et injectif de ¢ : donc ¢ est bijective.

La bijection exhibée donne que les deux ensembles sont équipotents.
Comme Card(F(E,{0,1,2})) = 3" alors ’Card(C) =3" ‘
E*  — F(E,{0,1,2})
(A,B) — 14+ 141p8 ’
Dans ce cas ¢ est une restriction de ¢ sur C : ¢ = ¢|¢
L’application v est surjective, non injective. Cette restriction permet de construire une bijection.

Remarque : On pourrait introduire v : {

b) Approche 2 : Par le calcul descriptif :

Card(C) = > 1
ACBCE
choix de A puis de B\ A

=2 2 1
ACE  (B\A)C(E\A)
discussion suivant le cardinal de A : k = Card(A)

= X >, !

GACE | (B\AC(E\A)

discussion suivant le cardinal de A : kK = Card(A)

=2 > > 1
k=0 ACE (B\A)C(E\A)

Le nombre de parties d’un ensemble de n — k éléments est 2"
n

-y Y e

k=0 ACE
Card(A)=k

le nombre de fagons de choisir une partie de k éléments dans F est : (Z)
n
_ n\ on—~k
= > ()2
k=0
formule du binéme

= (241"

Ainsi, on retrouve ’ Card(C) = 3" ‘

8. Soit E = {1,2,3}, alors P(E) posséde 8 éléments :

S1 = Card(0) +Card({1})+ Card({2}) + Card({2})
+Card({1,2}) + Card({1, 3}) + Card({2,3}) + Card({1, 2, 3})
=12

9. On compléte la démarche proposée pour le calcul de S; = Z Card(A)
ACE
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Ainsi,

S1

53 1)
ACE zeFE
on permute les deux sommes

2D 1a@)
reFE ACE
il s’agit de dénombrer toutes les parties de E qui contiennent 1’élément x

c’est-a-dire le nombre de facons de compléter {z} en une partie de E
c’est-a-dire le nombre de parties de E\{z}

3" Card (P(E\{:r}))

zelk
E\{z} contient n — 1 éléments donc Card (P(E\{x})) =2n-1

Z 2n—1

el
n2n—1

S; = Z Card(A) = n2" 1|

10. Avec E' = {1,2}, alors P(FE) posséde 4 éléments, ce qui donne une double somme avec 16 termes.
Structurons les possibilités et dans un tableau a double entrées :

11. Calcule de Sy = Z Card(ANB) :

Alinsi,

A
Card(ANB) | 0| {1} | {2} | {1,2}
0 0| 0 | O 0 B
gl {13 [0[1]0] 1 5 =8
{2} 0] o | 1 1
1,2} [o] 1 |1 2
A,BCE
S, = Y Card(ANB) = > > > 1ans)
A,BCE ACE BCE z€E
= Z Z ZJIA(J?)]IB(l')
ACE BCE z€E
Permutons les sommes
= > > Lal@) > 1pl@) = > > La(x)2"!
ACE z€E BCE e ACE
——
Card(P(E\{z}))
= ) v lxon! = n2n 1 x 27l = gl
zel

Sy = Z Card(AN B) = n4"" 1|
A,BCE

12. Calcule de S3= Y Card(AUB) :

A,BCE
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S3 = Y Card(AUB)
A,BCE

= > > ) lale)+1p(x) - 1a(2)lp(z)

ACE BCFE z€E

= YN Y@+ Y Y 15 - > Y 1a@) ()

BCE ACFE z€E ACE BCE ACE BCE

= > S+ D) Si—5

BCE ACE
= 22np2" 7t —pgn=l = (4 — 1)pant = 3n3nt

Ainsi, [S3 = ) Card(AUB) =3n4"""|




