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Corrigé du DM 6

Exercice 1

1.a) Soit x, 2’ € E, alors en composant par h on obtient :
fl@)=f@") = Wf@)=nf@) = g() =g@)

Ainsi, |V(z,2") € E?, f(x) = f(2') = g(x)=g(2).

b) Soit ki, ho € GF telles que hyo f =get hgo f =g.
Soit y € F. Comme f est surjective, il existe = € E tel que f(z) =y.

Alors hy(y) = hi(f(2)) = g(x) = ha(f(x)) = ha(y). Donc

2.a) Soit y € F. Comme f est surjection, 'équation f(x) =y posséde au moins une solution.

On pose z = g(x) € G ce qui donne l'existence de z.

Montrons 'unicité de z. Soit 2’ un autre antécédent de y par f, c’est-a-dire f(a') =y et 2/ = g(a’).
Alors :

y=[f(x)=fE") = g@)=9(") = 2=z

Ainsi, |Vy € F, 3!z € G tel que le systéme { flz) = Z admette au moins une solution x € F.

g(z) =
b) Soit x € E, notant y = f(z) et z = g(z) alors par construction h(y) = z c’est-a-dire h(f(z)) =
g(z). Ainsi, |ho f = g.
c) h est surjective & VzeG,Jye€ Fih(y) ==
comme f est surjective, posant f(x) =y
& VzeG,Ir e E;h(f(z) =2
& VzeG,Jre Eg(x)=z2
& g est surjective

Ainsi, | h est surjective si et seulement si g est surjective. ‘

d) Raisonnons par double implication.

(1) = (i9) | L’implication = est donnée par hypothése.

Montrons Pautre implication : soit z,2’ € E tels que g(z) = g(2) et donc h(f(x)) = h(f(z')).
Comme h est injective, il vient f(z) = f(z').

(i) < (it) | Soit y,y" € F tels que h(y) = h(y).
Comme f est surjective, il existe z, 2’ € F tel f(z) =y et f(2’') =4'. Ce qui donne

@) =h(i@) = g@)=g") Squpms @y [@=Ff@) = y=y

donc h est injective.

Ainsi, | h est injective si et seulement si (V(z,2') € E?, f(z) = f(z/) & g(z)=g(2)).

Exercice 2

1
1.On note que z+z—1=0< 2Re(z) = 1; donc D:{a+ib;a,b€Reta7é§}.

20na f(z)=lez=24+z2-1zZ=1z2z=1etposant z =a+ib:

0
=1

. . . a=0 a
f(z)—z(:)a—i-zb—z(Qa—l)(:){ bh— 9 — 1 @{ b

1
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Ainsi| £ (1) = {1} et () = {—i} |

3. Posons z =a+ 1. On a

B a+ib ) 201 ¢ a(2a —2)=0 a=0oua=1
f(z)—z@2a_1—a+zb<:> b _ < b(2a—2) =0 b=0oua=1
2a — 1
Les invariants defsont:’{0,1+ib;bER}‘
4. Posons z =a+ibet w=c+1id. On a:
a —
B a+ib , 2a—1 ¢ a=c(2a—1) a(2c—1)=c
JE=wegmy=etids b _, T\ b=d2a-1) b=d(2a—1)
2a — 1
Il y a deux cas :
— soit 2¢ = 1, c’est-a-dire ¢ = % alors 0 = % qui est impossible, donc w n’a pas d’antécédent.
a:201
—soit 2¢ # 1, cest-a-dire w € D : f(2) =w & y c d
b=d|2 -1 =
(20—1 > 2c—1

On note que la réle de a,b d'une co6té et de ¢, d d'une autre sont symétriques donc
fZ)=wez=f(w)

Veérification : le calcul de f o f donne bien idp.
En conclusion, | f réalise une bijection de D dans D et f~! = f.




