Proposition de corrigé du devoir surveillé 4

Exercice 1

1.a) Résolvons ’équation différentielle : ¢/ — 2ty = sin(t) exp (t2)

(i) Equation homogéne
Les solutions de 1’équation homogeéne 3y’ — 2ty = 0 sont de la forme y(t) = K exp(—A(t)) ot K € R

et A est une primitive de a(t) = —2¢. Elles sont donc de la forme :

y(t) = K exp (t2)
(ii) Solution particuliére
Appliquons la méthode de variation de la constante et cherchons une fonction K(t) telle que y(t) =
K (t) exp (t?) est solution de y — 2ty = sin(t) exp (+?)
Dérivons donc :
K(t) = y(t) exp (—)
K'(t) = (y’(t) - 2ty(t)) exp (—t2) = sin(t) exp (£2) exp (—£2) = sin(t)

Une solution particuliére est donnée par K (t) = — cos(t), c’est-a-dire y(t) = — cos(t) exp(t?).

Ainsi, les solutions de 'équation différentielle y' — 2ty = sin(t) exp (t2) sont :
{t — (K — cos(t)) exp (t2) ; K eR}

b) Résolvons I'équation différentielle : y” — 4y’ + 4y = cos(t) + t exp(2t)

(i) Equation homogéne
y(t) = exp(At) est solution de I’équation homogene y” — 4y’ +4y = 0 si et seulement si A est solution

de ’équation caractéristique :
A — 4\ +4=0cest adire (A—2)*=0

Les solutions de 'équation homogene sont donc de la forme : y(t) = (a + bt) exp(2t) avec a,b € R.

(ii) Second membre cos(t)
Considérons I'équation complexe y” — 4y + 4y = €. Comme i n’est pas racine de l’équation
it

caractéristique, nous pouvons considérer une solution particuliere de la forme y(t) = ce" avec
¢ € C. Prenant maintenant la partie réelle, nous pouvons chercher une solution particuliére de

y" — 4y’ + 4y = cos(t) sous la forme :
y(t) = acos(t) + Bsin(t)
Y (t) = —asin(t) + Bcos(t) et ¥’ (t) = —acos(t) — Bsin(t)
Ainsi, « et 8 vérifie, pour tout ¢t € R,

(—a — 4B + 4a) cos(t) + (=B + 4a + 43) sin(t) = cos(t)

Ceci donne, en particulier (pour t =0et t = J) :

3a—45 =1 = 25
{ ta+3=0 T | g_T4
25
. . . - IEN " / 4 1
Ainsi, une solution particuliére de y" — 4y’ + 4y = cos(t) est y(t) = % cos(t) — % sin(t).
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(iii) Second membre t exp(2t)

Comme 2 est une racine double de I'équation caractéristique et que le second membre est de la
forme polynome-exponentielle, nous pouvons considérer une solution particuliére de la forme y(t) =
(a3 + Bt?) exp(2t). 11 vient :

y'(t) = (2at3 + (28 + 3a)t? + 2[t) exp(2t)
y"(t) = (4ot + (48 + 12a)t* + (88 + 6a)t + 23) exp(2t)
Par identification des quatre coefficients, a et § vérifie :

da—8a+4a =0

468+ 12a — 4(28 4+ 3a) +48 =0 o
(88 + 6a) — 88 = 1 < 5
28 = 0

|
(==l =

1
Ainsi, une solution particuliére de 3" — 4y’ + 4y = texp(2t) est y(t) = 6t3 exp(2t)

Ainsi, d’aprés le principe de superposition, les solutions de I'équation différentielle sont de la forme :

* 25 25 6

équation homogene second membre second membre
cos(t) texp(2t)

3 4 1
t— (a + bt) exp(2t) + — cos(t) — — sin(t) + —t3exp(2t) avec a,b e R
—_—

2. Etude préliminaire : soit ¢ 4 id € C, cherchons a + ib € C tel que f(a +ib) = c +id :

b=—d
A . 2 2 _4iph= )
fla+ib)=c+id < a+vVa2+b—ib=c+id <& {a+\/m:c (%)

On note que a + Va? +b> > 0. Si ¢ < 0 alors il n’y a pas de solution.
Supposons maintenant ¢ > 0 :

(k) & Val+d=c-a & d+d=c—-2ac+d® o 2ac=c —d

Si ¢ =0, alors il y a une solution uniquement si d = 0. Dans ce cas, les solutions sont R_.
02 _ d2
2c

L’application f n’est pas injective‘ car 0 posséde plusieurs antécédent : f(—1) = f(0) = 0.

Sic#0alors (k) < a=

a)

’L’application n’est pas surjective‘ car —1 n’admet pas d’antécédent; plus généralement, tous les
complexe de partie réelle strictement négative et ceux de iR* n’ont pas d’antécédent.

’L’application n’est pas bijective‘ car, en particulier, elle n’est pas injective.

b)(i) L’ensemble des w € C tels que I’équation f(z) = w ait une et une seule solution z € C est
B=R}+iR={c+idiceR} etdeR}|

(ii) Repreésentations graphiques :




c)(i) D’apres ’étude préliminaire | A = C\R_ |.

Approche 1 : f(C) = BU{0} et f~1({0}) =R_ donc f~1(B) = C\R_.

2 —d?

Approche 2 : A =
E— 2c

Puis on montrer par double inclusion que A = C\R_.

— id; cERi,dER}.

(ii) Voir ci-dessus.

d

~—

. est bijective | : injective (d’aprés 2a) et surjective (d’aprés 3a).

L’application {

=

_>
—>

2)

Exercice 2

Question préliminaire — (Ej) est une EDL2 homogeéne.

Son équation caractéristique est (C) : 72 —r —2 =0, dont les solutions sont 2 et —1.

Ainsi, | Sy = {x D Ve T A W< R}.

Partie A - Résolution d’une EDL2 a coefficients non constants

1.a) Soit € R, posons t = e* € RY avec x = In(t) : comme y(t) =t x z(Int) alors y(e”) = e*z(x).
Ainsi, |V € R, z(z) = e Ty(e®).
b) Pour tout x € R, on a : 2/(z) = —e *y(e”) + e e y/(e*) = Ty(e®) + y'(e*);
et 2"(x) = e""y(e”) — e "e"y'(e”) + e"y"(e”) = y(€ )~y ( ) +e"y"(e”).
Ainsi, [ 2/(z) = —e Py(e”) + ¢/ () et 2'(z) :e_xy(ex) — /(") + e"y"(e¥).
2. Pour tout x € Ron a :

ZMx) + (1 —e¥)2 (z) — (¥ + 2%
= e y(e”) —y'(e") + ey (e") +
= e"y'(e")+ (—=1+1—e")y(e")
= "(y'(e") —y'(e") — 2y(e"))

Il vient :

)z(x)
(L—e")(—e y(e") +y'(e) — (" +2e*)e ™ y(e”)
+e P —e"+1-1-2e"y(e")

z solution de (E1) < Vz eR, e”(y"(e") — /(%) — 2y(e”)) = €” cos(e”)
& VreR, y'(e?) — y'(e?) — 2y(e%) = cos(e?)
(

& VteRL, y'(t) — ' (t) — 2y(t) = cos(t) car exp est bijective de R — R%

Ainsi, | z est solution de (£) si et seulement si y solution sur R* de (E3).
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3. (Eo) sur R% est I'équation homogene associée a (F2). Cherchons une solution particuliere de Es
comme partie réelle d’une solution particuliére de :

(B3) gy —y —2y=e¢"
Comme 7 n’est pas solution de I’équation caractéristique, on cherche cette solution sous la forme
y(t) = Ae. On a alors :

vt >0, y'(t) =y (t) —2y(t) = —Ae" — Aie' — 24" = A(—i — 3)e"

Donc y est solution de (E3) si et seulement si A(—i —3) = 1.
Une solution particuliére de (E2) est :

3 1

y(t) = Re (_Zl_ 36“) _ Re (Z ;03 (cos(t) + isin(t))) = 5 cos(t) — o sin(t)

1
Ainsi, | S(g,) = {t € R — Ae?t + et — E(g cos(t) +sin(t)); A\, p € R}.

D’aprés Alc), on pose t = e” avec z € S(,) si et seulement si pour tout z € R, z(z) = e"*y(e”)
avec y € Sg, :

—T

Sipy) = {a: ER > Ne T2 4 7o 61—()(3 cos(e”) +sin(e®)); A, p € R}

Partie B - Conditions initiales pour (E))

1. Soit (a,b) € R%. On pose y : x + a + b(x — s); alors y(s) = a et y'(s) = b donc ¢s(y) = (a,b).
Donc tout (a,b) € R? admet au moins un antécédent par ¢s et donc , est surjective..

De plus @g(z + 0) = (0,0) et ps(z +— (x — 5)?) = (0,0) donc ps n’est pas injective.

Ainsi,

I’application s est surjective et non injective.‘

2.a) (Ep) est une EDL2 homogene & coefficients constants définie sur R. Chercher un antécédent de
(a,b) € R? par 1), revient a résoudre le probléme de Cauchy (y(s) = a,y'(s) = b), donc il existe une
et une seule solution y de (Ejy) satisfaisant les conditions initiales y(s) = a et y/(s) = b.

Ainsi,

15 est bijective. ‘

b) Soit (a,b) € R2. On cherche la solution y de (Ep) satisfaisant les conditions initiales y(0) = a et

y'(0) =b.
On cherche donc \, € R? tel que : Vy : 2 +— Xe?® + pe 7 et
\ a-+b
Ad+pu = a 3A=b = a = 3
{2)\—M:b < { b= 2-b 20—
=3
b 2a —b
Ainsi, |4, ! associe a (a,b) € R? 1a fonctioanRHa;_ e + a3 e T

3.a) g est deux fois dérivable sur R : pour tout z € R, §'(x) = ¢/'(z — s) et §"(x) = y"(z — s).
Donc pour z € R, §"(z) — ¢/ (x) — 29(x) = y"(z — s) — ¢/ (z — 5) — 2y(z — s) = 0 car y est solution
de (E())

Ainsi,
b) Montrons que d_sods =dsod_s =Ids, avec dy, : f — (m = flx — u))
Soit ye Spet z € R :

(d—s 0 ds)(y)(z) = d—s(ds(y(2))) = d—s(y(z — ) = y(z — s — (=s)) = y(z)

4

la fonction ¢ est solution de (Ep). ‘




De méme en remplagant s par —s, on a ds o d—_s = Idg,.
Ainsi, | ds est bijective et (ds)~! = d_s.
c) Soit y € Sp. Notons § = d_s(y) de sorte que Yz € R, g(z) = y(x + s).

¥s(y) = (y(s), 4/ (s)) = (9(0),7'(0)) = tho(7) = vo(d—s(y))

Donc 1/15 = lﬁo od_gs et 1/13_1 = (7/)0 S d—s)_l = (d—s)_l o 1/}0_1
Ainsi, |47t = dg oy .

Exercice 3

1 -1\ fu U — 1y

. _ 1 n+11\ _ n+1 2%n | _

1.a) Soit n € N, AUn—<1 0> (u” >—< -~ >—Un+1-
Vn € N, Upiq :AUn.\

b) e Initialisation : pour n = 0, A°Uy = IUy = Up. La relation est vraie au rang 0.

Alinsi,

Hérédité : Considérons n > 0 et supposons U, = A"Uj.
Uns1 = AU, = AA"Uy = A" LU,

La relation est vérifiée au rang n + 1.
Conclusion : ’Vn eN, U, = A"Uj. ‘

2.a) Le premier produit donne : AP = -3y (2 2y (2 2
S Rep P T oo )\2 0/ 70 2)
Le calcul du coefficient (2,1) est : 1 x14+0x2=1

L d produit d 'PT—12%1—%2
e second produit donne : =12 0/ \0 % =11 2/

Ainsi, AP = PT|

b) Montrons par récurrence sur ¥n € N, P(n) : A"P = PT™.
Initialisation : pour n = 0, A°P = [P = P et PT" = PI = P. Donc P(0) est vérifié.
Herédité : Considérons n > 0 et supposons P(n) vraie.

AP = A"AP =4 pes 20) A"PT =goapres rur PT"T = PT™ 1

Donc P(n + 1) est vérifiée.
Conclusion : ’Vn eN, A"P = PT". ‘

o . s (01 s (0 0
3.a) Par opération sur les matrices : | B = <O 0> et B* = <0 O)

Ainsi,

vk 22, B* = BB = 0w

1
b) On sait que T' = 5] + B et que I et B commutent. La formule du binéme donne pour n > 1 :

D ) B O LR

k=0

pour k>2

n
2n—1

.y 1
Ainsi, |[Vn e N, T" = 27[ +

0
9-1

B.

1
De plus, @I + B =1 et T° = I. La formule ci-dessus est valide pour n = 0.
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R 1 /1 2n
. m_ (2n 2n-1) _
c) Il vient, |Vn € N, T <0 2% > on <0 1)'

4.a) La matrice P est de taille 2; elle est inversible si et seulement si 1 x 0 —2 x 2 = —4 # 0.

1/0 -2
. . . . _1 _ =
Ainsi, | P est inversible et P7 = 1 (_2 1 ) A

Ces résultats sur les matrices de taille 2 sont dans le cours et sont & connaitre.

b) Soit n € N, multipliant la relation du 2b) par P~! a droite, on obtient A" = PT"P~1! :
g o L1121 2\ (0 -2
427 \2 0/\0 1 -2 1
_ L /12 (=4n 2(n-1)
o oont2\2 0) \ -2 1

_ 1 /-4n+1) 2n
- ont2 —8n 4(n —1)
o n_ L [(2(n+1) -n
Ainsi, |[Vn e N; A" = ] < in _o(n — 1)>

5. D’aprés 1b), pour n € N|

U= (u;f) = A= 2n1+1 (2(714:; Y _2(;71_ 1)> G)

3 1
8n—2(n—1)) = n2:— )

6. La suite (uy,) est vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre 2.

Ail’lSi, Vn € N, Up = ﬁ(

I’équation caractéristique est : r2 — 7 + 1= 0
4
le discriminant est : A =1 — 1= 0
il y a une racine réelle double : rg = 3
il existe «, 8 € R tel que pour tout n € N, u,, = (a =+ Bn)r{)‘
recherche de «a et 8 grace aux conditions initiales :

Uy = o = 1 a=1
1 &
ulz(a+ﬁ)§:2 B=4—-a=3
1+3
Ainsi, on retrouve bien la relation du 5) : |Vn € N, u,, = —;n n




