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DM 7

à rendre le mardi 26 novembre 2024

Partie A � Convergence des quatre suites

Pour tout n ∈ N∗, on pose :

sn =
n∑
k=1

1

k2
, un =

n∑
k=1

1

(2k)2
, vn =

n∑
k=0

1

(2k + 1)2
, wn =

n∑
k=1

(−1)k+1

k2

1. a) Montrer que la suite (sn)n∈N∗ est croissante.

b) Montrer que pour tout k ≥ 2, on a :

1

k2
≤
∫ k

k−1

1

t2
dt.

En déduire, pour tout n ∈ N∗, l'inégalité :

sn ≤ 2− 1

n
.

c) En déduire la convergence de (sn)n∈N∗ . On note S sa limite et on admet que S =
π2

6
.

2. a) Pour tout n ∈ N∗, établir des relations entres les suites :
• exprimer un en fonction de sn ;

• exprimer vn en fonction de s2n+1 et un ;

• exprimer w2n en fonction de vn−1 et un ;

• exprimer w2n+1 en fonction de vn et un.

b) En déduire la convergence des suites (un)n∈N∗ , (vn)n∈N et (wn)n∈N∗ .
On note U , V et W leur limite. Montrer que :

U =
1

4
S, V =

3

4
S, W =

1

2
S

et en déduire leur valeur.

Indication : Si les suites (w2n) et (w2n) convergent vers la même limite ` alors (wn) converge aussi vers `.
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Partie B � Calcul de Zeta(2)

Pour tout n ∈ N∗, on note Dn la fonction dé�nie sur R par :

Dn(x) =
1

2
+

n∑
k=1

cos(kx).

1. Démontrer que pour tout entier n ≥ 1 et tout réel x non multiple de 2π, on a :

Dn(x) =
sin
( (
n+ 1

2

)
x
)

2 sin
(
x
2

) .

2. Pour tout n ≥ 1, on note Ln l'intégrale :

Ln =

∫ π

0
xDn(x)dx

a) Calculer l'intégrale
∫ π

0
x cos(kx)dx pour tout entier k ≥ 1.

b) En déduire que :

Ln =
π2

4
−

n∑
k=1

1

k2
+

n∑
k=1

(−1)k 1

k2
.

3. On dé�nit la fonction suivante :

f(x) =


x

sin
(
x
2

) si x ∈]0, π]

2 si x = 0
.

Montrer que f est de classe C1 sur [0, π] (on admettra sin(u)−u
u3

−→
u→0
−1

6 et tan(u)−u
u3

−→
u→0

1
3).

4. Soit ϕ une fonction de classe C1 sur [0, π]. À l'aide d'une intégration par parties, montrer que :

lim
λ→+∞

∫ π

0
ϕ(x) sin(λx)dx = 0.

5. a) Démontrer que lim
n→+∞

Ln = 0.

b) En déduire les valeurs de S, U , V et W .


