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Corrigé du DM 7

Partie A — Convergence des quatre suites

1

l.a) Soit n € N, 8541 — Sy = m > 0. Ainsi, | la suite (s,)pen+ €st croissante.
1 1
b) Soit k> 2, alors k—1<t<k = t*?<k® = ?22?

Par croissance de l'intégrale, il vient

k k
1 1 1 1
—dt > —dt=—=k—-(k—-1)) ==
|tz [ g - -1 =
ko
42
Il vient, pour n € N*, par somme d’inégalité :

"1 K R "r o1k "1 1
kz:;kﬁgg/k_ltdtzz[_t} =2 TR

2
k=2 k=1 k=2

1
Alinsi, | pour tout k > 2, 72 < / dt.
k

n
1
Par simplification téléscopique de la somme, il vient : E 72 <1——etdoncs, <2——.
n n
k=2

1
Ainsi, | pour tout n € N* s, <2 — —.
n

¢) On en déduit que la suite (s,) est majorée par 2 et croissante; ainsi, par limite monotone,

’ (Sn)nen+ converge. ‘
2.a) Soit n € N*.

n
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kimpair kpair
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Wont1 = = T2 T2 = - 2~ N2 = Un T Un
k=1 k k=1 k k=1 k j=0 (2=7 + 1) j=1 (2])
kimpair kpair
Ainsi, | pour tout n € N*,  w, = Esn, Up = Sopt1 — Up, Wy = Up—1 — Up €b Wont1 = Up — Up.
b) Par opération sur les limites,
S S w?
un—>z,donc U:Z:ﬁ ;
38w
- S5-U,d V=—=—|
Un , donc 1 g |
1 1 w2
wzn%V—U:S—QU:S—fS:fS:—etw2n+1—>V—U.
2 2 12
C e . 1 2
Donc, (d’aprés I'indication) |la suite (w,) converge vers W = 55’ =13
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Partie B — Calcul de Zeta(2)

3. Méthode 1 : procéder par récurrence

) ()

donne
3z

\/[\3

Initialisation : pour n = 1 et x € R\27Z alors la formule sin(a) = sin(b)+2 sin <
in

1) = ot = =t (an (2)  2omtn i (2)) - 2200

~—

x
2

N[

”)

sin ((n+
Toan(3)

Heérédité : soit n > 1 et x € R\27Z. On suppose que D, (z) =

(N

sin((n—i—%) >

2sin (%)

e () ) 2 (3) o) - 2L 0020

z
2

Dpii(z) = Dp(z) +cos((n+1)z) = + cos ((n + 1)z)

sin((n—i—%)x)‘

Conclusion : |Vn > 1, Vo € R\27Z, Dy(z)= —
2sin (5)

Meéthode 2 : procéder par le calcul dans C

Dy(z) = % + Zcos(kx) = % + ZRe (e““) = % + Re (Z e““)
k=1
1
2

we™ =1\ _ 1 sin ()
+Re (e em—1>_2+Re sin (2)

g (0 () e (25 n (5) - {5

4.a) Soit k> 1, x — z,x — cos(kx) € C}(R), par intégration par parties il vient

m\&z

T zsin(kz)]” ™z sin(kx) cos(kz)]™ cos(kw) 1 (=DF 1
/0 x cos(kx)dr = {k]o —/0 de = 12 ) = T m =

. T (-F 1
Ainsi, |Vk > 1, [ zcos(kx)dz = EREE
0

b) Soit n > 1, par linéarité de U'intégrale,

L—/WD()d—/ﬂldJan:/ﬂ (koo — [2] 52 ED L
n—oxnx x—02xx k_lowcos:r:v—4 2 12

. 2 1 & kl
Ainsi, n:Z ;2 ; 72

5. On définit la fonction suivante :
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z > sin (%) et  — 2 sont de classe C! sur ]0, 7] et sin (%) ne s’y annule pas.

Par quotient, x — — est de classe C! sur ]0, 7).

sin (%)

Etude du raccord en 0 :

X
- x
Continuité : =2—2 _ _ 392=1f(0
R G Sy e Y
X
—r — 2 z) _z
Derivabilite : %) = /(0 sin(5) :7512('2)93 2
x—0 x i i 52111(5)
in()—2 z 1\ 1
SRELASAY Vink J —>—0><<—>:0€]R
2 (%) sm(§) =0 6/ 3

Continuité de la deérivée : pour x €]0, 7]

f/(x):sin(g)_%COS(%)_ tan (3) — % :ftan( )—2 ¢ :

sin (%)  tan (%) sin () 2 (5)3 tan () sin (£) 20

Remarque : une autre approche est d’établir que f est de classe C! en 0 et de montrer
que f admet un DL4 en 0.

2

T

: = = =24+ +o(z?) =2+ o(x)
n(G) T 5 R - Frown 0 12T

T T 2

On note que le raccord de continuité est valide et donc f est de classe C! en 0.

Ainsi, | f est de classe C! sur [0, 7).
cos(Ax)
A

6. Comme @ et x — — sont de classe C! sur [0, 7] alors par intégration par parties, on

obtient :

[ewpsingua)as = |20 go(sc)]z o

Par double inégalités triangulaires :

<

/0 o(2) sin(Az)dz

Par croissance de l'intégrale :

/0 o(z) sin(Az)dz

< i (@l e+ [ lo@la)

s

Or le membre de droite tend vers 0 lorsque A — +o0 donc par encadrement, \ lim o(x)sin(Az)dzr = 0.
—+o00 Jo

1 (7 . 1
7.a) On note que L, = 2/0 f(z)sin ( (n + 2) :r:)dx.

Considérant A\ = n + % — 400 et que f est de classe C! sur [0, 7], alors d’aprés 4), lirJrrl L, =0.
n—-+0oo

b) D’aprés 4b), par opération algébrique et par unicité de la limite, il vient :

w2 w2 35 2
0——4—S—W——4——2 e‘cdoncS——6
w2 S 35 w2 S 72
Ainsi = — = — = — = = — et W =— = —
wsh, |5 =" U=3=5p V=7 ¢ 2~ 12




