Proposition de corrigé du devoir surveillé 5
Exercice 1

1. Etude d’une matrice :

-4 -3 5
a) On trouve A2 = [ -3 4 3
-5 -3 6

La calcul du coefficient (1,3) est : 2 x (=3) + 1 x (=1) + (=3) x (—4) = 5.

b) Utilisons la méthode du pivot de Gauss, sur les lignes, avec un formalisme matriciel :

-1 -1/1 0 0
0O 1 1|0 10
1 -2 —-1]0 0 1
1 -1 =1} 1 0 0
L3 — L3 —I4 0 1 0 1 0
0 -1 0|—-1 01
10 0|1 10
L1+ Li+ Ly
Lo Lot L 01 10 10
A 00 -1 11
On remarque qu’il y a trois pivots et donc que la matrice P est inversible.
1001 1 0
L2<*L2*L3 010 1 0 -1
00 1|-1 1 1
1 1 0
Ainsi | P est inversibleet P! = | 1 0 —1|| Penser d vérifier que PP~ = I3.
-1 1 1
-1 5 2
¢) On trouve AP=| 0 —1 —2], puis:
-1 6 2
-1 4 0
P'AP=T=|0 -1 0
0o 0 -2
1 -8 0 -1 12 0
d) On trouve |72 =0 1 0| puis|7®°=[ 0 -1 0
0 0 4 0o 0 -8
1 —4n O
e) Montrons par récurrence que pour tout n € N, 7" = (=1)" [0 1 0
o o 2
Initialisation : pour n = 0,1,2 et 3, la relation est clairement vérifiée.
1 —4n O
Hérédité : soit n > 3, on suppose que 7" = (=1)" |0 1 0
o o 27



1 —4n O 1 -4 0
Tl =7"T = (=)™ |0 1 0 ](-1)|0 1 0
o o 27 0 0 2
1 —4(n+1) 0
= (=) |0 1 0
0 0 2n+1
Le coefficient (1,2) est obtenu par : 1 X (=4) + (—=4n) x 1+ 0x 0= —4(n+1)
1 —4n O
Conclusion, |[Vn e N, T"=(-1)"[0 1 0
o o 27

f) Comme P~'AP = T alors en multipliant & gauche par P on obtient : PP~ AP = PT c’est-a-dire
AP = PT.

Puis, multipliant & droite par P~! on obtient APP~! = PTP~! ¢’est-a-dire .

Une récurrence rapide donne que pour tout n € N, A" = PT"P~ 1,

Ainsi on calcule premiérement, pour n € N, PT™, ensuite on obtient :

—4n + 2™ 1-2" 1+4n-—2"
VneN, A" =(-1)" 1—2n on —1+42n
—1—4n+2" 1-2" 2+44n—2"

g) = Une premiére méthode consisterait a utiliser le méthode du pivot. Une autre méthode consiste o
utiliser la décomposition en fonction de T avec le résultat du cours : le produit de matrices inversibles
BCD est inversible d’inverse (BCD)~' = D='C~'B~1 (fait pour deux matrices dans le cours). Il
conviendrait alors de regarder si T est inversible, ce qui est rapide, et de donner A~ = PT—tP~1,
Enfin, une autre approche consiste a revenir & la définition en exhibant une matrice B telle que
AB = I3. Pour cela, nous essayons la matrice obtenue en remplacant n par —1 dans ’expression
de A™ obtenue en 1f).

. ——é —1455 4—14;% (9 LT
Considérons B = | —1+ 3 -3 -3 =5 -1 -1 1

1-4-1 —1+3 4-2+43 -7 -1 5

On calcule maintenant AB et on trouve AB = I3; ainsi, | A est inversible |
De méme, pour n € N*, on pose

dn + 27" 1—27" 1—4n—27"
c=(-1" 1—-2" 27" —1+2™
—14+4n+2™" 1-27" 2—-4n—-27"
On calcule CA™ et on trouve CA™ = I3, ainsi (A")~! = C.
’L’expression trouvée en 1f) est valable pour n € Z ‘
2.a) Soit (z,y,2) € R3,
g(az,y,z) = f(f(xvyvz)) = f(293+y—32’,3§‘— 2y—2731’+y_42)

X Y Z
= (2X+Y -3Z,X-2Y —Z3X+Y —42)

= (2(2x+y—3z)+(m—2y—z)—3(3x+y—4z),
2x4+y—32)—2(r—2y—2)— Bz +y—4z),
3(2x+y—3z)+(x—2y—z)—4(31:+y—4z)>
= (—4x —3y+5z,—3x + 4y + 3z, -5z — 3y + 62)

Ainsi, |V(z,y, 2) € R3, g(z,y, 2) = (—4x — 3y + 5z, =3z + 4y + 3z, =5z — 3y + 62) |.
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b) On note que pour déterminer l'image par f d’une triplet (x,y,z) il convient de multiplier le
vecteur colonne associé par A, ainsi composer f par f revient & le multiplier par A? :

T -4 -3 5 x —4x — 3y + 52
A2yl =1-3 4 3 y| =1[-3z+4y+ 3z
z -5 -3 6 z —5x — 3y + 62

On retrouve bien le résultat de la question 2a).
c¢) La matrice A est inversible, aussi, pour (z,v, 2), (a,b,¢) € R3 :

x a xT a
f(x7yuz) = (CL, bu C) - A y - b = Yy = Ail b
z C z C

Ainsi tout vecteur (a,b,c) € R3 admet exactement un antécédent,

. R} — R?
T 1
/ (a,b,c) +— 5(79afb+7c,fafb+c,f7afb+5c)

f est bijective‘ et

d) On note que pour n € Z,

x a
f”(aj,y,z) = ((I, b, C) & A"ly|=|0
z c
0 1—-2"
et A" 1| =(-1)"| 27 donc
0 -2

Wnez, f(0,1,0)=((-1)" = (=2)", (=2)", ()" = (=2)")]




Exercice 2

1. Les applications g et h sont définies, continues et dérivables sur | — 1, 4o00] :
—x
! = — =
0g(x)—1+1$ . 14z
+r—x T
W(z)= — = .
* (z) I+ (1422 (14+2)?
e / T / _ x
AlnSl Vm > —1, g (:L“) = m, h (I') = m .
On obtient les tableaux suivants :
T —1 0 +00 T —1 0 400
- + 0 — x - 0 +
142 + + (1+a) + +
J'(x) + 0 - B (x) - 0 +
0 N\ /
@ | () 0
g(x) - 0 - h(x) + 0 +

Avec ¢g(0) = h(0) = In(1) = 0.
2.a) Soit n € N :

1 1 n+1
Unyl — Up = n+1—ln(n+1)+ln(n)—n+1—ln< - >
1
= 1
= e —In <1+> =—h <> < 0 d’apres 1)
1+5 n n
1 1 n+ 2
Upgl — Up = n+1—ln(n+2)+ln(n+1):n+1—ln<n+1>
1 1
= —In({l+—=)=- >0 d’apres 1
e n( + +1) g(n+1>_ apres 1)

Ainsi ’1a suite (uy,) est décroissante et la suite (v,) est croissante ‘

b) Soit n € N* :

un—vn:—ln(n)+ln(n+1):ln(

Ainsi ’Vn e N*, v, < up ‘

n+1

n+1

>1

>>Ocar

c) Soit n,p € N*. Comme (uy,) est décroissante, on a upipn < up.

De plus, (vy,) est croissante donc vy, < vy yqp.

Enfin, d’aprés 2b), on obtient vy, < vp4p < Upipn < up. Ainsi
La suite (u,) est donc décroissante et minorée (par v;); ainsi, le théoréme de limite monotone,

donne que ’1a suite (uy) est convergente ‘

Vn,p € N*, v, <,

De méme, (v,) est croissante et majorée (par ui), donc ’1& suite (vy,) est convergente |.

1
d) Soit n € N*, on rappelle que u, — v, = In <n—|— )
n
1 1
L SR RN ln<
n n
Ainsi | lim wu, —v, =0.
n——+o0o

Or pour tout n € N* on a v, = u,, — (u, —v,). Par opération sur les suites convergentes, on obtient

4

n—+1

n

) —1In(1)=0



vy, = v+ 0 =~. Ainsi,
Les suites (uy) et (v,) sont adjacentes.

La suite v, converge vers -y ‘

e) On a pour tout n,p € N* avec p > n : v, < v, < up < up.

Ainsi, par passage a la limite lorsque p — 400, il vient ’Vn eN* v, < < uy.

f) Script PYTHON qui calcule une valeur approchée de la constante d’Euler-Mascheroni, limite com-

1
mune de (uy,) et (v,). On rappelle que u, — v, = In <1 + )
n

import numpy as np
def constante_EM(p):
u,n=1,1
while np.log(l+1/n)>p:
n=n+1
u=u+l/n
return(u-np.log(n+1l) ,u-np.log(n))

Ce qui donne :

>>> constante_EM(1le-8)
(0.5772156599001903, 0.57721566990018758)

3. Comme u,, — 7y alors ug, — v et| lim (ug, —up)=v—7=0|

n—+oo
Pour n € N*,
! + = + = + ! In(2n) + In(n)
Uy — Up = coo 4+ — —In(2n n(n
U T n+2  nt3 2
1
Or —In(2n) +1n(n) =In (ﬁ) =In( =) =—In(2), donc
2n 2
= + = + ! —i—l +1In(2) - 0+ 1In(2) = In(2)
. o — = U — U n n = 1In
n+l n+2 n+3 om "
1 1 1
Ainsi, | i s+ — =1In(2) |
st T T haz Tags Tan MO
4.a) Une méthode consiste & étudier le signe de la fonction obtenue par différence des deux

membres de ['inégalité
Posons fi:z+—e® —1—xet fo:x—1+x+ 22— e sur [0,1]. Ces fonctions sont dérivables :

fil) =e" =1 folw)=1+2z—¢ p(x)=2—¢"

L’étude du signe de f n'est pas évident ; on dériver & nouveau !

+ 1o 1 x 0 In(2) 1
A e
A | / A=) |, 4 N 0.28
R@ | T GG
2)=0 o =2 & z=In(2) f@) | 4 4
et fi(1)=1+2—e' =3— e 0.28(>0) : fo(x) |+ +

Ainsi |V € [0;1], 1+ 2z < e <1+ +2?|




b) Soit n € N* et k € [1,n]

1<k<n = (n+1)2<(n+k)?<(n+n)?car x> (x+n)? est croissante sur [1, +00]
1 1
=

— < < s — est décroissant 1
2 S A hE S mr 1) car x . est décroissante sur [1, +o00[

Par sommation des inégalités, on obtient :

n n
Zi<w <Z ! = i<u) < n
4n2 = " T L~ (n+1)2 dn = " T (n+1)2
k=1 k=1
1 n 1
Or — — 0 et - - 0
4n (n+1)2 n2(1+1)2 n@a+1)2

Par encadrement, on obtient .

1
c) D’aprés 4a), pour n € N* et k € [1,n] on a, T E € [0,1] donc
n

L cedrery (L)
eTL
n+k - n+k n+k

Par sommation des inégalités on obtient :

3

"1 L 1 " 1 \?
n+;n+k§;en+k§n+ k+z< >

d) Ainsi, pour tout n € N* :
n n

Lo 1 <" 1 " 1 \?
n+ —
Zn-i—k_ € = n +z_:

k
k=1 k=1 peilng

n n 2
1 1
De plus, ,;_1 TE — In(2) d’apres 3) et ,;_1 <n n k) — 0 d’aprés 4b).

n

1
Par encadrement on obtient : | lim entk —n =In(2) |
n—+oo =1




Exercice 3

1.a) La fonction f,, est dérivable sur R en tant que quotient et somme de fonctions dérivables sur R
(on remarque que quelque soit z € R, 1 4 ¢e* > 0).

efl‘

De méme, la fonction f] est dérivable sur R en tant que quotient et somme de fonctions dérivables
sur R et on a, pour x € R :

e (1 +e%)? — e® x 2e%(1 + ¢?)

" _
n(l‘) - (1+6‘r)4
e’(1+€e%)(1+ e® — 2e%)
= — (t eyt avec 1 +exp>1>0
e’(1—e")
Vr e R "Nr) = ———
x ) fn(x) (1+6$)3

b) L’expression f/(z) est du signe contraire de celui de 1 —e®. On en déduit le tableau de variations
suivant :

T —00 0 +00
fo(x) - 0 +
f N\ S
/n(0)
eV 1
Or f(0) = —m—i—n =n-7> 0 car n > 1, donc pour tout = € R, f/ (z) > 0.

Ceci assure bien que ’1& fonction f est strictement croissante sur R. ‘

2.a) Il n’y a pas de forme indéterminée. Les opérations sur les limites donnent :

lim f,(z)=—ccet lim f,(z)=+o0

T——00 T—r—+00

b) De méme, on obtient :

. 1 1
—1=0et xgrfoofn(x)_ngc_xgrfool+ew B

Les droites (D,,) et (D},) d’équations y = nx et y = nx + 1 sont asymptotes de (C,,) respectivement
en +o0o et en —oo. De plus

VeeR, 1<1+e" = 0§1+x§1 = nr< fplx)<nz+1
e

La courbe est toujours au-dessus de (D,,) et au-dessous de (D),).



3.a) La fonction f, est dérivable donc continue sur R et elle est strictement croissante sur R.

Le théoréme de la bijection donne que f réalise une bijection de R sur f(R) avec

fR) =] lim fn(x); lirJ)ra fn(z)[=R. Or 0 € R, donc ’équation f,(x) = 0 posséde donc bien une
T——00 T—>+00

seule solution sur R.
b) Soit n € N*, considérons le tableau de signes de la fonction f, sur R :

x —00 Unp, +0oo
fn(x) - 0 +

1 1
De plus f,(0) = 3 > 0. Ainsi, on a : |Vn € N*, - < up < 0.

¢)Or lim ——=0, donc d’apres le théoréme d’encadrement, | lim w, =0|.
n—+too M n—-+00

d) Par définition de (u,) et par composition de limites, on a

1 1
+nu,=0 = nu, =

=0 = = — RN
fn(tn) 1+ etn 1+ewn 2




