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DS 5

Mercredi 27 novembre 2024 — durée : 2 h

Exercice 1

1. Etude d’une matrice :

2 1 =3 1 -1 -1
A=|1 -2 -1 P=1|0 1 1
3 1 -4 1 -2 -1

a) Calculer A2

b) Montrer que P est inversible est donner son inverse.

d) Calculer T2, puis T3.

e) Pour n € N, proposer une expression de T" et établir ce résultat a ['aide d’une récurrence.

)
)
c) Calculer P~ AP. On notera 7T la matrice triangulaire supérieure obtenue.
)
)
f) Exprimer A en fonction de T" et en déduire que pour tout n € N :

—4n + 2" 1—-2" 144n—-2"
A" = (—-1)" 1-2" 2" —1+2"
—1—-4n+2" 1-2" 24+4n-—2"
g) A est-elle inversible 7 Si oui, en utilisant la méthode de votre choix, déterminer 1’expression
de A™" pour n € N*,
2. Lien avec une application : on définit 'application
I R  — RS
| (z,y,2) — (2 +y—3z,20—-2y—2z,3x+y—4z)
a) Déterminer I'expression de la fonction g = f o f, c’est a dire, pour (x,y,2) € R3, donner
Pexpression de g(x,y, z) en fonction de z,y, 2.

b) On remarque que pour tout (z,y, 2), (a,b,c) € R3 :

x a
flz,y,2) =(a,b,c) & Aly]l=|0b
z c

Retrouver le résultat de la question 2a), a partir de la question 1a).
c) f est-elle bijective? Si oui, donner I'expression de f~!.

d) Donner 'expression de (0, 1,0) pour n € Z.

Exercice 2

Soient (un)nen+ et (vn)nen+ les suites définies par :
1 1 1 1 1 1 1

1
un:1+§+§+1+---+ﬁ—ln(n) et vn:1+§+§+1+“'+ﬁ—ln(”+1)

On rappelle les valeurs approchées suivantes : In(2) ~ 0,69 et e! ~ 2, 72.
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1. Etudier les applications suivantes sur | — 1, +o0o[ et en donner le signe :

g:x—=In(l+z)—z et h:m»—>ln(1+ac)—1+
x

2. a) Montrer que la suite (uy,) est décroissante et que la suite (vy,) est croissante.
b) Montrer que pour tout n € N* v, < u,,.

c) Montrer que pour tout n,p € N*, v, < .
En déduire que les suites (uy,) et (vy,) sont convergente. On note v la limite de (uy,).

d) Déterminer lim wu, — v,. Que dire de la limite de la suite (vy,).
n——+oo

e) Montrer que pour tout n € N*| v, <~y < u,.
f) Donner le script PYTHON d’une fonction constante_EM(p) qui retourne un encadrement de
~ d’amplitude p.

) . . s . 1 1 1 1
3. Déterminer ngrfm(ugn — up) et en déduire ngr}:oo — + — + — + o

4. a) Montrer que Vz € [0;1], 1+ 2 <e®* <1+ + 22

n

1

b) Gréace a un encadrement, déterminer la limite lorsque n tend vers +o0o de w, = Z W
n

k=1
n 1
c¢) Déterminer un encadrement de E entk
k=1
" 1
d) Déterminer lim E entk — .
n—)—i—ook 1

Exercice 3

Pour tout entier naturel n non nul, on définit la fonction f, par :

Vr €R, fu(z) =

ne.
1+4e” *
On appelle (C,,) sa courbe représentative dans un repére orthonormeé (O, i, j ).
1. a) Déterminer, pour tout réel x, f!(x) et f/'(z).
b) En déduire que la fonction f,, est strictement croissante sur R.
2. a) Calculer lim f,(x) ainsi que lim f,(x).
T—r—00 r—r+00
b) Montrer que les droites (D,,) et (D)) d’équations y = nx et y = nz + 1 sont asymptotes de
(Cp). Déterminer les positions relatives.
c¢) Tracer sur un méme dessin, pour n =1 : la courbe (C4), la droite (D;) et la droite (Dj).
3. a) Montrer que I'équation f,(z) = 0 posséde une seule solution sur R.
On notera u,, cette solution.
1
b) Montrer que l'on a : Vn € N*, —— < u, <0.
n

c) En déduire que la suite (u,,) converge et déterminer sa limite.

1

d) En revenant a la définition de u,, montrer que lim nu, = —=
n——400 2



