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Corrigé du DM 9

Suite récurrente

1. Le programme PYTHON suivant calcule et affiche u,, pour une valeur de n entrée par 'utilisateur.

n=int (input (’entrer la valeur de n : 7)
u=1
for k in range(1,n+1):
u=np.log (1+u*u)
print (u)
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2. Montrons par récurrence sur n € N: 0 < u,, < 1.
Initialisation : pour n =0, ug = 1 € [0; 1]
Hérédité : fixons n > 0; supposons u,, € [0;1].

0<u, <1 = 0<ui<1
= 1<14u2<2
comme In est croissante
In(1) <In (1 +u?) <In(2)

=
= 0<up1 <In(2) <lIn(e)=1

Conclusion : ’Vn eN, 0<u, < 1.‘

3.a) La fonction f est dérivable sur [0;1]; on a

_ _ 2 )2
_ 1= 142z —=x :7(1 x) <0
1+ 22 1+ a2 1422
Avec f'(z) =0 1—2 =0« 2 =1. De plus, f(0) =1In(1) =0 et f(1) =In(2) — 1.
Le tableau de variations et de signes de f est :

f'(z)

T 0 1
C) -
0
f(x) pY
In(2) — 1
f(z) -

b) Soit n € N, d’aprés 3a)

u, € 051 = fup) <0 = In(l+ul)—u, <0 = Uy —u, <O

Ainsi,

la suite (uy,) est décroissante.‘

c¢) La suite (uy,) est décroissante (d’aprés 3b) et minorée par 0 (d’aprés 2).

Le théoréme de limite monotone donne que ’1& suite (uy) converge. ‘

4.a) Posons ¢ : x — In(1 4+ x) — x sur Ry ; g est dérivable :

1 T
= —1=— <0
1+zx 1+2x

g'(z)

Donc g est décroissante sur R et g(0) = 0, donc g < 0.
Ainsi, [Vz € R, In(1+42x) < x‘
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b) Soit n € N, d’aprés 4a)

uizO = ln(l—i-u?l)SuZ = Un_HSUEL

n

Ainsi, |[Vn € N, upyp < u%

¢) Montrons par récurrence sur n;nN* : u, < (In(2))"

Initialisation : pour n =1, u3 = In (14 1%) = In(2)
Hérédité : fixons n > 1, supposons u, < (ln(2))n.
Reprenant la démarche de la question 2), la croissance de In donne :

Up—1 <1 = wu, <In(l1+1")) =1mn(2)

D’apres 4b), il vient :

Unt1 < Up X Up < (1n(2))n x In(2) = (ln(Z))nJrl

Conclusion : |Vn € N*, w, < (In(2))".

d) Comme In(2) € [0;1[, alors (In(2))" — 0. De plus, pour tout n € N*, 0 < u, < (In(2))".

Par par encadrement ’1a suite (uy) converge vers 0. ‘

e) Le script calcul successivement les termes de la suites (uy,) et s’arréte dés que u, < 1074,
A chaque étape, la variable n contient le rang du terme calculé.

Ainsi, | le programme affiche n : le rang du premier terme vérifiant u,, < 1074

Concrétement ug, w1, ug, us, ug, us sont plus grand que 1074 et ug < 1074

5. Onnotequeug=1= (ln(2))0 : donc pour tout n € N : u,, < (ln(2))n. Soit n > 2, par sommation
des inégalités pour k € [0;n — 1], il vient :

3

-1 n—1 “(In n
w <Y (In(2)" = 11(1111((22)))

k=0 0

il

On reconnait une somme usuelle, celle des termes d’une suite géométrique.

i, 1— (In(2))"
Ainsi, |Vn > 2, Zuk < M
k=0

1 —1n(2)




