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Corrigé du DM 10

Trois bijections

1. F est définie sur Dp = R\{a, b, ¢}. Les fractions rationnelles étant de classe C* sur leurs ensembles

de définition, F' est dérivable sur Dp.

u? v? w?

A=a? (A=b2 (A-c)p

Pour tout A € Dp, on a: F'(\) = —

A —0 a b c +00
F'(A) - I - | - I -
0 | 400 | 400 | 400
F(}) pY | N | pY | pY
—oo || —oo || —oo || 0
F est continue et strictement décroissante sur | — oo, af, ligé f=0et lcilm = —oo donc d’aprés le

théoreme de la bijection F réalise une bijection G de | — 00, a sur | — o0, 0].

En particulier F' ne s’annule pas sur | — 0o, al.

De méme F réalise une bijection Gy de ]a,b] sur R. Donc 3! p; €]a, b[ tel que F(p1) = 0.

De méme F réalise une bijection G de ]b, ¢[ sur R. Donc 3! py €]b, ¢[ tel que F(p2) = 0.
Enfin F' réalise une bijection G4 de ]ec, +oo] sur |0, +oo[ et donc ne s’annule pas sur |c, +00].

Ainsi, | F' prend la valeur 0 en deux points p; et py vérifiant p; < ,02.‘
1
2.a) A est solution de (E;) si et seulement si F'(\) = rt

1
Sit >0 alors n > 0 et d’apres I’étude des bijections réalisées par F', il existe un unique Ai(t) €|a, b]
1 1
tel que F'(\(t)) = oun unique A2(t) €]b, ¢[ tel que F(Aa(t)) = n et un unique A3(t) €je, +o0 tel

que F(A3(t)) = 7 En revanche, il n’y a pas de solution dans | — oo, a].
Si t < 0, on obtient de la méme facon A;(t) €] — 0o, al, A2(t) €]a,b] et A3(t) €]b, c].
pour tout t # 0, (E;) admet trois solutions réelles distinctes A\ (t) < A2(f) < Az(t). ‘

Ainsi,

b) D’apreés le théoreme de la bijection, Gl_l et Gy Usont strictement décroissantes et on peut dresser
leurs tableaux de variations :

. *
s |- 0 s |- +00 Ar: R* = 1]R
a b Gl_1 n sit<0
G1'(s) N Gy'(s) N to— .
—00 a Gyt n sit>0
1 o .
— — —oo et im G = a donc par composition A\;(t) — a.
t t—0- —00 t—0~
~ — oo et lim G5! = a donc par composition \i(t) — a.
t t—0+ +oo t—0+
Ainsi lim A\; = lim Ay = a. Or A\; n’est pas définie en 0 donc Ay admet a € R pour limite en 0 et :

(U 0+

A1 se prolonge par continuité en 0 en posant A\ (0) = a. ‘




Lycée Saint-Exupéry — MPST 2024 /2025 — Mathématiques Proposition de corrigé du DM 10

1
3.a)t— " est continue sur | — oo, 0] & valeurs dans | — 0o, 0] et d’aprés le théoreme de la bijection

G est continue sur | — oo, 0[ donc par composition \; est continue sur | — oo, 0].

t— % est continue sur ]0, +oo[ & valeurs dans |0,4+00[C R et d’aprés le théoréme de la bijection
G2_1 est continue sur R donc par composition A; est continue sur |0, +ool.

Par ailleurs, A est continue en 0 d’aprés la question précédente.

Donc \q est continue sur R. On obtient de méme la continuité de Ao et As.

Ainsi, | A7, A2, A3 sont continues sur R.
b) Pour t # 0, (E;) se réécrit avec A1 (R*) =] — oo;alU]a, p1] :
2 2
9 v w (M(t) —a
A1(t) — =
Wt ) a)<)\1(t)—b+)\1(t)—c> t

ﬁ u? € R. Comme le taux d’accroissement de \; en 0 admet
—

(A1(t) — A1(0)
t

Or A\ (t) — a donc
t—0

une limite finie, alors | A\ est dérivable en 0 et \}(0) = u?.

c¢) On obtient de fagon rigoureusement identique :

A2 et A3 sont dérivables en 0, \5(0) = v? et \5(0) = w?.

1
4.a) = t—+> 0 et lién G;l = p1 ou pp introduit & la question 1 est I'unique point de Ja, b en lequel
—>+00

F s’annule. Donc par composition, A (t) T P

! — Oet limGy' = —oo donc par composition, \;(t) — —oo.
t——o0 0 t—+o00
Les autres limites se déterminent de fagon analogue.
| LM [ de] A |
Limite en 400 p1 | p2 | +oo
Limite en —oco || —c0 | p1 | p2

1 1
b) Pour tout t < 0, A\ (t) = G;* <t> or t — n est strictement décroissante sur | — 0o, 0] & valeurs

dans | — 00, 0[ et G est strictement décroissante sur | — oo, 0[ & valeurs dans | — oo, a[ donc A; est
strictement croissante sur | — oo, 0 et V¢ <0, A\i(¢) < a.

1 1
Pour tout ¢ > 0, A\ () = G5! (t) or t n est strictement décroissante sur 0, 4+o00[ & valeurs dans

10, +00[C R et G ! est strictement décroissante sur R a valeurs dans Ja, b[ donc A; est strictement
croissante sur ]0, +oo[ et Vit > 0, A1(t) > a.

Enfin A\1(0) = a donc A; est strictement croissante sur R. De méme pour Ay et As.




