Proposition de corrigé du devoir surveillé 6

Exercice 1 - Développement asymptotique d’une suite

1.a) P, est un polyndome, donc dérivable sur R et
P! (z) = 2nz® 1 —2n = 2n(2® 1 — 1)

Donc Pi(x) =0 < x=1cart~ t>"! est une bijection croissante de R.
De plus, on note que P, (x) I~ z?" donc liun P, = +o00. Ainsi,
oo o0

T —00 1 400
P/ (x) — 0 +
+00 +00
P () e e
2—2n

P, est continue et strictement croissante sur [1, +o0o[. D’apres le théoréme de la bijection, P, réalise
une bijection de [1,+oo[ sur [2 — 2n, +ool.

Or n > 2 donc 2 — 2n < 0. 0 admet un unique antécédent par P, sur [1,4o0c[. On note a, cet
antécédent.

Plus précisément, pour n > 2, P,,(1) =2 — 2n < 0 donc .

P, admet une autre racine sur | — oo, 1].

b) Pour tout n > 2, P, (2) =2 —2n x 2+ 1=4" —4dn + 1.
Comme 4 > 1 alors 1 = 0(4") et —4n = 0(4™), donc P, (2) = 4™ 4 0(4™). Ainsi,

Py(2) ~ 4"

Or lim4™ = 400 donc lirf P,(2) = +00. A partir d’'une certain rang P,(2) > 0 et donc d’aprés
n—-+0o0

Pétude faite en la), a,, < 2. Ainsi,

a partir d’un certain rang a, < 2 ‘

2.a) Soit n > 2. On note que 1 + &, = a,. Par définition, a,, vérifie

1
aZL”ananqu:O & a%":2nan71:nan 271&)
n

& In(a2) =In (nan (2 _ ni))

car In est bijective

& 2nln(an) = In(n) + In(an) + In <2 _ 1)

an

1
Posons |Vn > 2, a, = —— |, alors
nay,

In(n) n In(1+ep) N In(2 + o)

Vn>2, In(l+e,) = o™ o ™

Il reste a établir que o, — 0. A partir d’un certain rang, d’aprés la) et 1b),

1 1
1<a, <2 = —<—x<1

2 a
L1 o1
2n an, n2
= ——<ap<-——

Par encadrement ’ (an)n>2 converge vers 0 |.




b) e Par composition de limite, limIn(2 + «,) = In(2), donc

In(m) —  In(n)
2n
In(14&,)
Ilten) 01 4 g)
2n _ n
e De plus )~ In(n)
2n

Or, & partir d’'un certain rang,

1<l+e,=a,<?2 = 0<In(l4¢,) <In2
car In est croissante
1 < In(1+¢,) < In 2

=
In(n) = In(n) ~ In(n)
1 In(1+ ey,
Comme —— — 0, par encadrement M — 0.
In(n) In(n)
Ainsi, In(2 + ay) _ In(n) ot In(1+¢,) _, In(n) .
2n 2n 2n 2n

On en déduit, d’apres 2a) que

e = 5o () oo (57

In(n)
2n |

c¢) Comme In(n) = o(2n), on a limIn(1 +¢&,) = 0.

Par composition avec 'application exp continue en 0 : lim1 + ¢, = exp(0) = 1.

Par opération sur les limites lime,, = 0. L’équivalent usuel de exp donne

Ainsi, [In(1 +¢€5,) ~

’111(1 +en)~ En‘

Ainsi, ey, ~ In(1 +¢&5,) ~ ——, donc (avec €, = a, — 1)

an_lzh‘(ero(h;(g)) < an:1+ln(n)+o<ln(”)




Exercice 2 - Suite récurrente

1.a) Montrons par récurrence forte que pour tout n € N* on a la propriété P(n) : u, > 0.

Initialisation : u; =1 > 0, donc P(1) est vraie.
Heérédité : Soit n € N*, supposons P(j) pour tout j € [1,n] et montrons P(n + 1).

n
Par somme d’inégalités, I’hypothése de récurrence donne : Z u; > 0.

=1
1 < J
Or o T 1 >0et upt1 = on 1 Z;uj d’ott P(n + 1) est vérifiée.
J:
Conclusion : | pour tout n € N*, u, > 0. ‘

1 1 4 1 4
b)OnauQ:§u1:§etu;»):g(ul—i—uQ):l—S.Ona ur =g, u3= o
¢) Script PYTHON pour le calcul de uy, :

def suite(n):
somme ,u=1,1
for i in range(2,n+1):
u=somme /(2*i-1)
somme=somme +u
return (u)
n—1 u
2.a)Soit n > 2, 0n a Z;uj > uy d’aprés la). Donc u,, > 5 i . le. u, > 51
]:
L’inégalité reste vraie lorsque n = 1. Ainsi, |Vn € N*, u, > 5 T
n [e—
k+1 1
b) Soit k € N*. On a In(k + 1) — In(k) = In (Z) =1In (1 + k)

. ..
Or pour tout u €] — 1,400, on a In(1 + u) < u, en appliquant & u = z il vient :

Vke N In(k+1)—In(k) <

| =

Le résultat Yu €] — 1, +oo[, In(1 + u) < u est connu et peut étre admis. Il est dans
votre fiche de TD1. Pour le montrer, il s’agit de poser la fonction obtenue par différence des deux
membres et d’étudier ses variations et déduire son signe.

Pour montrer le résultat, on étudie, sur R, le signe de g(x) = In (1 + %) — %

n n
) N 1
c) D’apres 2&),onavn:2uj2 ' ﬁ
7=1 7j=1
1 1 11
Or 57— 1 > Z donc par somme d’inégalités v, > 3 Z 5

J=1

1 n
Dapres 2b), il vient : vy > o > (In(j + 1) - In()).
j=1

Cette somme est téléscopique : Z (In(j +1) —In(j)) =In(n+1) —In1 =In(n + 1).
j=1

Orln(n+1) — +oo donc d’aprés le théoréme de comparaison, |v, — —o0.
n——+00 n—+00




n n—1
3.a)Soit n>2 ona (2n+ uys = Zuﬁ = Zuj + 1y,
j=1 j=1

n—1
Or (2n — Du, = Zuj. Donc (2n 4+ Dupt1 = (2n — Duy + up = 2nuy,.
j=1
2n
Ainsi, |Vn > 2 = .
insi, |Vn 2 2, tny1 = 5t
1
b) Montrons par récurrence que pour tout n € N* on a la propriété P(n) : u, < T
n
Initialisation : u; = 1 = % d’ou P(1).
Heérédité : Soit n € N*. Supposons P(n) vérifiée et montrons P(n + 1).
2
D’apreés P(n) et 3a) on a up4q < m
2n 4n? 4n? 1
AT B T e S
g (2n+1)y/n And +4n? +n — V 4n3 + 4n? ny1 " (n+1) est vérifice

1 2n

On peut plus simplement étudier le signe de 1l @ntl)n

en utilisant la
quantité conjuguée.

1
Conclusion : |Vn € N*, 0 < u, < —.

NLD

Or — —— 0 donc d’aprés le théoréme d’encadrement, |u, — 0.
\/'71 n—-+o00 n—+00

471
4.a) Montrons par récurrence sur n > 2, P(n) : u, = FRVEDY (2n) .
n
n
422 1
M@:62§:u2 d’ou P(2).
Heéredité : Soit n > 2, supposons P(n), montrons P(n + 1) :

2n 4m 4"nIn!

X = .
20+ 1" 4n(®)  2(2n+1)(2n)!
o 4"n!n) 4"n!n! 4"+ Dn+1)!  4%(n+ 1) (n+1)! gntl
r = = =

22n+1)(2n)! ~ 2@n+ 1) 2+ 12@n+ 1! (n+1)(2n+2)!  4(n+ DY)

d’aprés P(n) et 3.a on a upt+1 =

Conclusion : |Vn > 2, up =

1
b) Soit n > 2, d’apres la définition de v,—1, on a v,—1 = (2n — 1)u, = nu, <2 - >
n

. . .. Un—1
Or v, —+> +o00, donc par opération sur les limites nu, = ———— — +o0.
n—-+00

1 n—-+00
n

Ainsi, | nu, — -oo.
n—+00

n 2n
2
D’aprés 4a), il vient alors —5— — 400 et donc () — 0}, noté aussi "= o(4™).
4( ") n—+o0 4" n—+oo

n

. 4an 1 ) | 4m 2n
¢)Onawu, — 0doncdu, — 0puis|— X — — 0}, noté aussi| — =o .
n—+o00 n—+o00 n n




Probléme

Partie A - Etude des fonctions 7,

1.a) La fonction g : t — t*In"(t) est continue sur R* , donc elle posséde une primitive, G, qui est
de classe C!. -

Alors Z, : x — / g(t)dt = G(z) — G(1) est de classe C! et sa dérivée est Z!, : 2 +— g(z).
1

Ainsi, | Z,, est dérivable sur R et Z}, : x — 2% In"(x).

b) Effectuons une disjonction de cas selon la parité de n :

si n est paire si n et impair
T 0 1 +00
—a T T x 0 1 400
«
w0 || + 0 + | S
Zow ||+ 0+ el - 0+
= ” /( Z%(;C) H - 0 +
z |\l o I~ 7
2. Posonsn=0et o # —1:
T ta+1 anrl -1
O Z, = t*dt = = .
2) On a| Zo(x) /1 [a—i—l] a+1
1 .
lim Z = lim Zo = —o0
b) On a|si a > —1, o+ at+l otgia<—1, N 1
oo =toeo v T a1
3. Posons n € Net a = —1.
T 1n"(t 1 n+1 " T 1 n+1
1 t n+1 |, n+1
b) On a|lim Z, = 400, de plus si n est pair, lim Z,, = —oo et sinon lim Z,, = +o0.
+oo 0+ ot

Partie B - Recherche de primitives

1. Posons a # —1.
a+1

a) Soit n € Net x € R:, t > In"T1(¢) et ¢ —

par parties, il vient :

sont de classe C! sur R?% , donc par intégration
o+

toc-l—l €z T toa—‘rl 11 n t
Zni1 (@) = |——— Wn™(@)| — / (n+ DIn(t) 5,
a+1 L h oa+1 t
a+11 n+1 1 T
_ et (@)t / £ In" (¢)dt

2t " (2) — (n 4 1) Z,(z)
a+1 '
b) Soit n € N et x € R* | d’aprés ci-avant, pour k € [0,n — 1] :

Ainsi, |pour tous n € Net x € RY,  Z,11(z) =

xa—i—l lnk—f—l ($)

a+1

(k+1)Zy(z)

= Zpy1(x) a1



-1 k+1 1 k+1
Multipliant par (=)™ (a+1)

et par somme des égalités on obtient :

(k+1)!
”Zzl l<:+1 (a+ 1)k a+1 lnk:—i-l nz:l k+1(a+ 1)k+1Zk+1(m) - (—1)k(a+ l)ka(x)
— (k+1)! - (k+1)! k!
Une simplification téléscopique donne :
k+1 n n
it a+ 1> It (2)  (=1)"(a +1)"Za(x)
Z 1)l = ol ~ Zo(2)
Zn - 1
On isole le termes n(‘@ en multipliant par m :
Zn(x) 1 ot -1 ot i, 1 (=D)k(a+ 1)FInf+(2)
n! (=D(a+1)" a+1 = (—1)"(a+ 1) (k+1)!

1 -1 —k
_ 1 n+ N (_1)nxa+1 B xa+1 Z -1 n lnk+1(ac)
a+1 (o + 1)l — \a+1 (k+1)!
Effectuons le changement d’indice :

_ _1 \"t! - (_1)n+1xa+1 et zn: _1 \"tld lnj(:r)
a+1 (o + 1)l : a+1 J!
N—_———

J=1

J=0

7 -1 n+1
Ainsi, | pour tous n € Net x € RY | n(2) = < ) 2o+l Z <

n+l—k lnk($)
n! a+1 '

a+1 k!

Autre approche : faire une récurrence.
2. Posons o # —1, n € N et f € N continue sur R?. Il existe (a;)o<i<n tel que

Ve eRY, f(zx)= xo‘Zaj In’ (z)

La primitive de f qui s’annule en 1 est :

n

_ /1 f(t)dt:jgoaj /1 to‘lnj(t)dt:jgoaij(x)

Jj+1
De plus, pour j € N, il existe ¢; € R telle que Z; — ¢; € /\/]Jrl d’apres B1b) avec ¢; = j! ( —1 )

Il vient : .
G:xw— F(z Zajcj Zaj (Zj(x)—cj)
=0 —_———

J
eNa+1

On note que G est aussi une primitive de f. Comme N7, ; est stable par addition et que pour
k€ [0,n], N* 4 CNH,alorsGENgH
Ainsi,

= admet une primitive dans N,




3. Posons o = —1, n € Net f € N, continue sur RY . Il existe (a;)o<i<n tel que

. N nf(x)
Vo €RY, flz)=)  ay
k=0

x

La primitive de f qui s’annule en 1 est :

Ainsi, | toute fonction élément de N, admet une primitive élément de NjH.

Partie C - Résolution d’une EDL 1

1. On veut résoudre (Hy) : o' + %y =0

A
Une primitive de x — 2 est aln. Alnsi, | Sy = {a: — Aexp(—aln(z)) = —; A € R}.
x x

2.a) Utilisons la méthode de variation de la constante. On cherche une solution particuliére de la

forme g : z +— /\(x)7 il vient :
:L:a
)\/
g solution de (E) <« Vx>0, = (f) =z In"(z)
x
< V>0, M) =2%h"(z)
= A=2Z,
Zn
Ainsi, | une solution particuliére de (E7) est x +— w(ax)
A+ Z,
b) Ainsi, S(El) = {CE — %(SU);)\ S R}
x

Partie D - Résolution d’une EDL 2

1.a) | Pour tout x € R, h(x) = k(In(x)).
K (In(z))

_ K'(In(z)) — ¥'(In(z))

b) | Pour z > 0, h'(z) = 3

et b (z)

x
c) Comme exp réalise une bijection de R sur R, il vient :

h est solution de (Ez) << Vo >0, 2°h"(z)+ (1 —2a)zh'(z) +a*h(z) =0
& V>0, kK'(In(z))—K(n(z)) + (1 - 2a)k (In(z)) + o®k(In(x)) = 0
& VteR, K'(t) —2ak (t) + a’k(t) =0

Ainsi, | h est solution de (E») ssi k vérifie pour tout t € R, k”(t) — 2ak/(t) + o2k(t) = 0.
2. L’équation (E3) est une EDL d’ordre 2. son équation caractéristique est r2 —2ar +ao? = (r —a)?.
Ainsi, | S,y = {t = (A + Bt)e** e R®; X\, B e R}.

3. D’apres les questions précédentes, on pose ¢ = In(x) on trouve

Sn) = {9«“ = (A+ BIn(z)) 2@ e R*H; ) B e R} = N}

=<




