Fiche 7 - Représentation des entiers

I. SYSTEME DE NUMERATION

I.1. NUMERATION EN BASE b

Théoreme - Soit b e N et b = 2. Pour tout n € N, il existe
une unique suite (a;) € [0, — 1]N nulle & partir d’un certain
rang ng € N telle que

n=> a;b
i=0

NOTATION — On dit que la suite (a;) est la décomposition de
n en base b notée

n=ang.- .azalaob

= (ano .. .azalao)b

Exemples
(475)10=4x 102 +7x 101 +5x 10°
(10011)g = 1x2%+0x23+0x22+1x21+1x20=16+2+1=19

Remarque - La numération en base 10 :
10 s’écrit avec les chiffres {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
2 (dit en binaire) avec les chiffres {0, 1}
16 (dit en hexadécimal) avec les chiffres
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D E F}

Exercice 1 Compléter le tableau :

en baselO | en base2 | en basel6
10
10
10
BB
10111
2025

Démonstration -
Unicité : On suppose qu’il existe deux suites (a;), (¢;) € [0,6 - 1]N
et ng,n1 €N tel que

ng .oony .
n=Y ajb'=) c;b’
i=0 i=0
Procédons par récurrence forte sur N :

Initialisation : pour i =0, n =ag = cq [b] donc ag = cg (€ [0,6 —1])
Hérédité : soit i = 0, on suppose pour tout & € [0,7], ap = cp.

Il vient : ) )
13 1
n-y akbk =n-Y ckbk
k=0 k=0
ng ny
Dlvient: Y apb®= ) cpb®
k=i+1 k=i+1

& python

En divisant par bitlet apres le changement d’indice , le

quotient est :

no—i-1 onp-i-1 ]
Y @is1ejb = Y cip14gb)
Jj=0 Jj=0

ce qui donne modulo b : a; 1 = c¢;+1 [b] et donc ;11 = ¢jy1-
Conclusion : les deux décompositions sont égales.

Existence : L'algorithme induit lors de I'unicité donne le développe-

ment :
ag=n[b]
—ag
= b
ay A [b] ~
i
n-— Zakbk
. =0
pourleN*,aisT [b]

Comme la suite (b%) est strictement croissante et tend vers +00, il
existe ng € N tel que n < 5™0*1 et donc pour i > ng, a; =0. Alors la
relation obtenu pour i =ng est

ng
n—- Y akbk
k=0

ng
T =011 n=Y apb® [p7072]

k=0
ng

o n=) apb® e J0,pm0*1 — 1]
k=0

Proposition - La longueur de Uécriture de n en base b est
In(n)
+1
Ln(b)J

La suite (b%) est strictement croissante et tend vers +oo.
Alors ’ensemble {& € N;bk < n} est fini ; notons

Démonstration -

no =max{k € N;bk <n}
La longueur de I’écriture de n en base b est de ng+1 chiffres. De plus :
b0 = p<p0tl o ngIn(d) <In(n) < (ng + 1)In(b)
In(n)

< — 1
no =< () <ng+

_ {m(n)J
"0 | Tn(a)

Le nombre de chiffres est ng + 1.

avec In(b) >0

Exemple
Ecriture de 147 en base 2 :

147 | 2
1 |73 2

| 1136 2

ag | 0 [18] 2
air | O01]9 ]2
as | 142
ag | 02| 2
ag | 0 1|2
as | 110
ag |

Alors 147 = T0010011" (=27 +24+21 +20 =128 +16+2+1).
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I1 faut renverser la suite des restes successifs
pour obtenir ’écriture du nombre.

Algorithme de numération en base b :
Entrée : n,beN avecb =2
L une liste vide
Tant que n > 0 faire

q,r< quotient et reste de la DE de n par b

insérer r a gauche de L

n—gq
FinTantque
Si L est vide alors L — [0]
FinSi
Sortie : L la liste des chiffres de I’écriture de n en base b

Exercice 2 Ecrire une fonction base(n,b) qui retourne
P’écriture de n en base b.

I1.2. FONCTIONS PYTHON

Notation Explication
int(c,b) retourne en base 10 le nombre dont
I’écriture, en chaine de caracteres, est ¢
en base b.
bin(n) retourne I'écriture binaire de 'entier n
en base 10
hex(n) retourne Décriture hexadécimale de

Tentier n en base 10

>>> int(’1001°,2)

9

>>> int(’321’,5)
86

>>> int(’ABC’,16)
2748

>>> bin(10)
’0b1010’

>>> hex(30)

"Ox1le’

I1.3. EXERCICES

Exercice 3 Montrer que, dans labase b = 3, 2(b—1) et (b—1)2
s’écrivent avec les mémes chiffres.

Exercice 4 Soient b et n deux entiers. Montrer que si

Vk, b> (Z), alors, on a :

avy=([5))- ),

1. Déterminer les trois nombres réels a, b, ¢ tels que :

VxeR 8x* +6x% +2=(2x% +x+ 1)(ax® +bx+c)

2. En déduire qu’en base 9, (80602)9 est divisible par (211)g
et écrire, dans cette base, le quotient du premier nombre par
le second.

Exercice 6 Quel est la base du systéme de numération dans
lequel le nombre 12551 du systéme décimal s’écrit 30407 ?

Exercice 7 Un nombre s’écrit xyz en base 7 et zyx en base
9. Déterminer ce nombre.

Exercice 8 Déterminer ’entier qui s’écrit abca en base 11
et bbac en base 7.

Exercice 9 Montrer que dans toute base, le nombre 11211
n’est pas premier.

Exercice 10 Démontrer le résultat suivant :
* Soit @ un nombre s’écrivant avec trois chiffres différents,

* on note a le nombre s’écrivant avec les mémes chiffres,
dans l'ordre inverse,

* posonsb=|a—-al,
e alors b+ 3 =1089.

Exercice 11 Critéres de divisibilité

Pour chacun des cas suivant, donner les valeurs éventuelles
de x et exprimer, dans le cadre général, le critere de divisibil-
ité utilisé.

21234« 711070 4|(3x3)5
3|1x43x 8]1x52 101(2x10)3
4]32xx2 9]x345 2|(6x5)7
5/2x30 11|1x43x 16](x3x1)7
6|1x1x 3/(1010110x0)2 4|(3xx)6

II. REPRESENTATION (EN MACHINE) DES ENTIERS

I1.1. LES ENTIERS NATURELS

Les nombres sont stockés en binaire, avec des 0 et des 1.
Vocabulaire :

un bit (de binary digit) est I'unité la plus simple d’un sys-
teme de numération (0 ou 1, et parfois True ou False)

un octet : 1o = 8 bits

un byte : c’est 'adressage mémoire la plus petite, en pra-
tique 1 byte = 1o
Certains systéme enregistre les entiers sur un nombre fixe de
bits. Exemple :

32 bits dit entiers courts (ou simple précision)

64 bits dit entiers longs (ou double précision)

Une variable de type entier enregistrée sur n bits peut
prendre 2" valeurs de 0 4 2" — 1.

le dépassement de capacité se produit lorsque

la taille limite de stockage est dépassée, cela génere des inat-
tendus.

Exemples

Llexplosion du premier lanceur d’Ariane 5 en 1996 : le
copie-coller du systeme d’Ariane 4 ne prend par en compte que
le systéme de numération fixe ne peut gérer la grandeur des
forces d’accélération de ce modele plus puissant ; le systeme
de guidage se met hors service ...

Le bug du compteur de vues de youtube pour Gangnam
style : le compteur était de 32 bits ce qui limitait le nombre
de vues a 231 —1 = 2147483647 (en tenant compte d’'un bit ba-
nalisé pour le signe). Il a fallut quatre année, mais Psy est
venu a bout du compteur ! Youtube utilise maintenant un
compteur de 64 bits.

Le bug de I’an 2038 : Certains systémes (POSIX) représen-
tent le temps écoulé en nombre de seconde depuis le ler jan-
vier 1970 a 0h00. Pour ceux qui travaille en 32 bits, alors
en janvier 2038 le limite de 231 — 1 secondes sera atteint et
I’horloge basculera 4 —231, donc en décembre 1901
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En PYTHON les entiers n'ont pas de limitation dans le
représentation (excepté celle imposée par la machine). Cepen-
dant, dans certains types comme les tableaux array, PYTHON
tronque les entiers sur 32 bits par défaut.

import numpy as np

n=2#%3%4%5%6%7%8%9

T=np.array([n])

print(2++%31-1)

for k in range(10,18):
n,T[0]=n*k,T[0]*k
print(k,’! : ',n,’ ’,T)

Ce qui donne :

2147483647

10 ! 3628800 [3628800]

11 ! 39916800 [39916800]
12 ! 479001600 [479001600]

__main__:20: RuntimeWarning: overflow
encountered in long_scalars

13 ! 6227020800  [1932053504]

14 ! 87178291200 [1278945280]

15 ! 1307674368000 [2004310016]
16 ! 20922789888000  [2004189184]
17 ! 355687428096000 [-288522240]

I1.2. LES ENTIERS RELATIFS

Dans cette parties, les entiers sont représentés sur un nombre
n e N* de bits :

1 bit pour le signe

les n —1 suivants donne la taille du nombre

Méthode 1 : pour a € [-2" 1 +1,2""1-1]

si @ =0 alors son écriture est cette de a sur n bits ;

si a <0 alors on écrit un 1 puis —a sur n — 1 bits.
On note que (100...0)2 peut étre une seconde représentation
de zéro.
Exemple
Sur 8 bits, les nombres représentés sont [-127,127]

10

e N
00001010
10001010

—

10

10 —
-10 —

Méthode 2 : dite du complément a 2
Pour a € [-2"71,2771 —1]
si a =0 alors son écriture est cette de a sur n bits ;
si @ <0 alors son écriture est celle de 2" +a sur n bits.

Exemple
Sur 8 bits, les nombres représentés sont [—-128,127]

10

——
00001010
11110110
—_—

246

10 —
-10 —

car 28 — 10 = 256 — 10 = 246 et les quotients et les restes suc-
cessifs de la DE de 246 par 2 sont

123 | 61 |30 | 15 |
ofrf1]o]

q || 7|3|1]0
r | 1[1]1]1

Exercice 12

1. Quels sont les nombres que 1'on peut écrire sur 6 bits avec
la méthode du complément a 2 ?

2. Compléter le tableau suivant des représentations binaires

sur 6 bits :
en base 10 | méthode 1 | complément a 2
19
-19
-14
25
23
-1
111001 X
101011 X
X 111001
X 101011

Exercice 13 Effectuer 'opération 19 + (—14) dans les deux
représentations binaires a 6 bits.
Qu’en déduire ?

Exercice 14 Montrer que la représentation du complément
a 2 est compatible avec I'addition.
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