TP 9 - Arithmétique dans N

Exercice 1 Division euclidienne dans N Donner une fonc-
tion DE(a,b) qui retourne le couple (q,r) tel que :

a=qb+ret0<r<bd

La fonction utilisera uniquement des additions (ou soustrac-
tions) comme dans l'algorithme ci-dessous :

Entrées : a,beNavec b >0
B<b
R«—a
Q0
Tant que R = B faire
R—R-B
QR—Q+1
FinTantQue
Sortie : (@,R) le couple quotient-reste

Pour la suite, on utilisera les instructions PYTHON suiv-
ante concernant la division avec quotient entier :
a=qgb+ravecO<|r|<|bletrb=0
Le reste et le diviseur sont du méme signe.

Notation Explication
% Reste
// Quotient

>>> (18//7,18%7)
2, 9

>>> (18//-7,18%-7)
(-3, -3)

Exercice 2 Algorithme d’Euclide

1. Compléter I'algorithme d’Euclide ci-dessous et écrire une
fonction pgcd(a,b) qui retourne a A b.

Entrées : a,beN avec b >0

A<—a

B—b

Tant que
R~—...
A—...
B—...

FinTantQue

Sortie : A le PGCD de aet b

faire

2. Modifier la fonction pgcd(a,b) en wune fonction
pgcd_details(a,b) qui affiche les différentes étapes de
Palgorithme. Par exemple :

>>> pgcd_details(35,21)
35 =1 % 21 + 14

21 114 + 7

14 2 %7 +0

& python

Exercice 3 Relation de Bezout
On rappelle une des suites
lalgorithme d’Euclide étendu :

récurrentes associées a

a=rog=upa+vyb
b=ri=uja+vib

Vnz=0 rpi2=rn—qn+2ln+1
Ce qui donne :

Un+2=Un —qn+2Un+1

{ ug=01= 1
Un+2 =VUn —qn+2Un+1

et Vvn=0 {
Vo=U1= 0
1. Ecrire une fonction Bezout(a,b) qui retourne le couple de
Bezout associé a (a, b).
9. Ecrire une fonction chinois(a,b, p,q) qui calcule les solu-
tions de :

{nza[p]
n=>I[q]

ou p et g sont deux entiers naturels premiers entre eux.
La fonction retourne une solution particuliére et une solution
du systéeme homogene associé.

Exercice 4 Décomposition en facteurs premiers On rappelle
que tout nombre n = 2 peut s’écrire (de maniére unique) sous

la forme :
n=[]p%
peP

ol (ap)pe,p est un famille d’entiers naturels presque nulle.

Entrées: neN
L une liste vide
p—2
N<—n
Tant que p? <N faire
a — la valuation de p dans N
Si a > 0 alors ajouter (p,a) a L
N—X
P
p—p+1
FinTantQue
Si N > 1 alors ajouter (N,1) a L
Sortie : L la décomposition de n

1. Ecrire une fonction valutation(p,n) qui détermine la val-
uation p-adique de n.

2. Ecrire une fonction dfp(n) qui prend un entier (= 2) et ren-
voie sa décomposition en facteurs premiers.

Exercice 5 Méthode du crible d’Eratosthéne

Ecrire une fonction crible(n) qui déterminer tous les nom-
bres premiers inférieurs a n.

Dans un deuxiéme temps, chercher a optimiser cette fonc-
tion
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