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Corrigé du DM 12

Les nombres de Fermat

1. Introduction des nombres de Fermat :
a) Soient a et n deux entiers naturels. Une identité remarquable donne :

2n 2n
g2ntl +1= g2t _ (_1)2n+1 — (CL _ (_1)) Zak(_l)ank — (CL + 1) Zak(_l)ank
=0 =0

Ainsi, |a + 1 divise a2*! + 1.
Autre approche :a=—1[a+1] = & =(-1)"l=-1]a+1] = " +1=0[a+1]
b) Soit n = k2P, ou k naturel impair et p naturel, alors :

1= (27) 41

Ainsi, d’aprés ??, | pour a = 2%, il vient que 2% + 1 divise 2" + 1.

¢) Procédons par contraposition. Si ¢ n’est pas un puissance de 2 alors il existe k impair et p un
entier naturel tel que g = k2P. Ainsi, d’aprés 77, 29 + 1 est composé.
Ainsi, | 29 4+ 1 est premier implique que ¢ est une puissance de 2. ‘

2. Les nombres de Fermat sont premiers entre eux deux a deux (théoréme de Goldbach) :
a) Soit (n,k) € N x N*,

k—1

n n C— n 2
Fpp—2 = 22" qpoo22 g (22 “) 1
2k’—1 . 2k—1 .
n n j n n j
_ (22 L 1) 3 (22 “) _ ((22 )2 — 1) 3 (22 “)
=0 =0
2k—1 .
n n n J
= @ -2+ > (22
N—— 4
=F, j=0

Donc F,|F1r — 2.
Vn € N, Yk € N*, F, divise F,,,j, — 2. \
Autre approche : F, =0 [F},] = F,-1=2%=-11[F,)]
= (@) =22 =9 = ()P =1 R
= Fup—1=1[F] = Fup—2=0][F)]
b) Soit (m,n) € N2. Supposons, sans perte de généralité, que m < n.
D’aprés 77, avec k =n —m € N*, F,, divise F,, — 2. Donc il existe ¢ € N tel que :

Ainsi,

Fp—-2=qF, & Fyr—qF,=2

Ainsi F,, A F,,, divise 2. Or F,, est impair, donc 2 ne divise aucun nombre de Fermat.
Ainsi, F,, A F,, = 1.
Ainsi, |[V(m,n) €N2, m #n = F, et F, sont premiers entre eux.
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3. Recherche sur la forme de diviseurs premiers de F, :
a) Soit k vérifiant (£). La division euclidienne de k par ko donne lexistence de ¢, € N tel que :

k=qko+retrel]0,ky—1]
Il vient :
k — qko+r — kgq r_—
F=1lp & aPtr=1] < (a)a_l[p]
& 1a"=1)p] <& o =1]p

Par définition de kg, comme r veérifie (£) et r < ko, alors r = 0 et donc k est un multiple de k.

Ainsi, | tout entier k vérifiant (£) est un multiple de ko.‘

b) Comme p est un diviseur premier de F),. Alors
F,=0[p < 27 =-1]p = 22 =1]y

Soit m le plus petit entier (non nul) tel que 2™ =1 [p].
D’aprés 3a), m divise 271,
Montrons par ’absurde que m ne divise pas 2" :

Supposons m = 27 avec j < n alors
=1 = 2= =12""=1]p
ce qui contredit que p|F,, autrement dit 22" = —1 [p].

Donc, m = 2"t1.

Ainsi, | 2"F1 est le plus petit entier m vérifiant 2™ =1 [p].

¢) Comme p est un diviseur F,, qui est impair alors 2 Ap = 1.

Ainsi, |le petit théoréme de Fermat donne que 2°~! =1 [p)].
d) D’aprés 3a), 2"+ divise p — 1.
il existe j € N tel que p = 2" x j + 1.‘

Ainsi,

e) Raisonnons par I'absurde, supposons que j soit une puissance de 2.

Alors il existe m € N tel que p = 2™ + 1.

D’apreés 1c), comme p est premier, alors m est un puissance de 2 et donc p est un nombre de Fermat.
Or, d’apreés 2b), les nombres de Fermat sont premiers entre eux. Comme p est supposé un diviseur
strict de F,, il y a une contradiction.

Ainsi, ’l’entier J posséde un diviseur impair supérieur a 3.

f) Les diviseurs premiers de F5 = 92" 41 doivent étre cherché sous la forme :
26 x j 4 1 avec j € {3,5,6,7,9,10,11,12,13,14,15,17,.. .}

§ n’étant pas une puissance de 2. Il suffit de 6 tentatives pour trouver p = 641 = 26 x 10+ 1 diviseur
de F5 ce qui met fin & la conjecture de Fermat !

4. Quelques propriétés des nombres de Fermat :

a)Soit n €N, Fpy =227 41220 11— (22 1= (22 +1-1)° +1=(F, - 1) +1
Ainsi, |Vn €N, Fyq = (F, —1)2+1
b) Soit n € N, d’apreés ce qui précede,

Fpin=Fn—1)2?+1=F2—2F, +1+1=F,(F, —2)+2

Ainsi,

¥n €N, Fyp1 —2 = Fy(F, - 2)|




Lycée Saint-Exupéry — MPST 2024 /2025 — Mathématiques Proposition de corrigé du DM 12

c¢) Procédons par récurrence sur n € N :
Initialisation : F} —2=5—-2=3 = Fj
n—1
Hérédité : Soit n > 1, on suppose que F, —2 = H Fj.. D’aprés la question précédente :
k=0

n—1 n
Fpi1—2=F,(F,—2) =F, x HFk: HFk
k=0 k=0

n—1
Ainsi, |¥n € N*, F, =2 =[] Fx.
k=0

Remarque : Sachant que les nombre de Fermat sont impairs, nous pourrions établir que les nombres
de Fermat sont premiers en eux a partir de ce dernier résultat.

d) Procédons par récurrence sur n > 2 :
Initialisation : F, = 17 = 7 [10]
Herédité : Soit n > 2. On suppose que F,, =7 [10].

F,=7[100 = F,-1=6][10] = (F,—1)?2?=36=6[10]
= (F,-1)%41=7[10] = F,4 =7/[10] dapres ??

Ainsi,

pour n > 2 le chiffre des unités de F,, est 7. ‘
e) Pour n € N,

ofn _9 =92+ _ 1= 2(222” —-1) = 22*" _ 1 [F,] car 2 A F,, = 1 corollaire de Gauss

no2™ —n n 2" —n "n
=222 1= (22 T 1= (1) -1 [F)
=1—-1=0[F,] carn<2"

Ainsi, par transitivité de la divisibilité, |Vn € N, F, divise 2f» — 2.




