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Colle 23

Les questions "# "

EXTRAIT DU PROGRAMME

sont avec une démonstration ou une démarche & mettre en place.

ESPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES

3. APPLICATIONS LINEAIRES

A. GENERALITES
Application linéaire
Opérations sur les applications linéaires : combinaison li-
néaire, composition. Isomorphismes, réciproque.
Image et image réciproque d’un sous-espace par une applica-
tion linéaire. Image d’une application linéaire.
Noyau d’une application linéaire.
Si (x;)icr est une famille génératrice de F et si u € L (E, F),
alors Im (u) = Vect(u(x;),i € I).
Application linéaire de rang fini.
Le rang de v o u est majoré par min(rg(u);rg(v)). Invariance
du rang par composition par un isomorphisme.

B. ENDOMORPHISMES

Identité, homothéties.
Anneau (L(E),+,0).

Projection ou projecteur, symétrie : définition géométrique,
caractérisation par p? = p, par s? = Id.
Automorphismes. Groupe linéaire.

C. DETERMINATION D'UNE APPLICATION LINEAIRE
Si (ei)icr est une base de E et (f;)icr une famille de vecteurs
de F, alors il existe une unique application u € L(E, F') telle
que pour tout i € I : u(e;) = fi.

Espaces vectoriels isomorphes, caractérisation par la dimen-
sion.

Pour une application linéaire entre deux espaces de méme
dimension finie, équivalence entre injective, surjective et bi-
jectivité.

Un endomorphisme d’un espace de dimension finie est inver-
sible a gauche ou & droite est inversible.

Dimension de L(E, F) si E et F sont de dimension finie.

Si E1 et E2 sont des sous-espaces de E tels que £ = F1 &
Es, st u1 € L(F1,F), uz € L(E3, F), il existe une unique
application v € L(E, F') coincidant avec u1 sur E1 et avec uz
sur Fs.

D. THEOREME DU RANG
Forme géométrique du théoréme du rang : si u € L(E, F) et
si S est un supplémentaire de Keru dans F, alors u induit
un isomorphisme de S sur Imu.

Théoréme du rang : si E est de dimension finie n et u €
L(E, F), alors n = dim Ker u + rg (u).
E. FORMES LINEAIRES ET HYPERPLANS

Forme linéaire.

Hyperplan, défini comme noyau d’une forme linéaire non
nulle.

Si H est un hyperplan de E et D une droite non contenue
dans H, alors E=H & D.

Réciproquement, tout supplémentaire d’une droite est un hy-
perplan.

Comparaison de deux équations d’'un méme hyperplan.

L’ensemble £ (E, F') des applications linéaire de E dans F.
Bilinéarité de la composition.

Caractérisation de 'injectivité.

Notation rg(u).

Notation Idg, Id.

Non commutativité si dim (E) > 2.

Notation vu pour la composée v o u. Notation u* pour u €
L(E) et k € N.

On incite les étudiants a se représenter géométriquement ces
notions par des figures en dimension 2 et 3.

Notation GL (E).

Notation u* pour u € GL (E) et k € N.

Caracteérisation de l'injectivité, de la surjectivité, de la bijec-
tivité de w.

Formes coordonnées relativement & une base.
Equations d’un hyperplan dans une base en dimension finie.

En dimension n, les hyperplans sont exactement les sous-
espaces de dimension n — 1.
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Si F est un espace de dimension finie n, 'intersection de m hy-  Systéme d’équations d’un sous-espace vectoriel; cas des
perplans est de dimension au moins n — m. Réciproquement,  droites vectorielles de R?, des droites et plans vectoriels de R3.
tout sous-espace de E de dimension n — m est l'intersection L’étude de la dualité est hors programme.

de m hyperplans.

METHODES ET SAVOIR-FAIRE
Calculer le rang d’une application linéaire
Faire le lien entre le rang d’une application est 'injectivité ou la surjectivité.
Mettre en place le théoréme du rang.
Reconnaitre un projecteur ou une symétrie, ses éléments caractéristiques. Construire de telles applications.

QUESTIONS DE COURS
Application linéaire (vocabulaire des cas particuliers), propriétés (f(0g), structure d’e.v. de L(E,F),
linéarité de la composition a gauche et a droite, notation puissance, formule du binéme.

Noyau et image d'une application linéaire. Etablir que
(i) Ker (f) est un sous-e.v. de F
(ii) Im (f) est un sous-e.v. de F’
(iii) caractérisation de l'injectivité
Résultats sur I'image d’une famille de vecteurs par une application linéaire.
Soit B une base de E et f € L(E,F) alors f est injective si et seulement si f(B) est libre.
Détermination d’une application linéaire :
(i) par I'image d’une base;
(ii) sur une somme directe.
Tout K-espace vectoriel de dimension n € N* est isomorphe & K.

Tout sur les projecteurs et les symétries : définition, identification des espaces caractéristiques, caractéri-
sations.

Caractérisation d’un projecteur ou d’une symétrie (un des deux au choix de 1’éléve)

Définir le rang d’une application linéaire. Donner les propriétés du rang en lien avec l'injectivité et la
surjectivité.
Corollaire de cela lorsque E et F sont de méme dimension finie.

Forme géométrique du théoréme du rang, théoréme du rang.

Forme géométrique du théoréme du rang : si f € L(FE, F) et si S est un supplémentaire de Ker (f) dans
E, alors u induit un isomorphisme de S sur Im (u).

Formes linéaires, hyperplans, formes coordonnées relativement & une base. Caractérisation géométrique
d’un hyperplan (E = H @& D). Résultats sur Uintersection de m hyperplans.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et m > 2.
(i) L’intersection de m hyperplans est de dimension au moins n — m.

(ii) Tout sous-espace vectoriel de E de dimension n — m est l'intersection de m hyperplans.
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