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Colle 16

Les questions "+# "

EXTRAIT DU PROGRAMME
POLYNOMES ET FRACTIONS RATIONNELLES

A. ANNEAU DES POLYNOMES A UNE INDETERMINEE

Anneau K[X].

Degré, coefficient dominant, polynéme unitaire.
Degré d’'une somme, d’un produit.
Composition.

B. DIVISIBILITE ET DIVISION EUCLIDIENNE
Divisibilité dans K[X], diviseurs, multiples. Caractérisation
des couples de polynémes associés.

Théoréme de la division euclidienne.

C. FONCTIONS POLYNOMIALES ET RACINES

Fonction polynomiale associée a un polynoéme. Racine (ou
zéro) d’un polynéme, caractérisation en termes de divisibilité.

Le nombre de racines d’un polynéme non nul est majoré par
son degré.

Multiplicité d’une racine.

Polynome scindé. Relations entre coefficients et racines (for-
mule de Viéte).

D. DERIVATION

Dérivée formelle d'un polynome.

Opérations sur les polynémes dérivés : combinaison linéaire,
produit. Formule de Leibniz.
Formule de Taylor polynomiale.
Caractérisation de la multiplicité d’une racine par les poly-
nomes dérivés successifs.

F. POLYNOMES IRREDUCTIBLES DE C[X| ET R[X]

Théoréme de d’Alembert-Gauf.
Polynoémes irréductibles de C[X]. Théoréme de décomposi-
tion en facteurs irréductibles dans C[X].

Polynomes irréductibles de R[X]. Théoréme de décomposi-
tion en facteurs irréductibles dans R[X].

G. FORMULE D’INTERPOLATION DE LAGRANGE

Sizi,...,xy, sont des éléments distincts de K et y1, . .., yn des
éléements de K, il existe un unique polynéme P € K,_1[X]
tel queP(x;) = y; pour tout i.

sont avec un développement (démonstration, exemple, exercice).

La construction de K[X] est hors programme.
Ensemble K, [X] des polynémes de degré au plus n.
L’anneau K[X] est intégre.

Algorithme de la division euclidienne.

Lien avec l'introduction aux équations algébriques de la sec-
tion « Nombres complexes ».

Méthode de Horner pour 1’évaluation polynomiale.
Détermination d’un polynéme par la fonction polynomiale
associée.

Les formules concernant la somme et le produit doivent étre
connues des étudiants; les autres doivent étre retrouvées ra-
pidement.

Pour K = R, lien avec la dérivée de la fonction polynomiale
associée.

La démonstration est hors programme.

Caractérisation de la divisibilité dans C[X] a I’aide des racines
et des multiplicités.

Deux polynoémes de C[X] sont premiers entre eux si et seule-
ment s’ils n’ont pas de racine commune.

Factorisation de X" — 1 dans C[X].

Deux racines complexes conjuguées d’un polynéme de R[z]
ont méme multiplicité.

Expression de P.
Description des polynomes Q tels que Q(x;) = y; pour tout .
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METHODES ET SAVOIR-FAIRE
Calcul du reste d’une division euclidienne
Utiliser la multiplicité en lien entre la divisibilité et la dérivation
Factoriser un polynome dans C[X] et dans R[X]

QUESTIONS DE COURS

n
Considérant les polynomes sous la notation somme Z ar X", définir les notions de monome, degré, K,,[X],

k=0
coefficient, coefficient dominant, polynémes dérivés, propriété d’intégrité.

Donner les propriétés sur le degré, la formule du produit.
Donner la définition de la divisibilité et le théoréme de la division euclidienne.

2 11
Exercice : Soit A= |1 2 1].On désirer calculer A™ pour n € N.
1 1 2

a) Calculer A% — 54 + 413.
b) Déterminer le reste de la division euclidienne de X™ par X2 — 5X + 4.

c¢) En déduire I’expression de A™ en fonction de A et de Is.
Racine d'un polynéme, multiplicité. Caractérisation en terme de divisibilité et grace aux polynoémes dérivés.
Lien entre le degré et le nombre de racines. Lien entre multiplicité et polynémes dérivés.

Polynome scindé. Théoréme de d’Alembert-Gauss et son corollaire. Théoréme de factorisation dans C[X].

Méthode de factorisation dans R[X].
Propriétés liées a une racine complexe d’un polynéme & coefficients réels.
Polynomes irréductibles de R[X].

Préciser les relations entre coefficients et racines.

n
En particulier, pour un polynéme scindé de degré n, P = Z ap X*
k=0

n
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Donner un exemple issu du TD ou du cours.

Etablir le théoréme d’interpolation de Lagrange.
Donner un exemple d’interpolation avec au moins 3 points.

Formule de Taylor
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