Proposition de corrigé du devoir surveillé 7

Exercice 1 - Suite récurrence linéaire

Un+3 dupyo — dUpy1 + 22Uy 4 =5 2\ [upg2
La)VneN, X, 11 = |upt2 | = Up+2 =11 0 O Up+1
Un+1 Un+1 0 1 0 Un,
4 -5 2
AlorsVneN, X, 1=(1 0 0] X,.
0 1 0
4 —5 2
Ainsi, |[Vn €N, X,,,1 = AX,, avec A = (1 0 0
0 1 0
3 -5 2\> /3 -5 2\ /3 -5 2 4 -8 4
b)Ona(A-I)?=1{1 -1 0| =1 -1 0 1 -1 0]=[2 —4 2
0 1 -1 0 1 -1/ \0o 1 -1 1 -2 1

ou le coefficient (1,3) est obtenu par : 3 x 2+ (—=5) x 042 x (—1) = 4.
4 -8 4 2 =5 2
Et (A—I2?A-20)=(2 —4 2| (1 =2 0 | =0pym-
1 -2 1 0 1 =2
Ainsi, | (A—1)2(A—2I)=0.
2.a) Le théoréme de la division euclidienne montre que, pour tout élément n de N, il existe un
couple (Qn, R,) d’¢léments de R[X]?, et un seul, tel que :

X"=PQn+ Ry
deg(R,) < deg(P) =3

Ainsi, |Vn € N, 3(Qn, Rn) € RIX] x Ry[X]; X" = PQy + Ry |
b) Déterminons a,, b, et c, tel que R, = ap, X2 + b, X + cp.

évaluons la relation précédent en 1 : 1" =04 a, + b, + ¢,

évaluons la relation précédent en 2 : 2" = 0 + 4a,, + 2b, + ¢,
dérivons la relation et évaluons la en 1 : n1"~1 = 0+ 2a,, + b, car P(1) = P'(1) =0

Ainsi, an, b, et ¢, vérifie :

+b, ¢, =1 an, +by, +c, =
4a, +2b, +c, =27 & Lo« Lo — 4L, -3¢, =2"—-4
2a, +by =n b ks =2l —b,, —2¢, =n-—2
2a,, -, =2"-2 2an, =+l _9pn—2
S L eori 41, —2b, —3c, =2"—-4 E i —2by, =22 — 6n — 4
fa e 2hs = Lo —c,| =2n-—2" L2 L2 =3ks ¢, =2"—2n

Ainsi, |[R, = (2" —n— 1)X2 + (2+3n — 2" X + 27 — 2n.

3.a) Soit n un élément de N. Comme P(A) = 0, nous avons,

A" = (P Qn + RBn)(A) = P(A) Qn(A) + Rn(A) = Rn(A)

Ainsi, A" = R, (A) = a, A% + b, A+ ¢, 1.
Ainsi, [Vn €N, A" = (2" —n —1)A%2 + (2 + 3n —2"T1) A + (2" — 2n)1.
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b) Les troisiémes lignes de I, A et A2 sont respectivement : (O 0 1), (0 1 0) et (1 0 0*)
(détail 0* =0x24+1x0+0x0)

Alors la troisiéme ligne de A™ est :

2"—2n)x(0 0 1)+(2+3n—2"tH)x(0 1 0)+(2"—n—1)x(1 0 0)=(2"—-n—1 2+3n—2" 2" —2n)

Ainsi, | Vn € N, la troisiéme ligne de A™ est (2% —n — 1,2 + 3n — 27FL 27 — 2p).

1
4.a) Montrons par récurrence que Vn € N; X, = A" | 1

0
Initialisation : pour n = 0, A = I, donc la relation est vérifiée.

Hérédité : Soit n > 0. Supposons la propriété vraie au rang n

1 1
X1 =AX,=AA" [1]| =4 |1
0 0

1
Conclusion : |Vn e N, X,, = A" |1
0

Un+2 1
b)Soit n € N| [upy1 | =X, =A" |1
Up, 0

1
Ainsi u, est le produit de la troisiéme ligne de A, avec | 1
0

Par conséquent : u, = (2" —n—1) x 1+ (=2""1 +3n+2)x 1+ 2n)x0=2"
—2"+2n+ 1.
Ainsi, |Vn €N, up = —2"+2n+1|

—2x2"4+2n+1=




Exercice 2 - Densité et structure algébrique

1. Soit y € f(I) et € > 0. Il existe z € I tel que f(z) =y.

La continuité de f en z donne qu’il existe a > 0 tel que f(Iﬁ rT— o, T+« ) Cly—e,y+e]
Or A est dense dans I donc il existe a € ANT N[z — o,z + o et donc f(a) € [ —&,y+el
(A) est dense dans f(I )‘

Autre approche : Mettre en place la caractérisation séquentielle de la densité.

Soit y € f(I), alors il existe x € I.

Par densité de A dans I alors il existe (an)nen € AY qui converge vers .

Par continuité de f en x, alors (f(an))neN € f(A)N converge vers y.

Ainsi, par caractérisation séquentielle de la densité, f(A) est dense dans f(I).

2. Soit a € R%, aZ C R. De plus 0 = a x 0 € aZ donc aZ # 0.

Enfin, pour ak ak’ € aZ alors ak + (—ak') = a(k — k') € aZ.

Ainsi, par caractérisation d’un sous groupe, ’aZ est un sous-groupe de (R, +)‘

3. Soit G un sous groupe de (R, +) différent de {0}.

a) Soit x € GN\{0} alors —z € G et donc G NR% est une partie réelle non vide et minorée par 0
donc elle posséde une borne inférieure, notée b.

b) Soit b € G NRY. A fortiori b > 0. Montrons que G = bZ.

Par itération de la loi de composition interne BN C G ; leurs opposés sont aussi dans G donc
bZ C G.

Soit « € G. Posons q = L%J alors

Ainsi,

q§%<q+l = ¢gp<zr<gb+db = 0<z—qgb<b

Or z,b € G et g € Z donc gb € G et pour finir x — gb € GNR,;. Comme b = inf(GﬂRj)
alors x — gb = 0 donc x = ¢b € bZ. Ainsi, G C bZ.

Ainsi,

sibe GNRY, alors G C bL.|

c) Soit b ¢ G NIRY. Montrons que G est dense dans R.

Soit x € RY et € > 0. Par définition de la borne inférieure, b + € n’est pas un minorant de G N R*
donc il existe y; €]b,b + ¢[NG.

De méme, y; n’est pas non plus un minorant de G NR* donc il existe yo €]b, y1[NG. 1l vient :

Yo <y1<b+e _
b<y<y1<b+e = {—yQS—yQS—b = O<yi—y2<e

Comme 1,99 € G alors a = y; — y2 € G. Posons g = {EJ alors
Q@

T
< —<qg+1 = gqga<z<ga+a«
«
Or a < € et comme ga < x alors qa + o < x + € par somme d’inégalités. Donc

<(¢g+Da<z+e

De plus, par itération de la loi de composition interne, (¢ + 1) € G NRY.
Ainsi, G NRY est dense dans R.
Considérant les opposés, alors G N R* est dense dans R_.

Ainsi, [si b ¢ GNRY, alors G est dense dans R.

Remarque — Si b ¢ GNRY alors b= 0.
Formuler ce résultat n’est pas directement utile pour répondre & la question de la densité.
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Néanmoins il se déduit de ce qui a été fait en prenant € = b.
En effet, raisonnant par I’absurde, supposant b > 0, alors y; —y2 € GNJ0, b ce qui est contradictoire.

d) Si G = {0} alors G = 0Z. Sinon, nous venons de voir que soit G = bZ soit G est dense dans R.
Ainsi, ’les sous groupes de (R, +) sont soit de la forme aZ avec a € R4, soit dense dans R. ‘
4.0naZ+21Z CR. Deplus, 1 =1+27x0€Z+7Z donc Z + wZ # 0.

Enfin, pour a + 2bmw,c+ 2dn € Z + 27Z alors a + 2bmw + (—c — 2dn) = a — ¢+ 27w(b— d) € Z + 27Z.
Ainsi, par caractérisation d’'un sous groupe, | Z + 27Z est un sous-groupe de (R, +). ‘

5. Montrons par ’absurde que Z + 27Z est dense dans R. Supposons la négation vraie; d’aprés ce
qui précede, il existe b € RY tel que Z + 27Z = bZ.

1
D’une part, 1 € Z + 2nZ = bZ donc il existe k € Z* tel que 1 = bk c’est-a-dire que b = z € Q.
/

bk
D’autre part, m € Z + 2nZ = bZ donc il existe k' € Z* tel que 2w = bk’ et donc ™ = = € Q ce qui

est faux par hypothése.
Ainsi, | Z + 277 est dense dans R.

6. Procédons par double inclusion. D’une part :

NCN+2rZ CZ+2rZ = cos(N) C cos (N+ 2nZ) C cos (Z + 2nZ)
D’autre part, considérons x € cos (Z + 27TZ) donc il existe a,b € Z tel que
x = cos(a + 2bm) = cos(a) = cos(—a) € cos(N)

Donc cos (Z + 27Z) C cos(N).
Ainsi, | cos (Z 4 27Z) = cos (N + nZ) = cos(N).

7. La fonction cos est continue sur R et cos(R) = [—1, 1].
De plus, Z + 27Z est dense dans R donc cos(Z + 27Z) est dense dans [—1, 1].

Or cos (Z + 2nZ) = cos (N), donc ’cos(N) est dense dans [—1, 1]. ‘

8. Soit « € [—1,1]. Montrons qu’il existe une fonction strictement croissante de ¢ € NV telle que la
suite (cos (go(n)))neN converge vers .
Posons ¢(0) = 0. Procédons par récurrence pour établir que pour tout n € N* on peut construire
¢(n) tel que p(n) > @(n —1) et |cos (p(n)) —z| < e
Initialisation : Posons ¢(1) = 1 avec 1 > ¢(0).
Comme cos (¢(1)),z € [—1,1] alors cos (¢(1)) — x € [~2,2] et donc | cos (¢(1)) — x| <

Héredité : Soit n > 1. On suppose (¢(n) construit.

L B 2 2 L
Considérons K = ([ L,1]N {x Rk + s J) \{cos(j);7 € [0,(n)]}
L’ensemble K est une réunion finie d’intervalles. Alors il existe a,b € [—1, 1] tel que [a,b] C K.
[

9y
La densité de cos(N) dans [—1,1] donne qu’il existe N € N tel que cos(N) € [a,b] C K.
Par construction de K on a les propriétés suivantes :

N > ¢(n), on peut pose p(n+1) =N

2
cos(N) e K C {x— + } donc |cos(N) — z| <

7 x 1
n+1 n+1 n+1
Conclusion : il existe une fonction ¢ € NN strictement croissante telle que pour n € N*

2

| cos (gp(n)) —z| < -



2
Or - 0 donc cos (p(n)) — z.

Ainsi,

il existe une suite extraite de <cos(n))

neN

qui converge vers x.




Exercice 3 - La constante ((2)

1.a) Soient n € N et t € R; la formule de Moivre donne :

sin ((2n+1)t) = Im (e@*D) =Im ((e')?"*!) = Im ((cos(t) + isin(t))?" 1)
Formule du binome

2n+1
~— Im ( 3 (2”; 1) (i sin(t))* cos(t)2”+1_k>

k=0
= Im ( Z (2712;: 1) (1) sin(t)?* cos(t)?" 12
2ke[0,2n+1]

. o+ 1 . _
+i Y (ZZ +1)(—1)ksm(t)2k+1cos(t)2” %)
2k+1€[0,2n+1]

2n+1 k o k —2k
= Z (2Z+1)(—1) sin(t)?* L cos(t)?" 2
2k+1€[0,2n+1]

Seules les puissances impaires de ¢ restent imaginaires.

" (2n+1
Ainsi, |Vn €N, Vt € R, sin ((2n + 1)t) = Z <2Z ::: 1) (=1)F sin® 1 ¢ cos?(=R) ¢
k=0

b) Soit n € N, d’apres la), pour ¢ € }0, g [,

sin ((2n + 1)t) _ zn: <2n - 1> (—1)* cos? (") (¢) _ zn: <2n - 1> (=1)Fcotan®™—H) (1)

sin®tH(t) A \2k+1 sin?" MRl () L\ 2k 41
L on+1
Ainsi, |Vn € N, posons P, = kZ_O (% N 1) (—1)P X" * € RIX]|, alors

- sin ((2n 4+ 1)t
(%) Vte}o,g{, Pn(COtaHQ(t)):Si(éwj(t;)

c¢) Soit n € N, considérons P, et un autre polynome @Q,, vérifiant ().
T
Donc pour tout t € ]O, 5 [,

P, (cotanQ(t)) =Qn (cotanQ(t)) = (P, —Qn) (cotanQ(t)) =0

Or cotan réalise un bijection de ]O, 5 [ sur R ainsi cotan® aussi (car x — 22 est bijective sur R ).

Il vient :

Ve >0, (Pp—Qn)(z)=0

Le polynéme P, — ), admet une infinité de racines, donc il est nul, c’est-a-dire : P, = Q.

Ainsi, | pour tout n € N, il existe un unique polynéme P, € R[X] vérifiant (%) ‘

d) On note que le terme dominant de P, est <2n1+ 1) (-1)°X™ = (2n + 1) X™, donc deg(P,) = n.

T sin ((2n + 1)t) B km v

Ceci donne n valeurs deux & deux distinctes. Comme cotan? réalise un bijection de }O, 5{ sur R

k
alors {cotan2 (2 _7; 1> ke 1, n]]} sont n racines deux & deux distinctes de F,.
n
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Comme P,, de degré n, posséde au plus n racines, alors on les connait toutes.

Ainsi,

k
les racines de P, sont {cotan2 <2n j_ 1> ke [1, n]]}

2.a) Procédons par récurrence sur n € N* :

ao

Initialisation : soit n = 1, Q@ = a1 X +ap = a1(X —x1) avec a; # 0. On identifie que z; = ——.

La relation est vraie au rang 1.

ai

Hérédité : soit n > 1, on suppose que la relation est vraie pour un polynéme de degré n.
Considérons un polynome de degré n+ 1 (ap+1 # 0) : R

—_——

n+1 n

Q = Qnp+1 H(X - xk) = an—f—l(X - xn—l—l) H(X - xk)
k=1

k=1

Avec la notation : R = H(X —xp) = ijXj (avec b, = 1).

k=1 j=0
bnfl

n
Par hypothése de récurrence on a : Z T = — =—b,_1

1
k=1

Développons ) pour considérer ses deux coefficients dominants :

Q= an+1(zn:ijj+1 — Tnt1 Zn: ijj)

j=0 J=0

Le coefficient de X" est : ap41bp = apgt

Le coefficient de X™ est : ap+1 (bp—1 — Tnt1bn) = apt1 (( —

n

k=1
a n+1
Donc —— = — E xk : la relation est vérifiée au rang n + 1.
an+1 =1

Conclusion : pour tout n € N*, et @ € R[X] alors

b) D’aprés 1b) on déduit les deux coefficients dominants de P, = Z

Coefficient de X™ pour (k=0) : a, = (

Coefficient de X" ! pour (k= 1) :a,_1 = —(

Ainsi,

n n n
Q=a [[(X—zi) =Y aX = Y a=-1
k=1 i=0 k=1

" on+1
2k + 1

k=0
2n+1

1 >:2n+1

xk) - xnﬂ)

>(—1)kX”_k :

(2n+1)n(2n —1)

3 6

_ 2n —1
B - ! n3 ) est la somme des racines de P, | d’aprés 2b).
Qn,

3.a) Considérons g : t — t —sin(t) et h: t — tan(t) — ¢t définies sur [0, g [

Les applications sont dérivables et {

Les applications sont croissante. De plus g(0) = h(0) = 0, donc elles sont positives.

Alinsi,

g (t) =1—cos(t) >0
R'(t) = 1+ tan?(t) — 1 = tan?(t) > 0

Vt e {O, g[, sin(t) < t < tan(t).

) _ (2 )En(zn =)
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s 1 ) T
Sur }0 — [, sin est strictement positive et ¢ — o) est décroissante sur RY , alors pour t € [O, —[ :

0<sin(t) <t<tam(t) = — <2< 1
in an —
> - = tan?(t) — t2 ~ sin?(t)
N COSj(t) < 1 < sinQ(t? —IZ-COSQ(t)
sin?(t) — t2 sin®(t)

Ainsi, |Vt € }0, g[, cotan?(t) < 2

b) D’aprés 2b) et 1d), on a pour n € N* :

n(2n — 1) - o km
Sp = f = Zcotan <2n+ 1>

De plus, d’aprés 3a), pour k € [1,n] :

km (2n +1)2 kw
2 2
cotan <2n ¥ 1> < 120 < cotan Ml +1

Par sommation des inégalités, on obtient :

n(2n —1) (
—= < <
3 - Z k?m2  — 3 * p]

Ainsi, | Vn € N*, 3

2n+1)2
En divisant 'inégalité ci-dessus par <k:2+2> on obtient :
T

2

n(2n — 1)7? "1 n(2n — 1) T
o L <N <
3(2n + 1)2 _;l@_( 35 ") Gnrip

n(2n — 1)w?  2n2r? 12 ot de méme n(2n — 1) . w2 ﬁ
3(2n 4 1)2 12n? 6 3 2n+1)2 6
n

Par encadrement

1 2
la suite ( k2> converge et a pour limite %

k=1




Probléme - Décomposition en éléments simples des nombres ration-
nels

Partie A - Existence de la décomposition

L. Par construction, les facteurs premiers constituants les (¢i)ie1,k) sont les (pi)ic[i,a)-
Pour i € [1,k], pi A ¢ = 1, donc les (g;)icq k] sont premiers dans leur ensemble.

Ainsi, 'identité de Bezout donne ’il existe ui, ug,...,ur € Z tel que ui1qy + uoqe + - - + upqr = 1.
a au;  au au
2. En multipliant ’égalité précédente par — : x = Tll TQQ S T,]:
b Pyl Py Py,
e U1 U2 Uk, .
Ainsi, |il existe vy, ve, ..., vy € Ztel que v = - + —5 + -+ - Vi€ [Lk] v = au;.
1 Py P
3. Pour i € [1,k] la division euclidienne de v; par p;* donne 'existe d’'un quotient e; € Z et d'un
k
reste r; € [0,p]" — 1]. On pose eZei €Z.
i=1
o T T T
Ainsi, x:e+711+722+~--+7kk
P Do Dy,

4. I’écriture de r en base p donne 'existence des chiffres a1, as,...as € [0,p — 1] tel que

1

r=ay+ap_1p+ag_2p* +---+a;pt! et donc y=—+=5+-+—=

5. En appliquant la décomposition du 4) a chaque fraction du 3), on trouve une décomposition en
éléments simples de x.

Partie B - Unicité de la décomposition

1. Par regroupement des fractions, on identifie par une démarche inverse a celle de 5) que r; se
décompose en base p; sur «; chiffres et donc r; € [0, pf"' — 1]. Résultat similaire sur s;.
Pour i € [1,m], il y a quatre cas & considérer :
r; a;
il existe j € [1, k] tel que P; = p;, alors Tj7 = P—; avec aj < Ej.
Dy N
Comme r; € [0, pj" — 1], alors a; = rjPiEFaj < (p" — l)PiEFaj =Pl PiEﬁaj <PFi 1.
pour tout j € [1,k], p; # P; alors a; =0
il existe j € [1,/] tel que P; = g;, alors de facon similaire b; € [0, PiEi —1].

pour tout j € [1,/], g; # P; alors b; =0

Ainsi, | pour tout ¢ € [1,m], a;,b; € [0, PZEZ —1].

2. On note que Dx = a1Q1 + a2@Q2 + - - - + am@m = b1Q1 + b2Q2 + - - - + by Q-
Soit ¢ € [1,m], considérons ’égalité précédente par congruence modulo PEi Comme pour tout

7
j € [1,m]\{i}, PP divise Q; alors :

Dx = a;Q; = 0;Q; [PZEZ]

Or Q; A PEi =1 par définition de @; ; donc, d’aprés le théoréme de Gauss : a; = b; PEi.
1 1

Comme a;, b; € [0, P¥* — 1] alors

3. Ayant établi I’égalité des a; = b;, il vient que

e=0L— — — ——— — . — = — —— — —— — e — :f
PlE‘l P2E‘2 Pg'm PlE‘l PQEQ P/'%‘rn



4. D’aprés ce qui précéde et par 'unicité de la représentation d’un entier dans une base, il vient que

les deux décompositions en éléments simples sont identiques (& 'ordre prés des termes).

Partie C - Applications

1. Décomposition en éléments simples de rationnels :

Décomposition de 1 =

47 41
36 22 x 32

Uy =9 et Uy =4, 'identité de Bezout donne : 1 =1x9—-2x4

) 47 47 x9 94x4 47 94 3 5 241
vient g6 = =55~ 36 ~ @ g -ty Uty =l+— -1+
. 1 1 1 2
Ainsi, x1:§+2—2+§+?_
Décomposition de x9 ::__fi,::__445147
48 24 % 3
Uy = 3 et Uy = 16, 'identité de Bezout donne : 1 = -5 x 3+ 1 x 16
Ilvient—3:25X3_5X16:275_§:1+g_2+1:1+8j_2+1
48 48 48 24 3 24 3 24 3
Ainsi 1 1 1
insi, x2:—1+§—|—2—4+§.
314 314

Décomposition de x3 =

715 5 x 11 x 13

Ui = 143, Uy = 65 et U3 = 55. Par identité de Bezout successives :

. 314 314 x 17 314 x 34 314 x 4
Il vient — = — —
715 5 11 13
3 5 5
Ainsi, |23 = 14>+ — + .
msl, | T3 +—5 +—11 +—13

2. Les outils d’arithmétique PYTHON :

def

def

base(n,b=2):

if n== L=[0]

else: L=[]

while n>0:
L.append (n%b)
n=n//b

return L[::-1]

basel0(L,b=2):

n=0

m=1

for e in L[::-1]:
n,m=n+m*e,m*b

return n

10

3 5 5
067+5 97 +—11 97+13

def Bezout(a,b):
u,v,uu,vv=1,0,0,1
while b!=0:
qg,r=a//b,alb

u,V,uu,vVvV=uu,vv,u-q*uu,v-q*vy

a,b=b,r
return u,v,a

def valuation(p,n):

assert n>0, ’ENC’

a=0

while n%p==0:
n,a=n//p,a+l

return a

13=1%x143—-2x65et 1 =17x13 -4 x55donc 1 =17 x 143 — 34 x 65 — 4 x 55



def dfp(n):
assert n>1, ’ENC”’
L=[]
p=2
while p*p<=n:
a=valuation(p,n)
if a>0:
L.append ([p,al)
n=n//p**a
p=p+1
if n>1:
L.append ([n,1])
return L

v
3. Fonction ss_des(v,p,k) qui décompose en éléments simples ]? otveZ pePet ke N :

on effectue la division euclidienne de v par p* : v = ep® +r
J

on cherche I'écriture de 7 en base p : 7 = E cp

i=0
on ajoute les zéros, & gauche, pour obtenir une liste de k chiffres
4 T Ck—1 C1 €o
le résultat attendu est e, [p,cx—1,...,c1,¢co] car — = + ot o=+
p p P p

def ss_des(v,p,k):
r=v(p**xk)
e=(v-r)// (p*xk)
L=base (r,p)
L=(k-len(L))*[0]+L # penser & ajouter des zéros

return e, [pl+L

n
4. Fonction des(n,d) qui décompose en éléments simples la fraction ik
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def des(n,d):
F=dfp(d)
if len(F)==1:
return list(ss_des(n,F[0]J[0],F[0][1]))
Q=[d//(e[0]**e[1]) for e in F]
U=1len (Q)*[0]
u,v,a=Bezout (Q[0],Q[1])
Ulol,U[t]l=u,v
for i in range(2,len(Q)):
u,v,a=Bezout(a,Q[i])
Ulil=v
for j in range(i):
U[jl1=U[j]*u
U=[n*xe for e in U]
D=[0]
for i in range(len(U)):
e,L=ss_des(U[i],F[i][0],F[i]1[1])
D[0]=D[0]+e
D.append (L)
return D

5. Fonction des_r(D) qui retourne le nombre rationnel associé a la décomposition en éléments
simples représentée par la liste D :

def des_r(D):
P=[D[i][0]**(1len(D[i])-1) for i in range(l,len(D))]
d=1
for e in P:
d=dx*e
Q=[d//e for e in P]
U=[basel0(e[1:],e[0]) for e in D[1:]1]
n=D[0] *d
for i in range(len(Q)):
n=n+U[i]*Q[i]
return n,d
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