Lycée Saint-Exupéry — MPST 2024 /2025 — Mathématiques DS 7

DS 7

Mercredi 5 février 2025 — durée : 4 h
Exercice 1 - Suite récurrence linéaire

m
On rappelle que que pour P = Z ar X" un polynome de R[X] et A une matrice de M3(R) :
k=0

P(A) =aol + a1A+ -+ a,, A" ou I désigne la matrice identité de M3(R)
On se propose de déterminer explicitement le terme général de la suite (uy,)pen définie par :

ug =0, up =1, ug =1
Vn € N, upi3 = 4upto — SUnt1 + 2uy

Un 42
Pour ce faire, on pose, pour tout n de N, X, = | up41
Unp,

1. a) Donner la matrice A de M3(R), indépendante de n, telle que : Vn € N, X, 11 = AX,,.
b) Vérifier que (A — I)?(A —2I) = 0.

2. On considére le polynome P de R[X] défini par P(X) = (X — 1)}(X — 2).
a) Justifier I'existence et l'unicité d'un couple (Qn, Ry,) de R[X] x Ro[X], tel que :

Vn €N, X" = PQ, + R,

b) Déterminer a,, by, et ¢, tel que R, = an X2 + b, X + c,.

3. a) Utiliser la question précédente pour écrire, pour tout n de N, A™ en fonction de I, A et A2,

)

)

b) Pour n de N donner la troisiéme ligne de la matrice A".

4. a) Montrer que : Vn € N, X,, = A" X, avec Xy a préciser.
b) En déduire, pour tout n de N, u,, en fonction de n.

Exercice 2 - Densité et structure algébrique

Montrer que { cos(n); n € N} est dense dans [—1,1].

On admet que 7 est irrationnel.

1. Soit f une fonction continue sur l'intervalle I et A une partie dense dans 1.
Montrer que f(A) est dense dans f(I).

2. Montrer que pour a € RY, aZ est un sous-groupe de (R, +).

3. Dans cette question, nous voulons montrer que les sous groupes de (R, +) sont soit de la forme
aZ avec a € Ry, soit dense dans R. Soit G un sous groupe de (R, +) différent de {0}.

a) Justifier que G N R est non vide est posséde une borne inférieure, notée b.
b) Si b € GNRY, montrer que G = bZ.

c) Sib ¢ GNRY, montrer que G est dense dans R.

d) Conclure.

4. Montrer que Z + 277 est un sous groupe de (R, +).
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5. Montrer que Z + 27wZ est dense dans R.
6. Montrer que cos (Z + 2rZ) = cos (N + 27Z) = cos(N).

7. En déduire que le résultat cherché.

8. Montrer que pour tout x € [—1,1], il existe une suite extraite de (cos(n)) qui converge

neN
vers x.

Exercice 3 - La constante ((2)

cos(t)
sin(t)

T
On admettra que cotan réalise une bijection de }O, 5 { sur R .

Pour tout ¢ €]0, 7[, on pose : cotan(t) =

1. a) Montrer pour tous n € N et ¢t € R I’égalité suivante :

. " 2n+1 . e
sin ((2n + 1)t) = kzo <2k N 1> (=1D)Fsin®*1(t) cos?R)(¢).

b) En déduire que pour tout n € N, il existe un polynéme P, € R[X] verifiant :

m sin ((2n + 1)t)
vee]o X[ Pulcotanin) = G

(%) 5 n(co an”( )) S )

¢) Montrer que, pour tout n € N, P, est I'unique polynéme vérifiant ().

d) Déterminer les racines de P,.

2. a) Montrer par récurrence que, pour n € N*, si @ est un polynéome de degré n s’écrivant sous les
formes suivantes :

n n
Q= an H(X — ) = ZaiXi
k=1 i=0
anp—1
alors z1 + 29+ +x, = — .
Gnp
n(2n — 1)

b) En déduire que la somme des racines de P, est : S, = 5

3. a) Montrer que, pour tout ¢t € [0, g [, sin(t) <t < tan(t).
1
En déduire, pour tout t € }0, g [, cotan?(t) < 2 < 1+ cotan®(t).

b) Montrer pour tout n € N* I’encadrement suivant :

n

n(2n — 1) < Z (2n +1)? - n(zn—l)_

3 2z o 3
k=1

n
s . 1 - w2
c) En déduire que la suite (kg 1 k2> ] converge et que sa limite est r

Probléme - Décomposition en éléments simples des nombres ration-
nels

Définition —

Un rationnel r est un élément simple st r € Z ou si r = avec p un nombre premier, k > 1 et

a € [[O,p—l]].

a
pk



Lycée Saint-Exupéry — MPST 2024 /2025 — Mathématiques DS 7

Théoréme — Tout nombre rationnel non nul s’écrit de maniére unique (a 'ordre des termes
prés) comme somme d’éléments simples non nuls.

Exemple :
34 6 34 2 1 34 2
=44 = —=34Z4= — =gy =
7 +7 9 +3+9 9 +9
2020_32+12 2021 1+1+4+96
2021 43 47 2020 22 5 101

Partie A - Existence de la décomposition

k
a .
Soit x = 3 € Qaveca €Z et be N*. On note b = Hp?’ la factorisation premiére de b.

i=1
k
Lp . b . vt
. Pour j € [1,k], on pose ¢; = & = H p;*. Montrer qu'il existe uy, ua, ..., ux € Z tel que
P i=1
i# ]
urqr +u2qa + -+ upgr =1
2. Montrer qu'’il existe vy, vo,...,vr € Z tel que
U1 V2 Uk
Pt Py Pyt

3. Montrer qu’il existe e € Z et r1,72,...,ry € N tel que pour tout j € [1,k], r; € [O,pjo-‘j —1] et

T .
Tr =€ —_— _— _
Pt py? e

,
4. Montrer que siy = — avecp € P, a € N* et 7 € [0,p* —1] alors il existe ay, az, ...aq € [0,p—1]
p
tel que
a a a
Yy = 71_|_7§_|_..._|_%
p p p

5. En déduire 'existence de la décomposition.

Partie B - Unicité de la décomposition

Soit x € Q. Supposons qu’il existe deux écritures de décomposition en éléments simples. Quitte
a regrouper les éléments simples associés au méme facteur premier, x s’écrit :

1 () Tk S1 52 Sy
x:6+71+72+"'+7k:f"i‘E"FE"F“""E
Py Py Py a1 qs q;

avec e, f € Z, pour i € [1,k], p; € P, r; € [0,p;" — 1] et pour j € [1,£], ¢g; € P, s; € [[O,qjj —1].
Quitte & introduire des termes nuls, on peut supposer que la famille des nombre premiers utilisés
dans les deux écritures est la méme :

on prend la réunion des deux listes de nombres premiers utilisés : Py, P, ..., Py, € P;

on introduit de nouveaux coefficients (éventuellement nuls) et exposants pour conserver les écri-
tures, en particulier E; = max(a;, 8,) st P, =pj = qn -

b1 bo bm

a1 a2 Ao
+—
P PP Py

T=e+ - ot =f+
PlE‘l P2E2 Pgm, f

m
On pose D = HPZEl
i=1
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1. Montrer que pour tout i € [1,m], a;,b; € [0, PiEi —1].
D

2. Soit i € [1,m], on pose Q; = —5. On considérant Dx, montrer a; = b;.
i

3. Montre que e = f.

4. En déduire 'unicité de la décomposition.

Partie C - Applications

1. Déterminer la décomposition en éléments simples des rationnels suivants (détailler les calculs) :

47 5 314
T = — Tog = —— T3 = -o—
YT 7T a8 TP Ts
2. Donner le script des fonctions suivantes :
(i) base(n,b) qui retourne la liste [...,ca,c1, o] des chiffres de I’écriture de n dans la base b tel
que

n = Zcibi

i
(ii) base10(L,b) qui retourne le nombre (en base 10) dont I’écriture en base b est donnée dans
la liste L sous la forme |[..., ¢, ¢1, co].
(iii) Bezout (a,b) qui retourne un triplet u,v,d tel que ua +vb=a Ab
(iv) valuation(p,n) qui retourne la valuation p-adique de n : max(k € N, n =0 [p"])

(v) dfp(n) qui retourne la décomposition de la factorisation premiere de n sous la forme

lea al]? [p27 CYQ], [p37 0[3], .. ] avec n = Hp;%
i

- . . . v
3. Ecrire une fonction ss_des(v,p,k) qui décompose en éléments simples —
p

k e N*.
En particulier, si

ouv €Z,pe€Pet

v a a ay
—- = e—i——l—l-%—%--—i-—z avec e € Z et ay,az,...a; € [0,p — 1], alors la
p p b

fonction retourne lentier e et la liste [p,a;,as, ...,a;] de longueur k+1 exactement (quitte a
ajouter des zéros).

n
4. Soit la fraction 7 oun € Z et d € N* de décomposition en éléments simples de la forme :

n a a a b b b
T . T
d p1 b P ! D2 b3 P 2
On définit sa représentation en PYTHON par la liste :
[e,[pl’al’G’Q, MR aapl ],[p2’b1’b2’ M bap2], M ]
Exemple :
34 6 34 2 1
—=44+- — [4, [7, 6 —=3+-+- — [3, [3, 2, 1
7 + - (4, [ 1] 9 + 3 + 9 (3, [ 1]
2021 1 4 96
—_— = = —-+-+-—— = [-1, [2, O, 1], [5, 4], [101, 96
5020 + 52 + 5 + 101 [ [ 1, [ 1, [ 1]

Ecrire une fonction des(n,d) qui décompose en éléments simples la fraction 7 en retournant sa
représentation définie ci-avant.

5. Ecrire une fonction des_r (D) qui retourne le nombre rationnel associé & la décomposition en
éléments simples représentée par la liste D.



