
Proposition de corrigé du devoir surveillé 7

1. La suite (xn)n∈N véri�e une relation de récurrence linéaire d'ordre deux.

� son équation caractéristique est : 3r2 − r − 1 = 0

� le discriminant associé est : ∆ = 1 + 4× 3×−1) = 13

� les racines sont r1 =
1−
√

13

6
et r2 =

1 +
√

13

6
.

� il existe α, β ∈ R tels que pour tout n ∈ N :

xn = α

(
1−
√

13

6

)n

+ β

(
1 +
√

13

6

)n

On note que

∣∣∣∣∣1−
√

13

6

∣∣∣∣∣ ≤ 1 +
√

13

6
≤ 1 +

√
16

6
=

1 + 4

6
=

5

6
< 1.

Ainsi r1, r2 ∈] − 1, 1[ donc rn1 → 0 et rn2 → 0. Par opération algébrique sur les limites de suites

convergentes, xn → 0.

Ainsi (xn)n∈N converge vers 0 .

2. a) Montrer que la suite est bien dé�nie revient à montrer que pour tout n ∈ N, un ∈ D√ . Il su�t

donc de montrer que pour tout n ∈ N, un ≥ 1.
Procédons par récurrence d'ordre deux sur n ∈ N :

• Initialisation : u0 et u1 sont donnés et u0 = a ≥ 1 et u1 = b ≥ 1.

• Hérédité : Soit n ≥ 0. On suppose que un et un+1 sont dé�nis et que un ≥ 1 et un+1 ≥ 1.
Par croissante de t 7→

√
t, on a

√
un ≥

√
1 = 1 et

√
un+1 ≥ 1. Ainsi,

√
un+1 +

√
un ≥ 1 + 1 ≥ 1

Ainsi un+2 =
√
un+1 +

√
un est bien dé�ni et un+2 ≥ 1.

• Conclusion : pour tout n ∈ N, un est bien dé�ni et véri�e : un ≥ 1 .

b) Supposons que la suite (un) converge vers ` ∈ R. Alors un+1 → ` et un+2 → `.
D'après 2a), pour tout n ∈ N, un ≥ 1. Par passage à la limite, on obtient ` ≥ 1.

Comme la fonction t 7→
√
t est continue en `, alors

√
un →

√
`. Par somme de limite �nie, on a

√
un+1 +

√
un → 2

√
`.

Or, pour tout n ∈ N, un+2 =
√
un+1 +

√
un ; par unicité de la limite ` véri�e :

` = 2
√
` (et ` ≥ 1) ⇔

√
` = 2 ⇔ ` = 4

Ainsi, la seule limite �nie possible pour (un)n∈N est 4 .

3. a) Pour n ∈ N,
vn =

1

2

√
un − 1 ⇔ un = (2(vn + 1))2 = 4(vn + 1)2

Or t 7→ 4(t+ 1)2 est un polynôme, continue en 0, donc si vn → 0 alors un → 4(0 + 1) = 4.

Ainsi si lim
n→+∞

vn = 0 alors lim
n→+∞

un = 4 .

1



b) Soit n ∈ N, considérons vn+2 × 2(2 + vn+2) :

vn+2 × 2(2 + vn+2) =

(
1

2

√
un+2 − 1

)
2(2 +

1

2

√
un+2 − 1)

= 2

(
1

2

√
un+2 − 1

)(
1

2

√
un+2 + 1

)
= 2

(un+2

4
− 1
)

par une identité remarquable

=

√
un+1 +

√
un

2
− 2 par dé�nition de (un)

=

√
un+1

2
− 1 +

√
un
2
− 1

= vn+1 + vn par dé�ntion de (vn)

Ainsi, ∀n ∈ N vn+2 =
vn+1 + vn

2(2 + vn+2)
.

Soit n ∈ N, d'après 2a), un ≥ 1. La croissance de t 7→
√
t donne

√
un ≥ 1 ⇒ vn ≥

1

2
− 1 = −1

2
⇒ 2(2 + vn+2) ≥ 2

(
2− 1

2

)
= 3

Comme t 7→ 1

t
est décroissante sur R∗+, 0 ≤ 1

2(2 + vn+2)
≤ 1

3
.

L'inégalité triangulaire donne :

|vn+2| =
∣∣∣∣ vn+1 + vn
2(2 + vn+2)

∣∣∣∣ ≤ |vn+1|+ |vn|
2(2 + vn+2)

≤ |vn+1|+ |vn|
3

Ainsi, ∀n ∈ N, |vn+2| ≤
1

3
(|vn+1|+ |vn|) .

c) Procédons par récurrence d'ordre deux sur n ∈ N :

• Initialisation : |v0| = x0 ≤ x0 et |v1| = x1 ≤ x1
• Hérédité : soit n ∈ N, supposons |vn| ≤ xn et |vn+1| ≤ xn+1.

|vn+2| ≤
1

3
(|vn+1|+ |vn|) d'après 3b)

≤ 1

3
(xn+1 + xn) par hypothèse de récurrence

≤ xn+2 par dé�nition de (xn)

• Conclusion : ∀n ∈ N, |vn| ≤ xn .

Or (xn) converge vers 0, d'après 1), ainsi par encadrement la suite (vn) converge aussi vers 0. Il

vient d'après 3a) que la suite (un) converge vers 4 .
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