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Corrigé du DM 16

Partie A — Définitions et exemples
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1. Soit z € C,

z

Ainsi, [T = P |

2. Soit t € C. On cherche s’il existe z € C* un antécédent de ¢ par f :
1 2
flz) =t & z4+-=t & 2z—tz+1=0
z
D’apres d’Alembert-Gauss, un trindme n’est pas constant et donc admet une (au moins) racine dans

C. On note que 0 n’est pas une solution du trinéme. Donc ¢ posséde un antécédent par f dans C*.
Ainsi, | f est surjective ‘

3. Supposons qu’il existe deux polynoémes P et () vérifiant :
1 1 1 1
VzeC*,P(z—i—) =2+ — etQ<z+> =24+ —
z Al z 2"

Or f est surjective, d’aprés A2), alors donc pour tout ¢ € C il existe z € C* tel que :

1 1
Ainsi P = @. L’unicité de ’écriture d’un polynome, .

Une autre approche est de considérer les polynéome P — @ et d’établir qu’il admet une
infinité de racine, donc qu’il est nul. Ainsi, P = Q.

1 1 1
4(&)801‘526@*,alorszo+—0:1+1:2etzl+f1:z—|—f.
z z z

Ainsi ]PO —2¢t P, :X\.
(b) Soit z € C*,

5. = La récurrence porte sur l’existence des P,. La relation de récurrence va apparaitre pour établir
Uezistence de Ppio.

Initialisation : Py, P et P, existent et X P — Py = X2-2="P,
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Hérédité : Soit n > 1. On suppose que P, et P, existent.

. 1
Evaluons XP,,1 — P, en z4+ — ou z € C* :
z

1 1 1 1
(X.Pn+1 _P’I’L) (Z+Z> = <Z+Z> <Z7’l+1 + Zn+1> _ <Z7‘L+ Zn)
1 1

1
= z”+2+z"+z—n+—zn+2 fz"—z—n
1
_ 2
= 2"F +zn+2
Posons P19 = XP,4+1 — P, ce polynéme vérifie :
* 1 n+2 1
Vze C*, Puio z—l—; =z +z"+2
Conclusion : ’pour tout n € N, P, existe et P49 = X P41 — Ph.
6.0na P3=XP,-P=X(X?-2)-X=X3-3X
Py=X(X3-3X)—(X?-2)=X"-4X +2
Ps=X(X*—4X+2)—(X?-3X)=X>-5X345X=T
Ainsi, |[P3=X3—3X, Pu=X*—4X +2et P5=T.
2
: _ 4 .2 _ m =Yy
7.50it z € C, P5s(2) = 2(2* — 52" +5) & =z Oou{y2_5y+5.
Calcul du discriminant : A = 25 — 20 = 5. Les racines sont :
5—15 5 5
Y1 = \[>Oety2: +\/>>0
2 2
5—+b 5 5
Deplus 22 =y <« ze{:l: 2\[ et 2=y & ze{i +2\[}.

On a trouvé cing racines réelle de P5 qui est de degré 5, donc on connait toutes ses racines. Ainsi,

P5:X<X— 5_2‘/5> <X+ 5_2‘/5> <X—\/5+2\/5> <X+ 5+2\/5>

deg(P,) =n, cd(P,) =1 et
Ve € R, Py(—x) = (—1)"P,(x)
La troisiéme propriété traduit que P, est une fonction paire (resp. impaire) si n est un entier pair
(resp. impair). Procédons par récurrence sur deux rangs :
Initialisation : P; = X alors deg(P;) = 1, cd(P;) = 1 et P; est impaire.
Py = X? — 2 alors deg(P,) = 2, cd(P;) = 1 et Py est paire.
Ainsi, P(1) et P(2) sont vérifiée.
Hérédité : soit n > 1. On suppose que P(n) et P(n + 1) sont vérifiées.

8. Pour n € N*, on note P(n) : {

On a deg(X P,+1) =1+ deg(P,+1) = n+ 2, par hypothése de récurrence, et deg(P,) = n. Comme
n+ 2 > n alors deg(Ppy12) = max(n +2,n) =n+ 2.

De plus, Cd(Pn+2> - Cd(XPn—H) = Cd(Pn+1) =1

Enfin, pour z € R, —z € R et

Poyo(—2) = —aPpii(—x) — Pp(—2)

—z % (=1)""1 P, 1(z) — (=1)"Py,(x) par hypothése de récurrence
(—1) = 0+ 2 (1P (1) — Po(a)

= ()P ()
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Ainsi P(n + 2) est vérifiée.
Conclusion : ’pour tout n € N*, deg(P,) =n, cd(P,) =1 ‘ et

’Pn est une fonction paire (resp. impaire) si n est un entier pair (resp. impair). ‘
On note que deg(Fp) = 0, cd(Fy) = 2 et Py est paire.

Partie B — Factorisation

1. Soit 6 € R.
1
a)Onaz+ - =2cosf < 22—2cos(f)z+1=0 (z=0n’est pas solution).
z
Le discriminant est A = 4 cos?(f) — 4 = —4sin?(f) = (2isin())2. Les racines sont :
2cos(f) — 2isin(6 . 4
21 = cos(6) 5 isin(6) = cos(f) — isin(h) = e et 2y = ¥

1 . 4
Ainsi, |24 - =2cos(d) < ze{e¥ e ?}|
z

b) Soit n € N, la formule d’Euler et la formule de Moivre donnent :

P,(2cos(0)) = P, (eie + ;.9> = <ei9)n + oy = e 4 =M% — 9 cos(nh)

Ainsi, | pour tout n € N, P,(2cosf) = 2cos(nd) ‘
2.50it n e N, ona: P,(2cosf)=0 < 2cos(nf) =0

& JkeZ n@zg—i-kﬂ
o kel 0= 4+ k"
2n n

Ok
Les racines de P, trouvées sont de la forme : 2cos (0) avec k € Z. 1l reste a déterminer le nombre
de racines deux & deux distinctes trouvées.

La fonction cos réalise une bijection de [0, 7] sur [—1,1]. On note que {f;k € [0,n — 1]} forme
un ensemble de n valeurs deux & deux distinctes de [0, 7] donc {cosb;;k € [0,n — 1]} forme un
ensemble de n valeurs deux & deux distinctes de [—1, 1] et donc {2 cos0;; k € [0,n — 1]} donnent n
racines réelles de P, deux a deux distinctes. Or P, est de degré n donc on connait toutes les racines
de P,.

Ainsi, | pour n € N*, les racines de P, sont {2 cos (21 + kﬁ) ik eo,n— 1]]}
n n

n—1
T T
P, = (X—2 (— k:—))
kl;[g CcoS on + n

3. Soit z € C*,

1 )
Z”+Z—n:O & 2M=—_1=e" (%)

Le théoréme sur les racines 2n-éme donne :

(x) & =z€ {ei(%+%);k € [0,2n — 1]]}
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1
Pn(z—i—) =0
z
1

<~
&z + — est une racine de P,
54

Or (%)

z
Vk € [0,2n — 1], el(5it8r) 4 e~ (3 %0) est une racine de P,
T 2km

< Vke€[0,2n—1],2cos | — + —— | est une racine de P,
2n  2n

Comme la fonction cos est paire et 2m-périodique, on trouve exactement n racine de de P, pour
ke [0,n—1].

En effet, la valeur associée & k est égale celle associée a 2n — 1 — k.

Ainsi, on retrouve le résultat de la question précédente.

4. D’apres A7) : Ps=X [ X — 5_2\/5 X—i—\/5_2\/g X — 5+ V5 X + 5+ V5

4
D’apres B2) : H (X — 2cos (% + kg))
k=0

Classons les racines par ordre croissant :

5+/5 5
V5 _

— V) 55— VD 5) )
+ V5 _ - V5[5 V5
2 2 2 2
97 i 3 T
2 cos (1()) < 2cos <10> < 0 < 2cos <10) < 2cos (1—0>
s 1 [5++5 3 1 [5—-+5
p s e 1a f .. (7) 1 oy _ L .
ar unicité de la factorisation, | cos 10 5 5 et cos 10 5 5

Partie C — Application a la factorisation des polynémes réciproques

l.a)Ona: Oestracinede @ < Q(0)ag=0 Or deg(®) = 2n donne que ag, # 0 donc
& a9, =0 car ag = asgp,

’O n’est pas racine de @ ‘
b) Soit @ € C, une racine de Q. D’aprés Cla) « # 0 et

1 2n 1 2n
_ —k _ 2n—k
Changement d’indice

2n
1 i
- a2n Z @2n—j
Jj=0

Q) est réciproque

Donc Q(a) =0 < Q@ <i) =0

.y . . o1
Ainsi, | a est racine de Q) si et seulement si — est |.
o
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1
c)Soit z€C*ety=x+—.Ona:
x

CQ(x) 1 2n n—1 2n
— = — g apz® = a, + g apzt " + E apzt"
T T
k=0 k=0 k=n+1
Changement de d’indice*
n—1 n—1
= aq,+ E apzh " + E agn—jz" !
k=0 §=0

@ est réciproque

n—1 n—1

= ap + Z akxk’—n + Z ajxn_]
k=0 7=0
n—1

= ap+ Z ay (xkfn + m"*k>
k=0
n—1 1

= a apPo_p |z + —

n*‘jz: ki n—k < -+.£>

k=0

Changement de d’indice

= ant Y aniPi(y) = Qy)
=1

1
Ainsi, [pour tout x € C* et y =z + —, Qy) =
x

L’intérét de cette relation est d’avoir réduit le degré de moitié. Ainsi, trouver les racine de @ permet
de retrouver les racines de @ si () est un polynoéme réciproque.

2. Application : soit Q = X6 + X5 —9X* +2X3 —9X?2 + X + 1.

Onpose: Q=2—9P, + Po+P3=2—9X + (X2 —-2) + (X3 - 3X) = X(X2 + X — 12)
Le discriminant est A = 1 + 48 = 72. Les racines sont :
—-1-7

=g = ety =3

Donc Q = X (X — 3)(X +4).

Recherche des racines de @ :

1
r+-=0 & 22=-1 & xec{+i}
€T

1
r+-=3 < 22-3xr+1=0 Le discriminant est A =9 —4 = 5.
T

3—v56 3+5
2

et 9 = 5

1
r+-—=-4 & 22+4+4r+1=0 Le discriminant est A = 16 — 4 = 12.
T

—4 —2+/3
Les racines sont : x3 = Z\f =_—2—V3etxy=—-2++3.

On a trouvé six racines de @ et deg(Q) = 6 donc on connait toutes les racines de Q.
Ainsi, la factorisation dans R[X] de @ est

3—2\/5> <X_3+\/5

Les racines sont : x1 =

2

Q:(X2+1)<X— )(X+2—x/§)(X+2+x/§)

5
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2n+1

3. Soit T' = Z b X* € C[X], un polynéme réciproque de degré impair.
k=0

Calculons T'(—1) :

2n+1 2n+1
T(-1) = Y (-Dfb,= Z Fop+ Y (—1fby
k=0 k=0 k=n+1

Changement d indice ’] =2n+1-— k“

= Z )P + Z 1?1 by

k=0
= > (-Dfb - Z(*l)jbmmfj
k=0 Jj=0
T est réciproque
= > (Do =Y ()b =0
k=0 j=0

Comme —1 est une racine de T, alors ’ 1+ X divise T ‘

2n
Posons S = Z arX* le quotient de la division de T par 1+ X :
k=0
2n 2n
1+X)S = Y aXF+> apXx*!
k=0 k=0
Changement d’indice |j =k +1
2n+1
S STES SRS
ag = b(]
Par identification des coefficients : agn = bap41(# 0)

vy € [1,2n], a; +a;_1=b;

Onaby=bayt1 = ag=az,. Pourj € [l,2n],
aj +aj_1=0b; =0byyy1-j = aon_j + a2ny1—j

Une récurrence pour j € [0,n — 1] donne que aj = ag,—;. Donc S est un polynéme réciproque.

Ainsi, | le quotient de T par 1 4+ X est un polynéme réciproque de degré pair |.




