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DM 16

a rendre le mardi 4 mars 2025

Soit n € N. On se propose d’étudier I’existence et les propriétés des polynémes P, tels que :

1 1
vV z e Cr, Pn<z—|—>:z”—|—n.
z z

Rappel de calcul et d’identification :

1 1 2
siQ:2X1alorspourtoutz€(C,Q(z+):2<z+)1:2z+1.
z z z

1 1\? 1
si pour tout z € C, R(z+ —) = <z+> —<z+>+3alorsR:X2—X+3
z 2 2

Partie A — Définitions et exemples

1. Soit T'= X® — 5X3 +5X. Pour z € C, calculer T(z + %) et en déduire que T' convient pour Ps.
2. Soit f : {C - C

zZ = z-+ 2
3. Montrer que si P, existe alors P, est unique.
4(a) Déterminer Py et P;.

. Montrer que f est surjective.

1\2
(b) Développer <z + ) et en déduire Ps.
z

5. Montrer par récurrence que :
Vn eN, P, existe et Pyo = XP,11 — Py.

6. Déterminer P3, Pj et retrouver Uexpression de P; obtenue en Al).
7. Déterminer la factorisation de Ps en produits de facteurs irréductibles dans R[X].

8. Déterminer le degré de P,, son coefficient dominant et éventuellement si P, est une fonction paire
ou impaire.

Partie B — Factorisation

1. Soit 6 € R.
a) Résoudre dans C I’équation z + % = 2cos(h).
b) Calculer, pour tout n € N, P, (2cos(f)) en fonction de n et 6.
2. En déduire, pour tout n € N*| les racines de P, et la factorisation de P, dans R[X].
3. Résoudre dans C ’équation 2™ + in = 0, et retrouver ainsi le résultat précédent.
4. Donner les deux factorisations obtzenues pour Ps.
T

3
En déduire les valeurs exactes de cos 10 et cos %
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Partie C — Application a la factorisation des polynémes réciproques
2n
1. Soit @ € C[X] un polynome de degré 2n défini par Q = Z apX* ol ag, # 0.

k=0
On suppose que, pour tout k € [0,2n], on a : ap = ag,—x. Un tel polynome est dit réciproque.

On définit le polynome Q par :

Q=an+ Zan—kpk-

k=1
a) Vérifier que 0 n’est pas racine de Q.

1
b) Montrer que si « est une racine de @ alors — l'est aussi.
o

1 ~
¢) Soit x € C*, on pose y = x + —. Montrer que Q(y) = Q(:)
x
Quel est l'intérét de ce résultat dans la recherche des racines de Q7

2. Application : soit le polyndéme @) suivant :
Q=X0+X°—9x1+2X3 - 9X? 4+ X +1.

Décomposer @ en produit de facteurs irréductibles dans R[X].

3. Considérons un polynéme réciproque de degré impair : T' € C[X], défini par

2n+1

bon+1 # 0
T = b XF
kzzo R avee { Vke0,2n+1] by = bons1k

Montrer que X + 1 divise T et que le quotient associé est un polynéme réciproque de degré pair.



