Polynémes de degrés échelonnés
1.a) Avec les notation de ’énoncé, on a :
MNPy +MPL+ -+ X Py = P+ M P+ + A\ By
Pour tout k € [1,q — 1], deg(Px) < deg(P,—1). Par somme de polynome,
deg(MoPo + NP1+ -+ A1 Py—1) < max{deg(Py); k € [1,q — 1]} < deg(P;—1)
Or deg(Py—1) # deg(P,), donc par somme de deux polynémes (avec A, # 0)

deg (()\OPO +MP+-+ )\qflqul) + /\qPq) = deg(Pq)

Ainsi, |deg(Ao Py + M Py + -+ - + A\ P, = deg(F).

b) Or deg()\oPo +MP+ 4+ )\npn) = deg(OK[X]) = —0Q.
Ceci est une contradiction, donc la famille n’est pas liée : elle est libre.
Ainsi, | une famille de polynémes échelonnés en degré est libre. ‘

2.a) Procédons par analyse-synthése.
Analyse : soit P € Ki[X], on suppose qu'il existe @ € Ki_1[X] et A € K tel que P = Q + \Px.
Notons « le coefficient dominant de Py et ay, le coefficient de degré k de P. Alors , 'identification
du coefficient de degré k de cette égalité donne :

a
ar =da = A= ok
e
. a
Il vient @ = P — — P, € Kx_1[X].
a
A et () sont entiérement déterminés connaissant P, ils sont uniques : Ki_1[X] & Vect(Py).
Syntheése : soit P € Ki[X], alors les notations ci-avant on a

pP= (P - %Pk> + %Pk € Ky_1[X] + Vect(Py)

Ainsi,

Ki—1[X] & Vect(Py) = Ki[X], ce sont deux sous-espaces supplémentaires de Ky [X]. ‘

Autre approche : Soit P € Ki[X], alors la division euclidienne de P par P, donne qu’il existe un
unique couple (@, R) € K[X]? tel que

P=QP.+R avec deg(R) < k

Or deg(P) < k implique que Q € K et R € Ki_1[X]. Ainsi, Ki_1[X] @ Vect(Py) = Ki[X].
b) Initialisation : deg(Pp) = 0 donc Py est constant et non nul, alors Ko[X] = Vect(P).
Heérédité : Soit k € [0,n — 1], supposons Ki[X] = Vect(FPo, P, ..., P).
D’aprés la question précédente,

Ki1[X] = Kg[X] 4 Vect(Pr1) = Vect(Fo, P, ..., Py) + Vect(Pry1)
= Vect(Po, Py, ..., Pri1)

Conclusion : ’Vect(Po,Pl, o Po) =K [X]. ‘
c¢) La famille (Py, Pi, ..., P,) est génératrice de K, [X] et est libre.
(Py, Py, ..., P,) est une base de Kn[X].‘
3. Exemple 1 :
a) Pour tout k € [0,n], deg(Py) = k.
Ainsi, d’aprés la question précédente, ’ (Py, P1,...,P,) est une base de K, [X]. ‘

Ainsi,




b) Procédons par récurrence :
n
k!
Initialisation : Pour j =0, P(9) = P et kzo Akm(x —a) 0= "N(X —a)f =P

La relation est vérifiée au rang 0
Héreédité : Soit j € [0,n — 1]. Supposons la relation vérifice au rang j.
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Conclusion : |pour tout j € [0,n], PY) = Z)\kﬁ()( —a)*.
! —7)
k=j

¢) Pour j € [0,n], PY)(a) = )\jé—i = jI\; aussi \j =

Il vient, | P = > A(X —a)f = P k'<“) (X — a)k.
k=0 '

d) C’est la formule de Taylor.

4. Fxemple 2 :

a) deg(Py) = 0, deg(Py) = 1 et deg(P,) = 2. D’aprés ce qui précede,
b) On cherche «, 3 et 7 tel que P = aPy+ 8P + Py ().
L’évaluation en a, b et ¢ de la relation donne :

(Py, P1, P,) est une base de Ka[X]. ‘

a = P(a)
a = P(a) ﬁ_P(b)—P(a)
(x) = a +B(b—a) =POb) = T b—a
o 18(e—a) 4r(e—a)c—b) = PO =D +a— PO + (- IP()
(b—a)(c—a)(c—Db)

comme définis ci-dessus.

(o, B,7)

Ainsi,




