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Proposition de corrigé du devoir surveillé 8

Exercice 1 - Questions indépendantes

1.6 105z —8ly =6

Calcul du PGCD du couple (105,81) : Ul gi | i | u | v
10bA81 =24A81 =249 -1]X |3 1

=6AN9=6A3=3 0 | X |27 1

Comme 3|6 alors & < 35z — 27Ty =2 1 {18 1 |-1
Relation de Bezout du couple (35,27) est 2 1313 -3]4
~10x35+13x 27 =1 312127 |9

. _ o 41 ]1]-10]13
Ainsi, une solution particuliére de & est 5 12101 X | X

(—20,—26)
De plus, par le théoréme de Gauss, il vient

(x,y) €& <& (z+20)x35+(y+26)x27=0
& JdkeZ, x+20=27ket y+ 26=—-35k
& Zdke€Z, z=-20+27kety=—26—35k

Ainsi,

& = {(—20+ 27k, —26 — 35k); k € Z}.|
2.& 57x =6 [156] Calcul du PGCD du couple (156,57) :

156 A5T7 = (156 —2 X B7) ABT =42 A7 =42AN15=12A15=12A3=3

Et donc & & 192 =2 [52]

Relation de Bezout du couple (52,19) est Relation de Bezout du Une solution de &3 est

couple (61,44) est

—4x52+ 1 x19=1 13% 61 —18 x 44 = 1

Une solution de

To = Tx1+2x9 = —3958

11 est un inverse de 19 modulo 52 et donc B Tl g | T | u V;
z=1[61]
est —1]X |61 1 0
x=0 [44 0 T Taa 7
E & x=11x2=22 [52] T = —18 X
. 2 2 110 -2 3
insi — 27. Une  solution  de
Ainsi, |E, =22+ 5 + =0 [61] t s T11 713 >
i g | i | wi | v r=1[4 © 4 [1(3[-5]| 7
-1(X |52 1 0 To = 13 X 61 = 5 211113 | =18
0 19| 0 1 793. 6 |30 X | X
1 211411 | =2
2 115 |-1] 3 De plus, par le théoréme de Gauss, il vient
31214] 3 |-8
2 11111 =4011 (x,y) € & & r—x0=0[61] et x — 29 =0 [44]
& dkeZ = k x 61 x 44
5 4]0 XX y T=xo+ R xplx48
=2684
5 & x =7 [61]
Pz =2 [44] Ainsi, | £ = —3958 + 2684Z. |
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Exercice 2 - Arithmétique

1. N non divisible par 2 ou 3
n

PouerGHpk—l, comme 6=2x3alors N=—-1=1[2]et N=-1=2[3].
k=1
2 et 3 ne sont pas des facteurs premiers de V. ‘

Ainsi,

. Les facteurs premiers de N sont congrus a 1 ou 4 5 modulo 6

D’aprés la question précédente, les facteurs de N ne peuvent ni étre pair, ni étre multiple de 3,
autrement dit leur reste modulo 6 ne peut étre dans {0, 2, 3,4}.

Donc les facteurs de /N sont congrus soit & 1 soit & 5 modulo 6.

Ainsi, en particulier, | les facteurs premiers de N sont congrus soit & 1 soit 5 modulo 6. ‘

. N a au moins un facteur premier congru a 5 modulo 6

Raisonnons par ’absurde et supposons que N ne posséde pas de facteurs premiers congru & 5
modulo 6. Alors d’aprés ce le résultat précédent, ils sont tous congrus & 1 modulo 6. Donc
leur produit est aussi congru & 1 modulo 6 et donc N aussi. Or N = —1 [6] donc il y a une
contradiction.

Ainsi, | N a au moins un facteur premier congru & 5 modulo 6.

. Il existe une infinité de nombres premiers p congrus & 5 modulo 6

La définition de N fait partie d’un raisonnement par ’absurde avec pour hypothése qu’il existe
un nombre fini, n € N*, de facteurs premiers congrus a 5 modulo 6, identifi¢ par les (p;)ic[1,5]-
D’apres 3, il existe j € [1,n], tel que p; divise N c’est-a-dire :

N=0p]etdonc0=6]]pr—1=-1[pj]
k=1

Cette contradiction permet de conclure : |il existe une infinité de nombres premiers p tels que p =5 [6]
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Exercice 3 - Jeu télévisé

a) Arbre complété :

1
J
Pa Cp<g
Jk
l-p % Jk
Co—72 "k
Jk

b) La famille {Cy, Cy}, pour k fixé dans [1, 5], est un systéme complet d’événements de proba-
bilité non nulle : P(Cy) = p €]0,1[ et P(Cy) =1 —p €]0,1].
La formule des probabilités totales donne

P(Ji) = P(Cr)Pc,(Jk) +P(Cr)Pe(Ji)

_1+2p
=—5

c¢) Donnons une description des six situations conduisant a la réalisation de G :

Ainsi, |Vk € [1,5], P(Jg) =

G = (WNnLnNJsNJynNJs)U (I NJnNdsNJyNJds)U(JiNJaNJzsnNJygnNJs)
U NJNT3NJyNJds)U(J1NJoNJ3NJeNJs) U (J1NJeNJ3N JgN Js)

d) L’incompatibilité des six événements (2 & 2) permet d’écrire P(G) comme une somme :
P(G) = P(LNLNJNJNTs) +P(ANJLNJNJNTs) +P(ANLNJNJNJTs)
+P(LNLndsnNdinds)+P(LNJondsnNdynds)+P(JiNdaNJdsnNJdgnJs)

L’indépendance mutuelle des réponses pour des questions distinctes permet de réécrire chaque
terme comme le produit de cing facteurs, par exemple :

P(J1NJyNJ3N JyNJ5) = P(J1)P(J)P(J3)P(J)P(J5) = r’
P(JiNJ2NJ3N JiN J5) = P(J)P(J2)P(J3)P(J)P(J5) = (1 —r)r
Ainsi, on obtient P(G) = r° + 5(1 — r)r* = r*(r + 5 — 57) = r4(5 — 4r).
On trouve bien | P(G) = r(5 — 4r) |

On peut reprendre cette question en modélisant une variable aléatoire de loi binomiale :
On répéte cing fois de fagon indépendante une épreuve.

Cette épreuve consiste & répondre & une question, le candidat répond juste avec la probabilité r.

Soit X le nombre de bonnes réponses obtenues.

Alors X est une variable aléatoire qui suit une loi binomiale B(5,7).

Ainsi P(G) = (g)r“r’ + <i>r4(1 —r)=--= r4(5 —4r).

e) On veut déterminer Pg(J; N JaNJ3NJy N J5).

142
On a p €]0,1] donc r = +2p €l0,1] et P(G) = r4(5 — 4r) €]0,1[. La définition de
la probabilité conditionnelle donne

P((hinhhndsnJsnNJds)NG P(inhnNnJdsndynJ
PGf(JlﬁjgﬂjgﬂszﬁJS) = (< ! 2 P?G) 4 5) ): (1 QP(C;)’) 4 5)
_ D _r % _1+2p

ri(5—4r)  5—4r 5412 11 -8p

8
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ro 1+2p

Ainsi, Pg(J1ﬂJ2ﬂJ3ﬂJ4mJ5):5_4r_ 11—8p|

a) Calcul de s = Pp,(G).
Dans l'enveloppe Es, le candidat connait deux réponses ; ainsi, P g, (G) est la probabilité qu'’il

réponde correctement a au moins deux questions parmi les trois restantes, dont il ne connait
pas les réponses.

1
On reprend les notations J, pour k € [1,3] et G. On note que P(J;) = 3 car le joueur ne
connait pas la réponse, il répond donc au hasard. Il vient :

Pp,(G)=P ((/inJonJ)U(JiNJanJs)U(J1NJaNJs)U (S NJ2NJ3))

L’incompatibilité des événements et I'indépendance des réponses pour des questions distinctes

donne :
Pp,(G) = P(J1)P(J2)P(Js) +PJ_ P(J3)+P(J1)P(J_2)P(J3)+P(J1)P(J2)P(73)
1\3
- (5) +3<1__>()
7

Ainsi, | s = Ppg,(G) = 57 |

1
b) Pour i € [[1,3], on a P(E;) = 3 La famille { £}, Fs, F3} est un systéme complet d’événements
de probabilités non nulle. La formule des probabilités totales donne

P(G) = P(E1)Pg, (G) + P(E2)PE,(G) + P(E3)Pgy (G)

Or le candidat connait deux réponses dans les enveloppes Fa et E3, donc s = Ppg,(G) =
7
Pr (G) = 37 et il connait quatre réponse dans Ep, donc Pg, (G) = 1.

1 1 41 1
Ainsi g:P(G):§><1+2><§><2—77:8—1:§(1+23).

Ici aussi, il est possible d’introduire une variable aléatoire de loi Binomiale B(3, %)

c) On veut déterminer Px(E3).

— 41 4 1
P(G)=1- 3l = 8_(1) >0 et P(Eg) = 3 > 0. La formule de Bayes donne
= 7
by PEIPE@ _10-9) 10-F) 2 1
G P(G) l1—g 20 40 2
. 1
Ainsi | Pg(Ep) = o1

Remarque : Ce résultat était facile a anticiper!
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Exercice 4 - Equation différentielle homogéne

1. On sait que C?(R) est un R-espace vectoriel et que E C C?(R); ainsi, il suffit de montrer que F
est un sous espace vectoriel de C2(R) :

Considérons I'application nulle : f = 0. Soit z € R, alors
ffx)y=0et (1 +2H)f(z)=1+2%)x0=0

Donc f € F et donc E est non vide.

Soit f,g € E et o, 8 € R. 1l vient que a.f + g est de classe C? sur R car C2(R) est stable par
combinaison linéaire. Soit x € R :

(af +B9)'(x) = (af' +Bg) () = (af" + Bg")(x) = af'(x) + Bg"(x)
par propriété de la dérivation et d’aprés (*)
= a(l+2%)f(c) + B(1+2%)g(x)
= (1 +2*)(af(z)+ By(x)) = (1 +2*)(af + Bg)(x)

Ainsi aof + fg € E. E est stable par combinaison linéaire. Donc E est un sous-espace vectoriel
de C?(R). Ainsi, | E est un R-espace vectoriel ’

2. Soit u,v € E. Comme u et v sont de classe C? sur R alors /v — uv’ est au moins de classe C!.
La caractérisation des fonctions constantes donne que u'v — uv’ est constante si et seulement si
(u'v — uwv') est nulle. Soit x € R :

!/ !/

(v —=2'u) = dWv+uv —v"u—v'v =u"v—0v"u
(v —vu)(x) = v (z)v(x) —v"(z)u(z)
d’apres ()

= (14 2u(@)o(e) — (1+a2)o(e)u(z) = 0

Ainsi, (u'v — v'u) est nulle sur R donc u'v — v'u est constante.

Ainsi, |si u,v € E, alors u'v — v'u est une fonction constante. ‘

2
x
3. a) Les fonctions = — > et  — € sont de classe C? sur R (dans R) donc par composition, f

est de classe C2 sur R. Soit z € R :

f@) = ae*
Fl@) = e +ate = (L+a2e = (1+29)f(a)

w2
Ainsi, | f: 2 +— e 2z est élément de E.

1
b) La fonction f est de classe C? sur R et ne s’annule pas donc — est aussi de classe C2.
rodt 1 /
De plus z — / —— est la primitive de — nulle en 0, elle est donc de classe C3.
0

(f(1)” f?

10
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Enfin, g est de classe C? car produit d’applications qui le sont. Soit z € R :

v (e [ ety
¢ <f( )| G “/7(]«@)2)

o [Tt 1
) (f@)/xun ? W)
- /'@

flt
dt
o (f(t)° (f<w>)2 f(@)?
// d
(
(x)

= dt
())

d’apres (

+a%)g(x)

o [

Todt
Ainsi, |g:z — f(:z;)/ ——— est élément de E.
o (f(1)

= (1+2%

4. a) = Cette question revient & montrer que la famille (f,g) est génératrice de E.

Soit h € E. Comme f ne s’annule pas, considérons — une application de classe C? sur R. En

/
(5) -7
VS

h !/
D’apres 2), il existe une constante 5 € R tel que (?> = % Cette application étant continue,

particulier,

on peut l'intégrer entre O et x € R :

zrh\ zdt
/0 (?) . 6/0 ()
hlz) 0O}y 7 dt
fx)  f(0) o (f(1))?

h(0) T gt

hiz) = —=xflx)+6f(x —_—

@) = i I <>/O(f(t))2

[0}

Il vient : h = af + Bg. Ainsi,
La vraie conclusion est que E C Vect(f, g). Or, d’aprés 3) Vect(f, g) C F donc ‘ E = Vect(f,g) ‘

b) D’aprés 4a) (f, g) est une famille génératrice de E. Il reste a établir qu’elle est libre.
Soit a, 5 € R tels que af + g = 0.
Evaluant cette relation en 0, sachant que f(0) = 1 et g(0) = 0, on obtient que o = 0. Par suite,

comme g est non identiquement nulle (quitte a considérer g(1) et la positivité de l'intégrale)
alors 8 = 0. Donc {f, g} est libre.

(f,g) est une base de E. ‘

Ainsi,

11
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Exercice 5 - Polynémes

1.1, =2XT) —Top=2X(2X)—1=4X?~1et T3 = 2XTo — T} = 2X(4X%2—1) - 2X = 8X3 - 4X.
Ainsi, |T) =4X2 — 1 et Th = 8X?% —4X

2. a) et b) Traitons les deux questions par une seule récurrence : il convient de montrer que pour
tout n € N, P(n) : "le terme dominant de T, est td(1,,) = 2" X" et T,,(—X) = (1)1, (X)".
Initialisation : Comme Ty = 1 et T7 = 2X les propriétés sont vraies.
Hérédité : Soit n > 2, on suppose les propriétés vraies aux rangs n—1 et n—2. Etablissons
les propriétés au rang n :
Par hypothése de récurrence, T;,—1 est un polynéme de degré n — 1 donc 2 X T;,_; est un

polynome de degré n. Comme deg(T,,—2) =n — 2 < n, ainsi le terme dominant de T, est
celui de 2X7T,,_1, a savoir par hypothése de récurrence :

td(T,) = 2X x td(Ty,_1) = 2X2" "Xl = 2nx™

De plus, T,,(—X)
Comme (—1)"—2

2—=X)T 1 (= X)—Tpo(—X) = =2X (= 1)" 1T, 1 (X)—(=1)"2T;,_o(X).
(—1)™, on obtient :

To(~X) = (—1)" (2X Tt (X) — Toa(X)) = (—1)"T(X)

Les propriétés ont été établies au rang n.
Conclusion : |¥n € N, td(T;,) = 2"X" | et T,,(—X) = (—1)"T,,(X); en particulier, T, est
de degré n et de coefficient dominant 2.
c) Si n est pair, alors (—1)” =1 et T5,(—X) = T,,(X) : T, est une fonction paire.
Si n est impair, alors (—1)" = —1 et T,,(—X) = —T1,,(X) : T}, est une fonction impaire.

Ainsi, T}, est une fonction paire si n est un entier pair et impaire si n est impair.

3. Posons pour n € N, a,, = T,,(1).
La relation de récurrence donne : ag = 1, a1 = 2 et pour n > 2, a, = 2a,_1 — Ap_o.
La suite (a,) est récurrente linéaire d’ordre 2. Son équation caractéristique est

-2 +1=0 < (r—172%=0

Ainsi, il existe o, 8 € R, pour tout n € N | a,, = an + 5.

i Jag=1=p8 a=1
Oraetﬁverlﬁe.{al_2_a+6 & {5—1'

Ainsi‘VnE N, a, = T,(1) :n+1‘.

4. a) Soit 0 €]0, 7[ (on note que sin @ # 0). Travaillons par récurrence sur n € N :

< 9
Initialisation : Tp(cosf) =1 et b?n = 1. La propriété est vraie pour n = 0.
sin
sin(26 2sinf cosf
Ti(cosf) =2cosf et (26) = = 2cosf

sin ¢ sin ¢
La propriété est vraie pour n = 1.
Hérédité : Soit n > 2 supposons la propriété vraie aux rangs n — 1 et n — 2.
sin(nf)  sin((n — 1))
sinf sin 0
sin((n 4+ 1)0)
sin 6 ’

T, (cos ) = 2cos0T,—1(cosf) — T,,—2(cos @) = 2 cos b

Or 2cos@sin(nf) = sin((n + 1)0) + sin((n — 1)0), donc T, (cos ) =

12
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sin((n + 1)6) .

Conclusion : |Vn € N, T, (cosf) = o
sin

b) Ainsi T,,(cosf) =0 <« sin((n+1)0) =0 <« FFkecZ, (n+1)0=km.
Sur |0, [, il y a n valeurs possibles : § = ni—iirl pour k € [1,n].

Or cos réalise une bijection de ]0, 7] sur | — 1, 1[.

Ainsi, |les cos sont n racines deux a deux distinctes de T,,.

c) Comme T,, est de degré n, on connait toutes ses racines. Le théoréme de factorisation donne

n

km
Tn:2”H (X—cosn+1)

k=1

d) On note que 1 — cosa = 2sin? (%) Alinsi,

To(l) =n+1=2" ﬁ 2sin? (2(:—11)) =4 ﬁ sin (%)

k=1
. T kmw
k 1 t <] _— > .
Orpour k€ [Lnl, g7 € [O’ 2<n+1>] ) ““<2<n+1>> ="

n
k 1
Ainsi, | [ sin 5 JoEL vt
L5+ 1) 4n on

5. a) D’aprés 4.a), pour tout 0 €]0, x| : sin(0)7T,(cos ) — sin((n + 1)0) = 0.
Dérivons deux fois cette égalité de fonction :

—_

cos(#) T (cos ) — sin®(0)T),(cos ) — (n + 1) cos((n +1)8) =0

— sin(#) T}, (cos §) —cos 0 sin OT7, (cos 6) —2 sin @ cos OT7, (cos 8)+sin® ()T (cos 8)+(n+1)? sin((n+1)0) = 0

En divisant la derniére égalité par sin(f) et en utilisant la relation du 4.a), on obtient :
sin?(0)T (cos 0) — 3 cos(0)T) (cos ) + ((n + 1)* — 1)Ty,(cos ) = 0

ce qui est bien la relation recherchée.

Ainsi,|Vn € N, V0 €]0,7[ sin?(0)T"(cos ) — 3 cos(0)T!,(cos0) + ((n + 1)2 — 1)T;,(cos §) = 0.

b) Par changement de notation, nous avons d’aprés 5.a) pour z €] — 1, 1] (avec x = cosf) :
Qx) = (1 — )TV (x) — 32T, () + (n* + 2n)Tp(2z) = 0

Or, par opérations (dérivation, produit et somme) sur des polynomes, @ est un polynéme qui
est nul sur | — 1, 1], ainsi il a une infinité de racines et donc il est nul et —Q aussi :

(X2 - D)T! +3XT, — (n* 4+ 2n)T, =0

13
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Exercice 6 - Polynémes

1. a) L’évaluation de Py = 4X* — X3 — X2 — X — 1 en 2 avec la méthode de Hérner donne :

i y
4 4
3 4x 2-1=17
2 Tx2-1=13
1 13x2-1=25
0 25x 2-1 =49
Ainsi, | P4(2) = 49.
b) Une fonction evalP est :
def evalP(n,x):
e=n
for i in range(n-1,-1,-1):

e=e*xx-1
return e

La méthode classique d’évaluation donne :

def evalP(n,x):

e,m=-1,1

for i in range(1l,n):
M=m*X
e=e-m

m=m*Xx

e=e+n*m

return e

c¢) La fonction evalP effectue n additions et n multiplications.
2.2)Ona (X —1)(X" 1+ -+ X +1)=X"-1.
Or les racines de X™ — 1 sont les n racines n-iéme de 'unité :

n—1 n—1
X1 =J] (X - ) =(x =D ] (x - %)
k=0 k=1
e 2ik
En simplifiant par le polynéme non nul X —1, il vient:| X" ' 4. + X +1 = H (X — e%).
k=1
n—1 2k
b) D’aprés ce qui préceéde P, = nX" — H (X — e%)
k=1
nol 2ik
Ainsi, |si 8 est racine de P,, on a H <[3 —e ln7r> =np".
k=1

3. On remarque que P,(1) =n— (1+---+1) = 0; ainsi,
—_——

n fois

1 est racine de PB,.

14
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4. a) Soit € Ralors fu(z) = (z—1)(na" — (a" '+ +z+1))

= nz"t—npa" — (z - D@+t +1)
= nz"t!l —nz" — (2" - 1)
Ainsi | fo(2) = nz"t — (n+ 1)z" + 1.
fn est polynomiale donc dérivable sur R : f/(x) = n(n + 1)2" — n(n + 1)a" 1.
Ainsi, |Vz € R, f/(z) =n(n+ 1)z" 1 (z - 1).
Remarquons que les racines de f, sont celles de P, augmentées de 1. Ainsi, d’aprés 3), on
peut déduire que f, et P, ont les mémes racines.

b) Cas n impair :

x —00 0 1 400
1 + 0 + +
x—1 — - 0 +
fi(@) 0 — 0 +

+00
N\

fn(x) 1 400

N\ e
0

fn admet 1 pour unique racine réelle, en effet pour tout x € R\ {1}, fn(z) > 0.

Ainsi, | si n est impair, P, admet une unique racine réelle : 1. ‘

c) Cas n pair :

T —00 0 1 +00
1 - 0 + +
x—1 — - 0 +
1l (z) + 0 — 0 +
1 +00
fa(z) / N /
—00 0

frn admet 1 pour unique racine dans R, en effet pour tout = € Ry \ {1}, f.(x) > 0.

Par ailleurs f,, est continue (car dérivable) et strictement croissante sur | — oo, 0].

D’aprés le théoreme de la bijection f,, réalise une bijection de | — 00,0] sur | — oo, 1] car
fn(0) =1et liléréf = —00.

Or 0 €] — o0, 1] donc il existe un unique «a, €] — o0, 0] tel que f,(ay) = 0.

De plus f,(0) > 0, donc on a oy, < 0.

Ainsi, f,, admet exactement deux racines réelles : 1 et o, € R* .

Ainsi, | si n est pair, P, admet exactement deux racines réelles : 1 et a,, € R* .

d) Une méthode consiste a faire un balayage de R_ & partir de 0. Dés que 'on détecte un

changement de signe de f,, on trouve a,.
Une autre méthode consiste a utiliser la dichotomie.
Comme f,(—=1) =n(-1)""' —(n+1)(-1)"+1=-n—(n+1)+1=—2n <0 (car n est
pair) et f,(0) =1 > 0 alors on sait (d’apres la bijection exhiber en 4b) que —1 < «,, < 0.
Il s’agit de construire deux suites (u,) et (vy,) par récurrence :

up=—-1 v9g=0et Vn € Nu, <a, < v,

Uy, + Up,
5 .

Supposant u, et v, construits. On pose ¢ =

si fn(c) > 0 alors v,41 = ¢ et Upt1 = Uy

15
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Sinon vp41 = Uy €t Upy1 =€

Ainsi les suites sont constructibles.
Up — Unp

. Up T Un . . N L. .
Par ailleurs, au rang n, ———— est un approximation de a,, & la précision —

2
e) Script PYTHON :

Méthode de balayage

def alpha_balayage(n,p):
a=0
while (a-1)*evalP(n,a)>0:
a=a-p
return a

Méthode de dichotomie

def alpha_dichotomie(n,p):

u=-1;v=0
while (v-u)>2%p:
c=(u+v)/2
if (c-1)*evalP(n,c)>0:
v=c
else:
u=c

return (u+v)/2

Application au calcul de a4 :

-->alpha_balayage (4,0.001)
-0.6060000000000004
-->alpha_dichotomie(4,0.001)
-0.6064453125
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Exercice 7 - Schéma de Markov

Partie A : Préliminaire

La suite (u,,) vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre deux :

- Péquation caractéristique associée est : 1612 —20r +5 =0
le discriminant est : A =202 —4 x 16 x 5 = 80 = (41/5)?
20—4¢5:5—V66th:5+v%
32 8 8
il existe \, u € R tels que pour tout n € N* : u, = Aa” " + ub" !

les racines sont a =

recherche de A et p grace aux conditions initiales :

{1u=1:A+u {A:l—u A=1—p
3 N 3 < V5 3 5-+5
L b—a)=" Yo _ 2
up = 7 a+ p a+pb—a) 1 ny 1 )
5—v5 4
A= T3¢
< _1HVE_54V5 4,
=55 10 5

et b=

5—/5 54+5
8

4
Ainsi |Vn € N, u,, = g(a” +b") avec a=

Partie B : Etude médicale

1. a) On introduit quelques notations :
M,, I'événement : le patient est malade lors de la n-iéme consultation
R, I'événement : le patient est en rémission lors de la n-iéme consultation
G, 'événement : le patient est guéri lors de la n-iéme consultation

On veut déterminer, pour n € N* : Pr (Rp11) et Pag, (Roy1).

1
e L’énoncé donne P, (My+1) = PR, (Gpt1) = 1

Or P, est une probabilité et (Gp41, Mp41, Rpt1) est un systéme complet d’événements car :

-Q=Ry11UGp 11 UMy : lors de la n + 1-iéme consultation, le patient est dans un des
trois état,

- les événements Gy41, My+1, Rp+1 sont deux & deux incompatibles car le patient ne peut
étre dans deux états différents au méme moment.

Ainsi Pp, (Gpi1 UMp1 URpy1) = 1=Pg,(Gny1) +Pr,(Mp+1) + Pr, (Rnt1)
1 1
= Z +1Z +f’Rn (1Rn+1)
P = 1—--—--=2

1
Le patient reste en rémission avec une probabilité 3

3
e De méme Py, (Rny1) =1 —Par, (Gny1) — Pag, (Mp1) =1-0— - = —.

1
La probabilité de passer de ’état M a 1’état R est il
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b) Placer M, G et R aux sommets d’un triangle imaginaire, puis faire les fleches des probabilités
de transition. Par exemple : une fléche qui part de G vers lui-méme indexée par 1.

2. Soit n € N*. La famille (G, M, R;,) est un systéme complet d’événements.
La formule des probabilités totales donne :

P(GnJrl) = P(Gn)PGn (GnJrl) + P(Mn)PMn (GnJrl) + P(Rn)PRn (Gn+1)

1
In+1 = P(Gn—l—l) =gn X 1+my, x0+7r, X Z

Procédant de méme pour P(M, 1) et P(R,+1), on trouve :

Mpt1 = gn X 0+ my X %—i—rnx % et rp4e1 = gn X 0+ my X Z—b—rnx%
In+1 = Gn + Zrn
Ce qui donne : |Vn € N*, M1 = 7 + Vi
1 1
Tpil = Zmn + irn
3. a) Soit n € N* :
3 1 3 1/1 1
Myt = Zmn+1 + Zrn_i,_l = ZmnH + 1 Zm” + irn
3 1/1 1 5 5
= Mntl + 1 <Zmn -+ 5 (Admpq1 — 3mn)> = Mnt1 6

Ainsi |¥n € N*, 16mp, 42 = 20mp 41 — 5my, |

b) Lors de la premiére consultation le patient est malade : 71 = g1 = 0 et my = 1.
1 3
De plus mo = Zml + Zrl =71

Ainsi la suite (m,,) est celle étudiée dans la partie A : méme relation de récurrence, mes termes

initiaux!

4
VnN*, m, = g(a” +0b")

c) Soit n € N* :

16 12
Tn = 4mui1 —3m, = g(an"‘l + 571y — E(a” +b")
1 12 1 12
- (8- a" + 1y 12
) ) ) )

2
Ainsi |Vn € N*, r, = — ((1 +V5)a" + (1 — \/g)b”) .

4. a) Soit n € N*.
Comme (G, My, R,,) est un systéme complet d’événements, alors g, + my, + r, = 1.

Ainsi g, = 1 — m,, — ry, d’aprés 3b) et 3c¢), on trouve :

¥n e N*, gn:1—2<(1—\/5)a”+(1+\/5)b”>

5
5—+VbH 5) 5 b 9
b)Onal<a= 8f<1et0<b: +8\f< +8f:1'
Ainsi ™ - 0 et 8" — 0, donc| lim g, =1|
n—+00

18
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c¢) Posons J I’événement : le patient de guéri jamais.
Pour tout n € N G, C J donc P(G,,) <P(J) < 1.

(
Par encadrement on obtient P(J) = 1 et donc |P(J) = 0|

5. Soit n € N*. La famille (G, M, R;,) est un systéme complet d’événements.
La formule des probabilités totales donne :

P(4,) = P(G,)Pq,(4) + P(Mn)lPMn(An) +P(R,)Pr, (An)

= gn><1+mn><1+7“n><§

3 1
Ainsi |Vn € N*, P(A,) =gn + Zmn + Ern .
6. On sait que si la patient guérit, il le reste. Ainsi il suffit de considérer son état lors de la consul-
tation précédente. On sait déja que le patient est initialement malade, donc P(B;) = 0.
Soit m > 2. La famille (Gy,—1, My,—1, R,—1) est un systéme complet d’événements.
La formule des probabilités totales donne :

P(Bn) = P(anl)PGnq (Bn) + P(Mnfl)Pan(Bn) + P(Rn*1>PRnf1(Bn)

= gn-1 X0+mp_1 X 0+rn,11

Pq, (Bp) =0 car le patient était déja gueéri lors de la (n — 1)-iéme consultation.

1
Ainsi |P(B1)=0etVn>2 P(B,) = 1)

Partie C : Formalisme matriciel

1. On trouve :

1 1 1

Ont+1 = gn + Zrn 1 0 Z 1 0 1
3 1 3 1 3 1

Mnt1 = 77 + 1 < Xpa=10 1 1 Xn et|T=10 1 1
1 n 1 0 1 1 0 1 1

r =-m —r - = - =
nl Ty gt 4 2 4 2

2. Le coefficient t1 3 correspond au coefficient de g, 11 porté par r,, dans la relation obtenue en B2a)
par la formule des probabilités totales :

1
ti3=Pgr,(Gnt1) = 1

Ainsi |t 3 est la probabilité de passer de 'état R a I'état G ‘
3.50it y=1:

t11 +to1 + 131 Pg, (Gny1) + Pa, (Muy1) + Pa, (Rut1)
= Pg, (Gpy1 UMy URptq) car P, est une probabilité
et (Gn, My, Ry,) est un systéme complet d’événements

= Pg, (@) =1

Pour j = 2 on considére Py, . Pour j = 3, on considére Pp, .

Ainsi |Vj € {1,2,3}, t1; +t2; +t3; = 1| Dans cette configuration, on remarque que la somme
des coeflicients d’une colonne d’une matrice de transition vaut 1.
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4. Procédons par récurrence sur n € N* :

Initialisation : pour n = 1, T° = I3 donc X; = I3X; est vérifiée.

Heérédité : soit n > 1. Supposons X,, = T 1 X;.
Xpi1 =TX, =T xT" X, =T"X,
9n g1
Conclusion : |Vn e N*, | m, | =77 [ mu
n ™

5. Script de la fonction etat(n) utilisant une matrice et le produit matriciel :

def

def

def

Application :

>>>e
(L O
[ O
[ O

etat(n):

X=np.matrix ([[0],[1],[0]])

T=np.matrix ([[1,0,1/4]1,[0,3/4,1/4]1,[0,1/4,1/2]11)
return T*x*n*xX

etat2(mn):
X=np.array ([[0],[1],[0]1)
T=np.array([[1,0,1/4]1,[0,3/4,1/4]1,[0,1/4,1/211)
for i in range(mn):

X=np.dot (T,X)
return X

etat3(n):

g,m,r=0,1,0

for i in range(l,n+1):
g,m,r=g+r/4 ,3*m/4+r/4 ,m/4+r/2

return g,m,r

tat (12)
.64889139]
.21699816]
.13411045]]
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