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Corrigé du DM 20

Comparaison logarithmique

Soit (uy), (v,) deux suites & termes positifs non nuls
1. Critére de comparaison logarithmique

a) Il existe N € N tel que pour tout k > N

Uk41 < Vk+1
ugp Vg

0<

Soit m > N, par produit d’inégalités pour k € [N, n — 1] et téléscopie, il vient

n—1 n—1

H Uk+1  Up < H Vk+1 _ Un
— S o

u u v
k=N K N k=N N

UN

donc u,, < —w,.
UN

.. . Un+1 Un+1 . . .

Ainsi, [si —— < 7= 4 partir d'un certain rang, alors u, = O(v,).

Un, Un

S 1. . . . Un4-1 Un+1 . .
b) Considérant la comparaison logarithmique A Y partir d’'un certain rang, alors

un, = O(vy,), donc par comparaison de séries a te?rlnes posivt?fs :
(i) si > vy, converge, alors Y u, converge,
(i) si ) uy, diverge, alors ) v, diverge.
2. Critére de d’Alembert

U £+1
On considére que lim St _peRet posons a = %
Un,
a) (i) Si ¢ < 1, alors £ < a < 1. La définition de la limite lim Untl _y poure =a—+{>0
U
donne qu’il existe N € N tel que pour tout n > N : "
n+1

u u a
(o<t iy = Unflo
U, U, a™

Or a € [0, 1], 1a série > a™ converge donc, par comparaison logarithmique, > u,, converge.
Ainsi, ’si ¢ < 1, alors ) u, converge. ‘

(i) Si £ > 1, alors 1 < a < ¢. La définition de la limite lim Untl _y pour € = ¢ —a > 0 donne

Un,
qu’il existe N € N tel que pour tout n > N :
+1
Un+1 a™ Un+1
a=0—ec< ——</fl+e = <
T oun a T up

Or a > 1, la série > a™ diverge donc, par comparaison logarithmique, > u,, diverge.
Ainsi, [si ¢ > 1, alors > u,, diverge.

b) Quelques exemples :

n

(n+1)! 3
> ] converge car gy 1

n
> G converge car =
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(n+ 1)+
n" o (n+1)! 1\"
Zn!dlvergecarnn—<1+n> —e>1
n!

. . . 1
¢) Cependant considérant une série de Riemann ) — :
n

(CEEDGNNY (RN R RN S R
# n+1 n+1

. 1 o
Pour a = 2 la série converge et pour a = 3 la série diverge.

U
Alinsi, | lorsque que lim a2 P 1, la naturel est indéterminée.
Un,
3. Critére de Raabe-Duha{nel
Pour tout n € N*, Uy, = —; > Uy est une série de Riemann.
nOé

a) Un développement asymptotique donne :

Up, n n n n

— 1
1l vient : ol Undl @ P +o0 ()
n n

Un, Un,
N U v o —
Ainsi, |si a # 3, alors ntl e o 5
Up, Up, n
1+
b) Posons a = TB :
(i)sif>1l,alorsl<a<feta—p<0.
U v o — , , U v
Comme —+1 — L B, alors & partir d’un certain rang ot Tl <0
Up Un, n Up, Up,

Or > v, est converge (car o > 1), donc par comparaison logarithmique, > u,, converge.

Alinsi,

si B> 1, alors Y uy, converge.‘

(ii)sif<l,alors B<a<leta—p>0.

Untl  Unt1  a—f Un4l  Ungl
Uy, Up, Uy, Up,

Or > v, est diverge (car a < 1), donc par comparaison logarithmique, > u,, diverge.

si B <1, alors > uy diverge.‘

Comme , alors & partir d’un certain rang > 0.

Alinsi,

¢) Quelques exemples autres que les séries de Riemann :

n
1
Pour n € N*, on pose u, = vVn! sin <>

Unt1 _ vn + 1sin <

Un

—) =T (2 Lo 1-gto (1)
— | =Vn - ol —— =1-—+o| —
vn+1 Vnt+l 6yn+1° N 6n n
Le critéere de Raabe-Duhamel donne que la série > u,, diverge.

n 1 1)?
PourneN*onposeun:H<1—k—|—k;2> .
k=1

1 1 2 2 1
Un+1: 1_ + :1_7_'_0 _
Un, n+1l (n+1)2 n n

Le critéere de Raabe-Duhamel donne que la série Y u, converge.
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1 € CLRY) et @/(t) = _In(t)* + ozln(i)‘“_1 o1
tIn(t)> (tIn(t)®) oo t21In(t)®
Donc ¢’ est négative au voisinage de +o0o et donc ¢ est décroissante au voisinage de +oo.
Il existe N € N tel que ¢|n 40| €8t décroissante.
Pour k>N, kE<t<k+1 = ok+1) <o) <qpk).

d) On pose ¢ : t —

k+1 k+1
Par croissance de l'intégrale sur [k, k + 1], / pk+1)dt =p(k+1) < / ¢ < (k)
k k

k+1 k
Renversons l'inégalité; pour £k > N + 1 : / o < (k) =u, < / %
k k—1
Soit n > N, par sommation des inégalités pour k € [N + 1,n] et la relation de Chasles, il vient :

/:Hso—/nﬂwé Zn: sO(k)S/nso

N+l k=N+1 N

n

k=N+1

Comme In € C}(R?), effectuons le changement de variable x = In(¢) alors

n In(n)
[ etma= [
N In(N) ¥

n+1
Sia=1, / o= MG =In (n(n + 1) ~In (In(N +1)) — +oo.

n
Par comparaison, Z p(k) — +o0. La série diverge.

kN1 n—-+4oo
n+1 | 7hn(+1) 1 1
Sia < ]-7 / ¥ = |:al:| = a—1 a—1 — too.
N+1 t m(N+1)  (In(n+1)) (In(N +1)) n—+00

n

Par comparaison, Z p(k) — +o0. La série diverge.
N1 n—-+00

" 1 = 1 1 1
Sia>1 =|— = — —_— -
’ /N ? |:ta_1:|ln(N) In(n)e=1  In(N)*! nmtoo  In(N)>—1
Or, une suite convergente est majorée donc par transitivité, les sommes partielles de la série
> uy, sont majorées.
Par CNS de convergence des séries a termes positifs, la série > u,, converge.

1
Ainsi, | la série Y ————
insi, rie > —

(n)

e) Soit v € R* et pour tout n > 2, w, =

avec 7 € R* converge si et seulement si v > 1.

nln(n)Y
Wn41 nln(n)? n+1\""' /In(n+1)\ "
wy, (n+1)In(n + 1)7 < n > < In(n) >
B 1_1>_1 In(n) + In (1—1—711) K
B n In(n)

)y (- ()

v
nln(n) nln(n)
= : + =1 1—1—
B n  nln(n) 0 nin(n) ) ¢
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Ainsi, | les séries de Bertrand relévent de la situation "5 = 1" de Raabe-Duhamel.

f) D’aprés ce qui précédent,
1
la série Y ——— converge
2 nln(n)? &

1
la série ———— diverge
2 ny/In(n) &

les deux séries sont dites de Bertrand et correspondent au cas § = 1 du critére de
Raabe-Duhamel

lorsque 8 = 1, la naturel est indéterminée.

Ainsi,

4. Critére de Gauss

1
Pour n > —a, on pose v, = .
n—+a
1 1 1 1
) Untl  _ n+ao B T N
Up, n+1+a«a n+a-+1 n n nt+a+l
1 1+ 1+ a 1 1+1+a+ 1
= —_ —_— = R — [ o0 -
n nn+a+l) n n? n?
Donc il existe N1 € N tel que pour tout n > N :
1+a 1 Un+1 1 1+« 1
- =< —1+=< -
n2 n2 = v, +n_ n2 n2

De plus, par hypotheése, il existe M € Ry et No € N tel que pour tout n > N :

_%<u"+1_1+l<%
T n ~ n2

Il vient pour n > max (N, Na) :

Ungl  Ungl < 24 a+ M
Up, Uy n2

Cette démarche a été faite pour o quelconque. Considérons o < —3 — M alors a partir d’un
certain rang, nous avons la comparaison logarithmique suivante :

Un+1 < Un41
Un Un
1 1 1 . ) R ..
Or ~ —, comme »_ — diverge, donc par comparaison de séries & termes positifs, > v,
o ntao n n
diverge.

Comme les suites sont & termes positifs & partir d’un certains rangs, les résultats de la question
1b) restent valables et donc, par comparaison »_ u,, diverge.

Ainsi,

les séries vérifiant le critére de Gauss divergent. ‘

b) Le critére de Gauss n’est pas applicable aux séries de Bertrand. En effet, en reprenant le
développement asymptotique du 3e) on a :




